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Vorwort. 


Das vorliegende Werk soll zur ‘Hinfithrung in die Theorie der 
endlichen continuierlichen Transformationsgruppen dienen, und zwar 
nicht bloss fiir Solche, die das Studium der Gruppentheorie friihzeitig, 
ohne allzuviele Vorkenntnisse aus der elementaren Mathematik be- 
ginnen wollen, sondern auch fiir Solche, die schon weitergehende 
mathematische Kenntnisse besitzen. 

Um diesen verschiedenen Kategorien von Lesern das Hindringen 
in die Gruppentheorie zu erleichtern und angenehm zu machen, haben 
wir das Werk in zwei Hauptabschnitte zerlegt. — Der erste Abschnitt 
wird dem Anfanger die wichtigsten Begriffe der Gruppentheorie im 
Gebiete der Ebene, also in dem zweier Veranderlicher klar machen 
und liefert dabei auch sonst niitzliche und fiir das weitere Vordringen 
notige Sitze aus der projectiven Geometrie, die wir auf dieser Stufe 
beim Leser nicht als bekannt voraussetzen. — Der zweite Abschnitt 
stellt etwas mehr Anforderungen. Hier setzen wir voraus, dass der 
Leser die Elemente der héheren Mathematik beherrscht und den 
Hauptinhalt des ersten Abschnittes kennt. Ein Fachmann, der die 
Gruppentheorie studieren will, kann allerdings direct mit dem zweiten 
Abschnitt beginnen, wird aber immerhin gut thun und wohl auch 
éfters dazu gendtigt sein, auf einzelne Ausfiihrungen des ersten Ab- 
schnittes zurtickzugreifen, da dieser sehr viele an sich wichtige Bei- 
spiele zu den spiateren Theorien enthilt. 

Die von Sophus Lie in den Jahren 1873—84 begriindete Theorie 
der endlichen continuierlichen Transformationsgruppen besitzt ftir sehr 
viele Zweige der hdheren Mathematik die grésste Bedeutung. Man 
wird sich daher heutzutage kaum mehr der Kenntnisnahme dieser 
Theorie entziehen kénnen. Hine systematische Darstellung der Theorie 


findet man nun zwar in der in gleichem Verlage erschienenen ,,7’heorve 
q,* 


IV Vorwort. 


der Transformationgruppen, unter Mitwirkung von Prof. Engel bearbectet 
von Sophus Lie“, 1888—93, in drei Abschnitten. Aber dieses grosse 
Werk ist nicht sowohl auf die erste Hinftihrung als vielmehr auf das 
griindliche Studium der Theorie in voller Allgemeinheit berechnet. Es 
soll in einem wohlgegliederten System die ganze Theorie in ihrer 
heutigen Vollendung darbieten. Demgemiiss giebt es auch die Be- 
trachtungen von vornherein in  Verdnderlichen. 

In dlteren Arbeiten sowie in seinen Vorlesungen schlug Lie einen 
anderen Weg ein, indem er die Theorie zuerst in einer, in zwei und 
in drei Verinderlichen auseinandersetzte, ehe er zu allgemeinen Be- 
trachtungen in » Veranderlichen iiberging. Dadurch fanden die Be- 
gviffe und Sitze eine anschaulich geometrische Deutung, die der Ver- 
standlichkeit der rein analytischen Entwickelungen zu gute kam. 

Dieser Weg wird nun auch in den vorliegenden Vorlesungen 
eingeschlagen, deren Studium etwa zwei Semester in Anspruch 
nehmen wird. 

Der erste — elementare — Hauptabschnitt geht aus von der 
Betrachtung der projectiven und dann der analytischen Transforma- 
tionen tiberhaupt auf der Geraden und in der Ebene. Er zerfallt in 
drei Abteilungen: 

In der ersten Abteilung wird eine Reihe von Hinzelproblemen als 
Beispielen fiir das Spitere durchgefiihrt. Hine grosse Anzahl von’ neuen 
Begriffen tritt hier in specieller Fassung auf, die auf einer spiteren 
Stufe in allgemeinerer Bedeutung wiederkehren. Die Methoden, deren 
wir uns hier bedienen, sind nur erst zum Teil solche der Gruppen- 
theorie und haufig den speciellen Problemen angepasst. In der zweiten 
Abteilung wird die Theorie der projectiven Gruppen in der Ebene 
ziemlich ausfiihrlich behandelt, wiihrend die dritte Abteilung die Be- 
stimmung aller endlichen continuierlichen Gruppen der Ebene bringt. 
Hier sind die Methoden schon vorwiegend die der allgemeinen Gruppen- 
theorie. 

Der ganze erste Abschnitt ist so elementar gehalten, wie es der 
Stoff zuliess. Wir heben ausdriicklich hervor, dass die Elemente der 
projectiven Geometrie der Ebene durch die Betrachtungen dieses Ab- 
schnittes zugleich mitgeliefert werden. Es darf wohl behauptet werden, 
dass die Hinftihrung in die projective Geometrie in Verbindung mit 
der Betrachtung der projectiven Gruppen der Ebene erheblich an In- 
teresse gewinnt. Nebenbei sei bemerkt, dass der erste Abschnitt eine 
grosse Anzahl von Satzen enthilt, die auf dieser Stufe als besonders 
wichtig erscheinen und deshalb als Theoreme formuliert sind. Dies 
schliesst nicht aus, dass sie spiter z. T. als Specialfalle viel bedeuten- 


Vorwort. V 


derer Siitze erscheinen. Im zweiten Abschnitt ist die Bezeichnung: 
Theorem nur fiir solehe Ergebnisse benutzt, die unseres Erachtens 
wirklich eine fiir die Gruppentheorie grundlegende Bedeutung haben. 

Im gweiten Hauptabschnitt denken wir uns den Leser vertraut 
mit der elementaren Theorie der Differentialgleichungen, wie sie in 
Vorlesungen behandelt zu werden pflegt, und getibt in der Anstellung 
rechnerischer Betrachtungen in » Veranderlichen. Auch dieser Ab- 
schnitt zerfillt in drei Abteilungen, die als vierte, fiinfte und sechste 
nummeriert sind. 

Die vierte Abteilung bildet ein in sich abgeschlossenes Ganzes und 
ast dusserst wichtig. Sie enthalt niimlich die grundlegenden Sétze der 
Gruppentheorie. Sie ist so abgefasst, dass sie — wie wir hoffen — 
auch ohne die Lectiire des Vorhergehenden verstindlich bleibt. Die 
Beweise der drei Fundamentalsiitze der Gruppentheorie im 15. Kap. 
sind in einer rein analytischen Fassung gegeben, die an Kiirze nichts 
za wiinschen iibrig laisst. Ihr folgt die begriffliche Wiedergabe der 
Beweise, die streng genommen nicht nétig, aber doch niitzlich ist, da 
sie in das innere Wesen der Sitze einfiihrt. Hin besonderes Gewicht 
legen wir ferner auf das 16. Kap. diber die bei einer Gruppe mvarianten 
Gebilde. 

Die fiinfte Abteilung giebt wie die sechste eine Reihe von ein- 
zelnen Kapiteln der Gruppentheorie und ihrer Anwendungen. Wir 
geben nachher Hinweise, in welcher Art ein Leser, der nicht alles dies 
studieren will, zunichst eine Auswahl daraus treffen kann, ohne wesent- 
liche Stérungen der Verstiindlichkeit befiirchten zu miissen. Die 
fiinfte Abtheilung ist den linearen homogenen Gruppen gewidmet, die 
deshalb eine besondere Bedeutung haben, weil mit jeder Gruppe 
gewisse derartige Gruppen eng verkniipft sind. Das 21. Kapitel giebt 
als Anwendung der Gruppentheorie einen Abriss tiber die Theorie der 
hiheren compleaen Zahlen, verbunden mit einem Berichte iiber die Ge- 
schichte und den gegenwirtigen Stand dieser Theorie. 

In der sechsten Abteilung, die Anwendungen der Gruppentheorie 
enthilt, wird ein Fundamentalproblem der Mathematik zunichst in 
Beispielen, dann allgemein behandelt, das Aquivalenzproblem, die 
Frage namlich nach den Kriterien fir die Uberfiihrbarkeit von Ge- 
bilden in einander vermége einer vorgelegten Gruppe, und das damit 
eng verkniipfte Problem der Aufstellung von Invariantentheorien fitr 
Gruppen. Hierbei spielt der Begriff Differentialinvariante eime hervor- 
ragende Rolle. Zur Orientirung wird zuerst ausftihrlich die Con- 
eruenztheorie der Curven und in grossen Ziigen die der Flachen dar- 
gestellt, womit eine Liicke in der heutigen Geometrie ausgefiillt wird. 
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Die dabei und in einem anderen Beispiel angewandte Methode ist 
typisch fiir die Behandlung ahnlicher Probleme und deshalb unter 
moglichst allgemeinen Gesichtspunkten dargestellt. Das allgemeine 
Aquivalenzproblem wird im 23. Kap. in allem Wesentlichen erledigt. 
Zum Schlusse endlich geben wir eine andere Anwendung der Gruppen- 
theorie, eine Behandlung der Systeme von Dijfferentialgleichungen mit 
Fundamentallésungen. 


Wenn auch das Werk durch die Aufnahme aller dieser Betrach- 
tungen eine etwas grosse Ausdehnung gewonnen hat, so kann und soll 
es dafiir in dieser Form geradezu eine Linleitung in alle dreixsBdande des 
oben erwdhnten grossen Lie'schen Werkes bieten. Der Leser, der das 
vorliegende Werk studiert, eignet sich schon in sehr grossem Masse 
gruppeutheoretische Vorstellungen und Ergebnisse an. 


Alle in diesem Buche enthaltenen neuen Theorien sind, wo es 
nicht anders bemerkt wird, von Sophus Lie gegeben worden. 


Die Aufgabe des Unterzeichneten bestand in der Hauptsache in 
der Anordnung und Bearbeitung des reichen Stoffes, wobei ihm zu 
einem grossen Teil knappgehaltene Manuscripte von Lie sowie eigene 
Nachschriften zur Verfiigung standen. In starkerem Masse hat er 
das Kapitel tiber complexe Zahlen beeinflusst. 


Was die von demselben herausgegebenen ,,Vorlesungen iiber Diffe- 
rentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen“ von 
Sophus Lie in gleichem Verlage, 1891, betrifft, so ist zu bemerken, 
dass das vorliegende Werk davon unabhing und in sich abgeschlossen 
ist und dass nur einige wenige Theorien in beide Werke zugleich auf- 
genommen werden mussten. Im Ubrigen aber wird ein Leser, der 
die Vorlesungen tiber Differentialgleichungen kennt, die Lectiire des 
gegenwirtigen Buches besonders leicht finden. 


Endlich noch einige practische Hinweise: Die Abteilungen V und 
VI kénnen auch — wie gesagt — nur zum Teil studiert werden. 
Dabei sind aber fiir § 1 und § 6 des 20. Kap. einige Sitze aus dem 
19. Kap. erforderlich, wihrend das 20. im tibrigen auch ohne das 19. 
verstanden werden wird. Kap. 21 setzt Hiniges aus dem 19., aber 
nichts Wesentliches aus dem 20. voraus. Die Abteilung VI ist von 
der Abteilung V vollig unabhiingig, ebenso das allerletzte, 24., Kapitel 
des Buches von den tibrigen Kapiteln dieser beiden Abteilungen. 

Durch ein zum Schluss hinzugeftigtes alphabetisches Sachregister, 


das hoffentlich gentigende Vollstindigkeit besitzt, glaube ich den 
Wiinschen der Leser zu entsprechen. 
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Nur noch zweierlei bleibt mir zu sagen iibrig: Einmal muss ich 
um giitige Nachsicht gegeniiber den Unvollkommenheiten der Bearbei- 
tung bitten, der verschiedene Umstiinde hinderlich waren. Dann aber 
spreche ich meinen wiirmsten Dank Herrn Professor Sophus Lie, der 
mich auch bei der Bearbeitung dieses Werkes mit Rat und That 
unermiidlich unterstiitzt hat, sowie den Herren Verlegern aus, die 
allen Wiinschen beziiglich der Herstellung bereitwilligst entgegen- 
gekommen sind. 


Leipzig, im August 1893. 


Georg Scheffers. 
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ERSTER ABSCHNITT. 


Abteilung I. 


Die allgemeine projective Gruppe der Ebene und einige ihrer 
Untergruppen. 


Die Begriffe der Gruppentheorie wollen wir dadurch einftihren, 
dass wir sie zunachst an einigen besonders wichtigen und bekannten 
Gruppen der Ebene erliiutern, an der allgemeinen projectiven Gruppe 
und einigen in ihr enthaltenen Gruppen. Erst die zweite Abteilung 
wird uns zu den allgemeinen Theorien fiihren, mit deren Hiilfe sich 
die Betrachtungen des jetzigen Abschnittes an vielen Stellen bedeutend 
abkiirzen liessen. Wir finden es eben zweckmissig, zuvorderst zur 
Lésung der sich darbietenden einzelnen Probleme specielle Methoden 
anzuwenden. 


Kapitel 1. 
Projective Transformation der Geraden und der Ebene. 


In diesen Vorlesungen beschiftigen wir uns vielfach mit geome- 
trischen, insbesondere mit sogenannten projectiven Theorien in der 
Ebene. Da wir jedoch die Kenntnis der projectiven Geometrie nicht 
voraussetzen, vielmehr manche wichtige Theorien derselben erst ent- 
wickeln wollen, so erscheint es zweckmissig, zunichst den Grundbegriff 
der projectiven Geometrie, das Doppelverhdltnis, kurz zu besprechen. Als- 
dann fihren wir den Begriff: projective Transformation auf der Geraden 
und im der Ebene ein. 


§ 1. Das Doppelverhaltnis. 


Sind auf einer Geraden vier Punkte A, B, C, D gegeben (Fig. 1), 
so kann man in verschiedenen Weisen aus den (Quotienten ihrer 
Abstinde von einander sogenannte Doppelverhiiltnisse bilden. So ist 

AB AD aaa 
CB CD 


Lie, Continuierliche Gruppen. area  aee 1 


Doppel- 
verhiltnis, 
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eines dieser Doppelverhiltnisse. Wir bezeichnen es zur Abktirzung 
mit (ABCD), sodass ne 
pe ED 
sein soll. Indem man die Punkte A, B, CO, D auf alle méglichen 
Weisen permutiert, erhalt man im ganzen 1-2-3-4 = 24 Doppel- 
verhiltnisse der vier Punkte A, B, C, D. Wir wollen uns aber nur 
mit dem einen oben angegebenen beschiaftigen. 
| Zu seiner vollstaindigen Definition muss noch hervorgehoben werden, 
dass die Strecken AB, CL, AD, CD in der in 
Ape nae TD der analytischen Geometrie gebrauchlichen Weise 
mit Vorzeichen versehen zu denken sind. Setzt 
man in Fig. 1 den positiven Sinn in der Richtung 
des Pfeiles fest, so sind also in dieser Figur AB, AD und CD 
positiv, wihrend CB negativ ist, sodass (ABCD) einen negativen 
Wert hat. Bei Umkehrung des Sinnes indert es offenbar sein Zeichen 
nicht. Lagen die Punkte A, B, C, D nicht gerade in dieser Reihen- 
folge auf der Geraden, so kénnte (ABCD) auch 
positiven Wert haben. 

Hs mégen nun andererseits (Fig. 2) durch einen 
Punkt O vier Strahlen a, 6, c, d gezogen sein. Fiir 
die Messung ihrer Winkel (ab) u. s. w. setzen wir 
einen positiven Drehsinn um O fest, etwa in der 
Richtung des Pfeiles, sodass (ab) positiv, (¢b) da- 
gegen negativ ist. Man kann nunmehr aus den 
Quotienten der Sinus dieser Winkel Doppelverhdltnisse bilden, unter 
anderen dieses: 


Fig. 1. 


Fig. 2. 


sin (ab) | sin (ad) 
sin (cb) © sin (¢d)’ 
das wir mit (abed) bezeichnen: ; 
Cae 

Permutieren wir a, }, ¢, d, so ergeben sich ins- 
gesamt 24 Doppelverhiltnisse der Strahlen a,b,c, d. 
Schneiden wir die vier Strahlen durch eine 
ey g Gerade g (Fig. 3); die a, b, ¢; d bez. in A, B, C, D 
treffe. Alsdann ist, wenn wir zunachst vom Vor- 


zeichen absehen: 
AB sin(@ab) CB __ sin (cb) 
AO sin(bg)’ CO ~ sin (bg)? 


also auch 
AB AO _ sin (ab) 
CB’°CO ~ sin (cb) 
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Analog ist 
AD, AO _ sin (ad) 
CD* CO ~ sin (ed)? 
sodass schliesslich 
AB. AD _ sin (ab). sin (ad) 
CB°CD ~ sin (cb)* sin (cd) 
oder 


(ABCD) = (abed) 


ist. Man tiberzeugt sich leicht davon, dass diese Formel auch in bezug 
auf das Vorzeichen stets richtig ist. Hiermit ist der Satz bewiesen: 

Satz 1: Das Doppelverhiiltnis eines Vierstrahls ist gleich dem Doppel- 
verhilinis der vier Punkte, im denen der Vierstrahl von einer Geraden 
geschnitien wird. 

Ebenso ist natiirlich auch (4 BDC) = (abdc) us. w. ) 

Unmittelbar folgt als Zusatz der sogenannte Satz des Pappus: ae 

Satz 2: Hin Vierstrahl wird von allen Geraden in demselben Doppel- 
verhilinis geschnitten, 
sowle: 

Satz 3: Alle Vierstrahlen, die durch dieselben vier Punkte einer 
Geraden gehen, haben dasselbe Doppelverhiilinis. 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass bei der Bildung des 
Doppelverhiltnisses stets vorausgesetzt wird, dass die vier Strahlen 
in derselben Reihenfolge wie die vier Punkte genommen worden sind. 

Man erkennt durch wirkliche Berechnung leicht, dass das Doppel- 
verhiltnis 

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCB A) 


ist. So sind iiberhaupt je vier der 24 Doppelverhiltnisse der Punkte A, B,C, D 
einander gleich, sodass es nur sechs verschiedene Werte derselben geben 
kann, die im allgemeinen auch wirklich verschieden sind. Setzt man niimlich 


(ABCD) =k, 
so ist 
(ABCD) =k, (ADCB)=7,  (ACBD)=—1—t, , 
oery 


(ACDB) =*>*. 


1 , k 

Diese sechs verschiedenen Werte des Doppelverhiltnisses von vier Punkten 
fallen zu je zweien zusammen, wenn k — — 1 ist. Man sagt, dass die 
vier Punkte A, B, C, D ein harmonisches Doppelverhiltnis bilden, wenn 


(ABCD) =—1 


ist, und nennt dann A, C und B, D harmonische Punktepaare. Die sechs 
Werte des Doppelverhiiltnisses reducieren sich dann auf die drei: — 1, 2 
und 4. 

i 
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Wenn von den vier Punkten A, B, C, D einer, etwa D, unendlich 
fern liegt, so ist 


Camm 
pop = 22 42 ae ae nS 


COR ACD CB Cia tebe 


Liegen vier Punkte A, B, C, D auf irgend einer Geraden in der 
Ebene und sind, bezogen auf ein rechtwinkliges Axensystem, a, 0, ¢, d 
ihre Abscissen, so ist das Doppelverhiltnis: 


(ARC Dyce ats et a ee 


PAC Gee, be Ce os 


Nennen wir andererseits, wenn a, b, ¢, d irgend welche Zahlen sind, 
den Ausdruck 
Be ae 
c—b'c—d 
‘das Doppelverhiltnis der vier Zahlen, so kénnen wir also sagen: 
Satz 4: Das Doppelverhdlinis von vier Punkten emer Geraden ist 
gleich dem Doppelverhdlinis ihrer Abscissen oder threr Ordinaten. 
Schliesslich heben wir hervor, dass, wenn a, b, ¢ und das Doppel- 
verhiltnis seinem Werte & nach gegeben sind, alsdann aus 


stets ein und nur ein Wert fiir d hervorgeht. Dies sprechen wir 
so aus: 

Satz 5: Sind drei Elemente a, b, ¢ eines Doppelverhiltnisses und 
ast auch dieses seimem Werte k nach gegeben, so bestimmt sich das fehlende 
Element « emdeutig aus der Forderwng: 


(abex) = k. 


§ 2. Projective Transformation der Geraden. 


Nehmen wir nunmehr an, es seien auf zwei Geraden g und g, 
drei Punkte A, B, C bez. A,, B,, C, gegeben. Ferner nehmen wir 
auf der einen Geraden g einen Punkt X ganz beliebig an. Alsdann 
kann man nach solchen Punkten X, der Geraden g, fragen, die 
mit A,, B,, C, dieselben Doppelverhiltnisse bilden, wie X mit A, B, C. 
Hierzu ist notwendig und hinreichend, dass 

: (ABCX) = (A, B,C, X)) 
sei. SSS ee 
Fiihren wir auf der Geraden g von einem Punkte O aus gemessene 
Abscissen ein, indem wir — mit Beriicksichtigung des Vorzeichens — 
OA =a, OB =b, OC =c, OX = & setzen, und verfahren wir analog 
auf der anderen Geraden g,, indem wir auf ihr O, wihlen und 0, A, = a,, 
O,B, = b,, 0,0, = ¢), O,X, =, setzen, so wird: 
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ry) — AB AX AO+ 0B AO+0X 
(ABCX) = Gs: Gx = Go ANwOB -COr- OX 


_ b—a w—a  a—b a—x 


The OS Grate @ erties ices 


und 


(A, BO, X,) = a: sired 


db,  & — wy 
Wir verlangen also: 


(1) a=0 @-% a, — 0, 4, — 2, 
ec—b'c—av ¢ —b,'¢, —2, 


Dies ist fiir w, eine Gleichung ersten Grades, ebenso fiir 2 Jedem 
_ Punkte X von g wird also gerade ein Punkt X, von g, zugeordnet, 

und umgekehrt gehért zu jedem Punkte X, von g, gerade ein Punkt X 
von g. Hs ist somit eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den 
beiden Geraden festgesetzt. Wenn insbesondere 7 =a wird, so wird 
v, =a, u.s. w., d. h. den Punkten A, B, C entsprechen bei dieser 
Beziehung gerade die Punkte A,, B,, CG. 

Die Gleichung (1) hat nach 2, aufgelést die Form: 


_ 4@+u 
L sao 


und ist nach x auflésbar, sodass 49 — vu == 0 sein wird. 


Wenn andererseits irgend eine Gleichung von der Form 


_ 4e%+ 0 
(2) 1D yap 


vorliegt, in der 4, uw, v, @ beliebig gewahlte Werte haben, doch so, 
dass 4g — wy +0 ist, so ordnet sie jedem Punkte (7) von g einen 
Punkt (z,) von g, zu und umgekehrt. Nehmen wir insbesondere fiir x 
drei bestimmte Werte a, b, ¢ an, und bezeichnen wir die entsprechen- 
den Werte von 2, mit a,, b,, ¢, so haben wir: 


atu PLO. es ie et _ Ae 
CO) a saFe Ase te? WW acto? Monte 


Nun ist das Doppelverhiltnis der zu den Abscissen a, b, ¢, « gehorigen 
Punkte A, B, C, X von g gleich: 
a—b a—«2 


(ABOX) = | 


OS 6 jk 
. 


und der zu @,, 0,, , %, gehdrigen Punkte A,, B,, C,, X, von gy, gleich: 


6 
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Setzt man hierin die Werte (3) ein, so kommt: 


(A, B, C,X,) ae 


(Aa + pw) (vb + 0) — (0 + &) (va + @) 
(1c +m) (vb + e-) — b+ 4) (ve +2) 
_ (4a + w) (vc + e) — (Aa + w) (va + 8) 
"(Le + mw) (ve + 0c) — a + uw) ve + @) 


__ te — wr) (a— db), de — wr) @— 2) 
Gg — pr) (0 — b)” Ge — wy) (¢ — 2) 


a he 2 Bee 


60" Ga 


Die durch (2) hergestellte Beziehung ist demnach genau die oben be- 


sprochene: 


Jedem Punkte X von g wird der Punkt X, von g, zu- 


geordnet, der mit A,, B,, C, dieselben Doppelverhiltnisse bildet, wie 


X mit A, B, C. 


. Wir haben aber noch mehr bewiesen: 


Satz 6; 


Die Gleichung 
da + w 
g, =, wo io—uv+0, 


vo + Q’ 


ordnet jedem Punkte (2) einer Geraden einen Punkt (x,) emer Geraden 


zu und wmgekehrt. 


Dabei sind die Doppelverhilinisse von irgend vier 


Punkten der einen Geraden genau gleich den entsprechenden Doppel- 
verhilinissen der zugeordneten vier Punkte der anderen Geraden. 

Wir kénnen sagen: Die Gleichung (2) fiihrt jeden Punkt (a) der 

Geraden g in einen Punkt (#,) der Geraden g, iiber, sodass die Doppel- 

verhiiltnisse der urspriinglichen Punkte gleich denen der neuen Punkte 

Projective sind. ine solche Uberfiihrung heisst eine projective Transformation 


Trans- 


formation. der Geraden g in die Gerade 4,. 


Man kann diese projective Transformation leicht rein geometrisch her- 
stellen: Wir legen die Geraden gy und g,, auf denen A, B, C, X und 
A,, B,, C,, X, entsprechende Punkte sind, so, dass A mit A, zur Deckung 


Satz 7: 
ihr Schnittpunkt — aufgefasst als Punkt der einen — sich selbst — auf- 
gefasst als Punkt der anderen — entspricht, so gehen die Verbindungsstrahlen 
Je sweier entsprechender Punkte der Geraden sdmtlich durch denselben Punkt. 


kommt (Fig. 4). BB, und COC, werden sich 
dann in einem Punkte U treffen. Der Strahl UX 
schneide g, in X’. Hs ist dann nach dem Satz 
des Pappus 
(ABCX) = (4, BC; xX): 

X" muss demnach mit dem Punkte X, zusammen- 
fallen. Man erhilt also zu jedem Punkt X der 
Geraden gy den transformierten Punkt X, der 
Geraden g,, indem man diese mit UX zum 
Schnitt bringt. 


Liegen gwei projectiv auf einander bezogene Geraden so, dass 


Projective Transformation der Ebene. a 


Man sagt dann, dass die projectiv auf einander bezogenen Geraden g 
und g, sich in perspectiver Lage befinden, und nennt U das Perspectivitéls- Ee ee 
— ————S 6. 
centrum. 


Wir werden spiiter ausfiihrlich auf die projectiven Transformationen 
der Geraden zu sprechen kommen. Hier bemerken wir nur noch, dass 
wir die Geraden g und g, zusammenfallen lassen kénnen, indem wir 
die Anfangspunkte der Abscissen auf beiden ebenfalls zusammenrticken 
lassen. Alsdann stellt die Gleichung 


@) ee 


eine projective Transformation der Geraden in sich dar: Jeder Punkt (x) 
der Geraden wird in einen Punkt (w,) derselben verwandelt. Dabei 
ist jedes Doppelverhiltnis aus vier urspriinglichen Punkten gleich dem 
entsprechenden Doppelverhiltnis der vier transformierten Punkte. Zu 
bemerken ist, dass sich die Gleichung (2) auch in der Form einer 
bilinearen Relation zwischen x und x, schreiben lisst: 
Vix, —AxL+ ox, — p=), 

und dass umgekehrt auch jede bilineare Relation zwischen x und 2, 
auf die Form (2) gebracht werden kann, sobald die Determinante 
Ao — wv = 0 ist. 

a, stellt sich als linear gebrochene Function von x dar. Danach 
liegt es nahe, wenn man zu Transformationen der Ebene iibergehen 
will, die Coordinaten v,, y, der transformierten Punkte als linear ge- 
brochene Functionen der Coordinaten x, y der urspriinglichen Punkte 
anzunehmen. Indem wir dies so einrichten, dass auch umgekehrt z, y 
linear gebrochene Functionen yon #,, y, sind, werden wir zu den pro- 
jectiven Transformationen der Ebene gefitihrt. 


§ 3. Projective Transformation der Ebene. 


Sind die Punkte (a, y) und (#,, y,) zweier Ebenen / und F, je 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen worden, so stellen 
zwei Gleichungen von der Form 

xz+tob Gi a,x + Db, G 
oe a diant ay te 
eine sogenannte projective Transformation der Punkte (a, y) der Ebene E 
in die Punkte (a,,y,) der Ebene F, dar. Dabei bedeuten die a, b, ¢ 
irgend welche Constanten. Beachtet werden mige, dass die Nenner 
der rechten Seiten von (4) eimander gleich sind. Den gemeinsamen 
Nenner wollen wir mit N bezeichnen; wir setzen also: 


(5) NE ayo + by +4. 
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Unsere Gleichungen (4) ordnen jedem Punkt (a,y) der Ebene L 
einen Punkt (a,, y,) der Ebene EZ, zu. Wenn wir nun die beiden 
Ebenen FH und EF, aufeinanderfallen lassen und in beiden dasselbe 
Coordinatenkreuz zu Grunde legen, so stellen die Gleichungen (4) eine 

Projective mrojective Transformation der Ebene in sich dar: Jedem Punkt (a, y) 

mation der der Ebene wird ein Punkt (#,,y,) derselben zugeordnet. Wir kénnen 
sagen, dass dann die Gleichungen (4) jeden Punkt (a, y) der Ebene in 
einen neuen Punkt (#,, y,) derselben itiberfiihren. 

Kiinftig wollen wir uns mit diesen projectiven Transformationen 
einer Ebene laingere Zeit beschaftigen. 

Warum gerade sie untersucht werden sollen, und warum man sie 
projective Transformationen nennt, das sind Fragen, die im Laufe unserer 
spaiteren Betrachtungen beantwortet werden. 


Aufldebar- Hs erhebt sich zunichst die Frage, ob die Gleichungen (4) auch 


keit der 


Gleichungenumgekehrt zu jedem Punkte (@,, y,) einen Punkt (a, y) liefern, mit 
formation. anderen Worten, ob sie auch nach 4, y auflésbar sind. Um dies zu 
entscheiden, betrachten wir die drei folgenden Gleichungen, die (4) und 
(5) ersetzen: 
Na, =ace+by+¢, 
(6) Ni, = 4% + boy + &, 
N=a,x+ b,y + 6. 
Thre rechten Seiten sind als lineare und homogene Functionen von 
x, y und 1 aufzufassen, deren Determinante lautet: 


a & 
“4 = as b, Cy | 
Gig Wan 10x | 


Ks mogen A,, A,, A, die zweireihigen Unterdeterminanten von 4 
hinsichtlich a,, a,, a, bezeichnen, es sei also: 


li, 6 Ome e 
2 2 5} 3 
r) Ae — | 


| ¢, | 
bs C3 | | 


A 


| 
, A= |) 
1 er |B,  G | 
und entsprechend seien B,, B,, B,; und O,, C,, C, die zweireihigen 


Unterdeterminanten von 4 hinsichtlich b,, b,, b; und ¢, &, ¢3, also 


Conds 
one | Ws. Wey 
| C3 ag 
Gg Ug 
C= u. S. W 
a, b 


Dann ist bekanntlich: 
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a, A; + aA, + a,A, = J, 
(7) b, A, + b, A, + b; A, = 0, 
¢, A, + © A, +6 As = 0. 
Wenn wir die Gleichungen (6) mit A,, A,, A, multiplicieren und 
darauf addieren, so kommt also einfach: 
N(A,2, + Ayy, + As) = 4a. 
Ganz analog ergeben sich die Formeln: 
N(B,x, + By, + Bs) = Ay,- 
N(C, 2, + Chy, + Cs) = 4. 


(8) 


Ist nun die Determinante 4 += 0, so kénnen wir die beiden ersten 
dieser Gleichungen durch die letzte dividieren, und wir erhalten 


pee a + Alm +A, 
Cir, + Cy, + ©,’ 


(9) 


PS ae ie eee 
C2, + Oy, + 0; 


als die Auflésung von (1) nach 4, y. 
Wenn dagegen 4 = 0 ist, so liefert (8): 
N(A,%, + A,y, + A;) = 9, 
N(B,«, + By, + B,) = 0, 
N(C,a, + O,y, + C;) = 0. 


Wahlen wir dann z, y beliebig, so wird N nicht gerade Null sein. 
Es folgt also dann 

A,x, + Asy, + As = 0, 

Bx, + Boy, + B, = 0, 

Ca + Oy, +O =09. 
Sind die zweireihigen Determinanten A, 6, C nicht siimtlich Null, so 
erfiillen daher z,, y, lineare Bedingungsgleichungen, die sich, wie man 
leicht erkennt, auf nur eime Gleichung reducieren. Sind die Deter- 
minanten A, B, C simtlich Null, aber die Coefficienten a, b, ¢ der 
Transformation nicht simtlich Null, so findet man, dass die %,, y, 
zwei verschiedene lineare Bedingungsgleichungen erfiillen. Ist 7 = 0, 
so sind daher die Punkte (z,, y,) zum mindesten an eine Gerade in 
der Ebene gebunden und kénnen sich nicht, wie man auch #, y wahlen 
mag, von dieser Geraden entfernen. Wir erkennen somit, dass sich 
alsdann #, y nicht als Functionen von 2,, y, darstellen lassen, da sonst 
zu einem beliebigen Wertepaar x,, y, ein Wertepaar 2, y vorhanden 
wire, d. h. dass die Gleichungen (4) nicht nach x, y auflésbar sind. 
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Die Gleichungen (4) sind dann und nur dann nach x, y auflosbar, 
wenn A + 0 ist, d. h. wenn die drei rechten Seiten von (6) oder also 
die beiden Zihler und der Nenner von (4) gleich Null gesetzt die 
Gleichungen dreier Geraden darstellen, die ein wirkliches Dreieck bilden. 

Im Falle 7 = 0 wiirden nach dem Gesagten alle beliebigen Punkte 
(x, y) der Ebene durch unsere Transformation in die Punkte (a, y,) 
einer Geraden oder gar nur in einen Punkt iibergefiihrt werden. Dies 


tritt z. B. em, wenn 
ax 2xe+y 


gesetzt wird, denn dann erfiillen alle Punkte (z,, y,) nur die Gerade: 
24,—y, + 1=—0. 


Ansgearieto Hine derartige Transformation wiirden wir als ausgeartet bezeichnen im 
mation. Gegensatze zu einer solchen, welche alle Punkte (#, y) in neue Lagen 
(a,, y,) tiberfiihrt, die die ganze Ebene tiberdecken, sodass zu jedem 

Punkte (#,, y,) auch ein urspriinglicher Punkt (a, y) gehort. 


et Wir nehmen daher in allem Folgenden an, es sec die Determinante: 
A == (). 


4+0. 


Nach den obigen Entwickelungen liefert die Auflésung der 
Gleichungen (4) nach x, y wieder Gleichungen (9) von der Form 
einer projectiven Transformation, welche die Punkte (7, y,) in die 
Punkte (a, y) itiberfiihrt, also zu unserer urspriinglichen Transfor- 

transfor. Mation (4) invers ist. Diese wichtige Bemerkung zeigt, dass 2u jeder 

mation. Drojectiven Transformation eine inverse projective Transformation 
existiert, dass sich also alle projectiven Transformationen paarweis als 
inverse Transformationen zusammenordnen lassen. So ist beispielsweise 
der projectiven Transformation: 


ety z«+1 
yrs ae a emcee 


Ly 


als invers diese zugeordnet: 


pre 1 ‘fas oh 
Wight Yiter 
ee Betrachten wir nun alle Punkte («, y) irgend einer Geraden 
Geraden. 
— aw + By + y =0. 


Sie werden durch die projective Transformation (4) in neue Punkte 
(v,, y,) tibergefiihrt. Wir fragen nach dent geometrischen Ort der- 
selben. Zu diesem Zweck setzen wir die Werte (9) von a, y, aus- 
gedriickt in a,, y,, in die Gleichung (10) ein und erhalten: 
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ASG: A, 4 A Bo B,1 B, 
() “Gatant at Gatay ta tY—° 
Diese Gleichung aber ist, wenn wir noch mit dem Nenner C, a, + C,y, -+ C, 
multiplicieren, linear in 2, y,. Sie stellt folglich auch eine Grade day. 
Unsere projective Transformation fiihrt demnach eine beliebige Gerade 
wieder in eine Gerade tiber. 
Wenn die vorgelegte Gerade insbesondere durch die Gleichung 


N= a,2 + db,y +o = 0 


dargestellt wird, so werden die Coordinaten «,, y, der Punkte, in welche 
die Punkte (#, y) der Geraden tibergehen, wegen der Gleichungen (4) 
unendlich gross; wir sagen: Die Gerade N =O wird durch die pro- 
jective Transformation (4) in die «wnendlich ferne Gerade iibergefiihrt, Urendich 
indem wir uns hiermit eine Ausdrucksweise der projectiven Geometrie “ete. 
aneignen. 

Betrachten wir alle Geraden (x, y), die von einem Punkte der 
Geraden N = 0 ausgehen. Ist 


(12) 4,@ + dy +4, = 0 
eine beliebige Gerade, so wird jede Gerade, die durch den Schnitt- 


punkt F’ derselben mit der Geraden N =O geht, dargestellt durch 
die Gleichung 


| (asx + by + ¢3) + @ (Ayu + Agy + 45) = 0 
(13) oder 
| (a3 + 94,) & + (0; + 042) y + (G + O45) = 0. 


Lassen wir g variieren, so ergeben sich alle Strahlen des Biischels 
mit dem Scheitel #. Hine Gerade (13) wird nun durch die projective 
~ Transformation (4) nach (11) in die Gerade verwandelt: 


(as + @4,) (Aya, + Asy, + As) + Os + 042) (Bit, + Boy, + Bs) 
+ (¢3 + @43) (C4, + Cry, + C;) = 9, 
d. h. nach gewissen Beziehungen analog (7) in die Gerade: 
(AA, + 4, By + 4,0.) a, + (Ay Ag + Ag-Be + Age) 
A 
F (4, A, + 4_Bs + A303) + e aa 


Lassen wir 9 variieren, so giebt diese Gleichung lauter Parallelgeraden, 
da @ nur in dem absoluten Gliede vorkommt. Alle Geraden also, 
die sich in einem Punkte /' der Geraden N =O schneiden, gehen 
bei unserer projectiven Transformation in Parallelgeraden tiber, deren 
gemeinsamer unendlich ferner Punkt /’, — im Sinne der projectiven 
Geometrie — als der Punkt aufgefasst werden soll, in welchen 7’ bei 
der Transformation iibergeht. 


Fluchtlinie 
und Flucht- 
punkte, 


Die Geraden 
die in die 
Axen trans- 
formiert 
werden, 
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Wir kénnen auch die Gerade suchen, i welche die unendlich ferne 
Gerade bei unserer Transformation verwandelt wird: Die nach a, y 
aufgelésten Gleichungen (9) unserer Transformation lehren unmittel- 
bar, dass 

N, = C4, + Gy, + Cs = 0 
die Gleichung dieser Geraden ist. Entsprechend dem Obigen kénnten 
wir beweisen, dass Parallelgeraden 


ax + By = Const. 


vermége der Transformation (4) in Geraden iibergehen, die sich 
simtlich in einem Punkte ®, der Geraden N, =O schneiden. Daher 
werden wir sagen, dass die Transformation: (4) den unendlich fernen 
Punkt ® jener Parallelgeraden in diesen Punkt ®, der Geraden N, = 0 
iiberfiihrt. 


Lesern, die mit der Perspective bekannt sind, wird die Bezeichnung 
der Geraden N, = 0, in welche die unendlich ferne Gerade transformiert 
wird, als Fluchtlinie und des Punktes ®, dieser Geraden als Fluchtpunkt 
naheliegend sein. 


Schliesslich bemerken wir noch dies: Die Gleichungen (4) unserer 
projectiven Transformation zeigen unmittelbar, dass die Geraden 
ae + by +o = 0, M8 + bay + & = 0 
in die Geraden 
Lop pa 
iibergefiihrt werden. Daher verwandelt die Transformation (4) das 
von den drei Geraden 
a," + by + ¢ = 0, 
a,” + bey + ¢ = 0, 
av + bsy + cs, = 0 
gebildete wirkliche Dreieck in das Dreieck, das aus den Coordi- 
natenaxen 7,0, y, =O und der unendlich fernen Geraden besteht. 
Die aufgelésten Gleichungen (9) zeigen umgekehrt, dass unsere pro- 
jective Transformation (4) die Coordinatenaxen « = 0, y = 0 und die 
unendlich ferne Gerade in die drei Geraden 


A,#, + A,y, + A; = 0, 
B,a, + Bay, + B; = 0, 
C,2, + Gy, +0, =0 
tiberftihrt, die auch ein wirkliches Dreieck bilden, da ihre Determinante 


nicht verschwindet, weil die Gleichungen (9) in der Form (4) nach 
x, y, auflésbar sind. 
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Kapitel 2. 
Die allgemeine projective Gruppe der Ebene. 


Wir haben im vorigen Kapitel eine bestimmte allgemeine pro- 
jective Transformation betrachtet. In diesem Kapitel nun wollen wir 
die Gesamtheit aller unendlich vielen’ projectiven Transformationen 
ins Auge fassen, wodurch wir zu dem wichtigen Begriff: allgemeine 
projective Gruppe der Ebene gefithrt werden. Wir werden alsdann 
sehen, dass sich jede projective Transformation durch Wiederholung 
einer gewissen unendlich kleinen projectiven Transformation herstellen 
lasst. Dadurch werden wir zu den gleich wichtigen Begriffen: infini- 
tesimale projective Transformation und eingliedrige projective Gruppe ge- 
langen. 


§ 1. Die allgemeine projective Gruppe. 


In unserer allgemeinen projectiven Transformation 
(1) OE aE Ea ee ae 
: a,z-+ boy + ¢,’ “1 a, + bs y + Cg 
kommen neun Constanten a,, b,, ¢;3 de, b2, C23 3, bs, ¢,; vor. Wir hatten 
tiber die Annahme derselben nur die eine Voraussetzung getroffen, dass 
ihre Determinante J nicht gerade gleich Null sei. Wir bemerken aber, 
dass von diesen neun Coefficienten einer wegdividiert werden kann. 
Wir kénnten z. B., wenn c, == 0 ist, in (1) Zihler und Nenner mit c, 
ktirzen. Alsdann waren 


rie 2 ai On on)? So Viena? "ey 
die neun Coefficienten, von denen der letzte einen bestimmten Wert hat. 
Demnach stellen die Formeln (1) sicher nicht mehr als oo verschiedene ,@* proiee: 
projective Transformationen vor, indem zwei projective Transforma-*7™*tore 
tionen (1), deren Coefficienten a, b, ¢ sich nur um einen Propor- 
tionalititsfactor unterscheiden, mit einander identisch sind. 
Man kann auch umgekehrt zeigen, dass zwei projective Trans- 
formationen (1) nur dann dieselben sind, wenn die Coefficienten der 
einen denen der andern proportional sind. Sollen nimlich die Glei- 


chungenpaare 
1 ‘ _ aa by eG a __ &t + bey + ¢ 
_ 1 at bby y FC,” i a,x” + bey + Cs 
und * a 

a,x b, 4 ¢ Ay boy +6, 
(2) “=o ail ame i an y 


a,@ + bsy +0,’ Gz + dyy + ey 
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dieselbe Transformation darstellen, so muss identisch 


a,% + dy + & nee ay @ by +e 
a,a@ + sy + Cy d;% + dy —- Cg 


und :: 

a, © + boy + % ae dt + bY + 

a,a@ + bsy + C; Gs % —- b3y +e, 
sein. Es bestehen also dann identisch fir alle x, y die Gleichungen: 
(4,0 + by +4) Get bsy + 0) = (Ge + by +6) (ag¢ + b,y + 65), 
(a0 + bay + C2) (Ga + by +) = (Ga+ boy + ,) (dy + by + )- 
Nun kann sich aber a,%-+ 0,y +c, nicht nur um einen constanten 
Factor von a,« + b,y +c, unterscheiden, da sonst v, nach (1) eine 
Constante ware. Demnach muss zunichst nach der ersten Gleichung: 


aa + by +4 =—kae+by+ 4), 
also auch nach der ersten Gleichung: 
dx + bgy + ¢, =k (aa + byy + 6), 
mithin nach der zweiten Gleichung: 
Ay a5 by + 6 =k a," + by + 6) 
sein. Hierbei bedeutet & eine Constante. Es miissen also die a, b, é 


den a, b, € proportional sein. 
Zwei projective Transformationen sind somit dann und nur dann 


dieselben, wenn die neun Coefficienten der einen den neun Coefficienten 
der anderen proportional sind. Giibe es nun nur oo’ oder noch weniger 
projective Transformationen, so miisste es noch andere Werte der 
Coefficienten der zweiten Transformation geben, fiir welche diese mit 
der ersten tibereinstimmte. Es folgt demnach: 
Satz 1: Es giebt gerade oo verschiedene projective Transformationen 
im der Ebene. 
Cea Unter den neun Coefficienten der allgemeinen projectiven Trans- 
stanten. formation (1) ist also einer und nur einer tiberadhlig, oder: es sind 
gerade acht jener Constanten wesentlich. 


Bee Wir wollen nunmehr nach einander zwei projective Transformationen 
ZweieY proj. A ; se . . 
meier Prol. qusfiihren: “unachst setzen wir also: 
(1) toy aes OY Te ceca ee 
A a, @ + Dey + cg? “4 a, % + bey + Cy 


und darauf noch: 

2 — eh + Bi mmr Mt + Bo, + 72 

(3) s Oly + BsYy + ¥5’ Ye oa, + BsYi st Ye 

Die erste Transformation fihrt die Punkte (a, y) in die Lagen (a,, y,), 
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die zweite die Punkte (#,, y,) in die Lagen (a, y.) tiber. Diese Auf- 
einanderfolge beider Transformationen lisst sich natiirlich durch eine 
emazige ersetzen, welche die Punkte (#, y) in die neuen Lagen (#,, y») 
bringt. Um die Gestalt dieser Transformation der Coordinaten x, y 
in die Coordinaten #, y, zu finden, haben wir nur 2,, y, aus (1) 
und (3) zu eliminieren. Dies giebt: 


Gree a, (a, 2% + by +.¢,) + B, (a, + bey “trate V1 (Gg @ -- bsy + Cy) 
ay PP et by + a) + lat + bay be) bre + Day FO) 
yp — ety ba) + Ale thy + a) + nie + by te), 
2 ots (ay @ PF Dy Yy FC) + By Qg@ + doy + Cy) + Ys (4g@ + O54 + 65) 


#, Y2 Ariicken sich somit als linear gebrochene Functionen von x, y 
mit gleichen Nennern aus in der Form 


(4’) ar~tbhy +e, ax+t by +c, 


reer hy er oF eee By 


A; = 00, + Bia, + Vis, 

b; = aid, + Bib, + yibs, 

C= ae, + Bic, + Vils 
(i = 1, 2, 3) 


ist. Die Gleichungen (4) oder (4’) haben wieder die Gestalt der 
Gleichungen einer projectiven Transformation. Also: 

Satz 2: Die Aufeinanderfolge zweier projectiver Transformationen 
ist emer einzigen projectiven Transformation dquivalent. 

Sind a;, b;, ¢; die Coefficienten der ersten, «;, B;, y; die der zweiten 
Transformation, so sind die Coefficienten a;, 6;, c; der ihrer Aufeinander- 
folge Aquivalenten projectiven Transformation die bilinearen Func- 
tionen (5) der a;, b;, ¢; und «;, Bi, y;- 

Wegen der in Satz. 2 ausgesprochenen Higenschaft der Schar 
aller co® projectiven Transformationen, nach der die Aufeinanderfolge 
zweier Transformationen der Schar stets einer einzigen Transformation 
eben dieser Schar Aquivalent ist, heisst diese Schar nach jetzigem 
mathematischen Sprachgebrauch eine Gruppe, und zwar, da unendlich 
kleine Anderungen der Coefficienten a;, b;, ¢; in (1) nur unendlich 
kleine Anderungen der Transformation selbst bewirken und man durch 
continuierliche Anderung der Coefficienten von einer dieser Transfor- 
mationen zu jeder derselben gelangen kann, eine continwierliche Gruppe. Gontnvier. 


Gruppe von 

Theorem 1: Alle co® projectiven Transformationen der Ebene broicetiven 

bilden eine continuierliche Gruppe. Die Transformationen monn 
dieser Gruppe ordnen sich paarweis als invers zusammen. 


Letzteres haben wir schon in § 3 des vorigen Kapitels bewiesen. 


in der 


(5) 
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pee Bezeichnen wir mit S irgend eine Transformation der Gruppe, so 
der Transf. werden wir mit S—! die zu ihr inverse bezeichnen, die hiernach auch 
der Gruppe angehoért. Mit SZ werden wir kiinftig — wie es in der 
Substitutionstheorie zu geschehen pflegt — die Aufeinanderfolge der 
beiden Transformationen S und J’ bezeichnen. Insbesondere werden 
wir, wenn S und T dieselbe Transformation bedeuten, statt SS das 
Symbol S? gebrauchen. So soll also S”, wenn m eine ganze positive 
Zahl ist, die n-malige Aufeinanderfolge von S sein. Ebenso stellt 
S— die n-malige Aufeinanderfolge der zu S inversen Transfor- 
mation S—! dar. Hiernach hat, wenn S, 7, U-- Transformationen 
bedeuten, jeder Ausdruck von der Form S”Z”U"---, in dem m, n,7r-- 
ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, einen ganz bestimmten 
begrifflichen Sinn. Insbesondere wird es hiernach zweckmissig sein, 
unter S°, T°, U°.- die identische Transformation 7, = x, y, = y zu ver- 
stehen, die wir auch bloss mit 1 bezeichnen, sodass SS—! == S° = 1 ist. 
Wir bemerken im Anschluss an die Formeln (5) noch Folgendes: 

Die Determinante 


ay b, C, 
Oy a Oot 
a; by Cs 


der Transformation (4) oder (4’), die der Aufeinanderfolge von (1) und 
(3) aiquivalent ist, hat nach (5) den Wert 


a b GY | a BY 
a, b, ¢, a, By Yo 
; 1d; 03 Cg as; Bs Ys 
Also gilt 
Deter- Satz 3: Haben zwei projective Transformationen die Determi- 


minanten 


zweier nanten 4, und A,, so ist 4,4, die Determinante der projectiven Trans- 


Tranvsfor- 


mationen. formation, die threr Aufeimanderfolge dquivalent ist. 


Eco atanst Daraus, dass die projectiven Transformationen eine Gruppe bilden, 


die ein Drei- 
cok in ein kénnen wir den Schluss ziehen, dass es stets projective Transformationen 
uberfithrt. gyebé, welche die Seiten eines beliebig vorgelegten Dreiecks in die Seiten 
eimes anderen beliebig gegebenen Dreiecks iiberfiihren. 
Sind nimlich 
L=ae+by+e¢=—0, 
l, = a,0 + by Ho = 0, 


l, = asx + bsy + ¢, = 0 


die Gleichungen der drei ersten gegebenen Geraden und 
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eee Bik Cy 0, 
Cae ea C0: 
Pe Ae BUY 6, 0 


die Gleichungen der drei letzteren gegebenen Geraden, indem wir die 
laufenden Coordinaten der letzteren zur Unterscheidung mit X, Y be- 
zeichnen, so bestimmen zuniichst 


(6) t= I i= fs Y 
ly ‘ a I, 


nach § 3 des 1. Kapitels eine projective Transformation S der Punkte 
(x, y) in die Punkte (a,, y,), welche die drei ersten gegebenen Geraden 
in die Coordinatenaxen x, = 0, y, = 0 und die unendlich ferne Gerade 
tiberfiihrt. Ebenso liefern die Gleichungen : 


(7) 2 ees ae 1 -; 
eime projective Transformation 7 der Punkte (X, Y) in die Punkte 
(2, Y,), welche die drei Geraden L, = 0, L, = 0, L, = 0 in die Axen 
und die unendlich ferne Gerade verwandelt. Auflosung von (7) nach 
X, Y¥ giebt, wie wir aus § 3 des 1. Kapitels wissen, die zur Trans- 
formation J inverse Transformation 7 der Pufhkte (7,, y,) in die 
Punkte (X, Y), die ebenfalls projectiv ist. Dieselbe fiihrt die Coordi- 
natenaxen xz, =O, y, = 0 und die unendlich ferne Gerade in die drei 
Geraden L, —0, L, 0, L, =O iiber. Die Aufeinanderfolge S 7-1 
der beiden projectiven Transformationen S und 7" ist, da alle pro- 
jectiven Transformationen eine Gruppe bilden, einer einzigen projec- 
tiven Transformation Aquivalent, welche direct die Punkte (%, y) in 
die Punkte (X, Y) iiberfiihrt. Dieselbe wird analytisch durch Elimi- 
nation von z,, y, aus (6) und (7) erhalten, also zunachst in der Form: 
Rt Te | 
6) casas Tans ‘ 


Natiirlich hat man diese Gleichungen noch, um die gewohnliche Form 
der projectiven Transformation zu erhalten, nach den neuen Variabeln 
X, Y aufzulésen. Dass diese Transformation S7'—' die drei ersten 
gegebenen Geraden in die drei letzten gegebenen Geraden itiber- 
fiihrt, ist nach Obigem klar: die Gerade 1, = 0 wird durch S in 
die Gerade vw, =O und diese durch 7'—* in die Gerade L, = 0 ver- 
wandelt u.s. w. Auch erkennt man es direct aus (8). Denn ist J, = 0, 
d. h. liegt der urspriingliche Punkt (w, y) auf der einen gegebenen 
Geraden, so giebt (8) auch L, = 0, d. h. der transformierte Punkt (X, Y) 
liegt auf der Geraden L, = 0, u.s. w. 


Lie, Continuierliche Gruppen. 2 


Beispiel. 
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Natiirlich werde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Geraden 
1, =0, 1, =0, 1, =O ebenso wie die Geraden L, —0, L, =0, L, =0 
ein wirkliches Dreiseit im Sinne der projectiven Geometrie bilden, d. h. 
dass jene drei Geraden nicht saimtlich einen Punkt gemein haben. 
Sonst nimlich waren S und 7 ausgeartete Transformationen. 

Kin Beispiel erlaiutere obigen Gedankengang: Die drei Geraden 


L=e=—0, h=y=0, =axz+y+1=0 
bilden ein wirkliches Dreiseit, ebenso wie diese drei 

re X%—1=0, 4=Y4+1=0, 4=x=—0. 
Wir verlangen eine projective Transformation der Punkte (x, y) in die 
Punkte (X, Y), welche die drei ersten Geraden in die drei letzten 
iiberfiihrt. Wir setzen nach (8) an: 

Ge eee y fe ig 
egtyti XX?’ wty+t1i xX 

und erhalten durch Auflésung nach X, Y die gewiinschte projective 
Transformation : 


a rie Yee eu 
pe eg ae 


Ks ist nun nicht schwer, auch die allgemeinste projective Transfor- 
mation aufzustellen, welche die drei Geraden 1, = 0, l, =0, l, =O in 
die drei Geraden L,=0, L, =0, L; =O verwandelt. Hine solche 
Transformation driickt namlich X, Y als linear gebrochene Functionen 
von z, y mit gemeinsamem Nenner 


nm == Const. « + Const. y + Const. 


aus. Nun soll L, =O eme Folge von 1, = 0 vermége der Transfor- 
mation werden. Setzen wir also im L, die Werte von X, Y ein, so 
muss sich offenbar eine linear gebrochene Function von 2, y ergeben, 
deren Nenner ” ist und deren Zahler von J, nur um einen Zahlen- 
factor abweichen kann. Vermége der Transformation ist demnach: 


meee Cr 1, 
Dies n? 
wo 9, eine Constante bedeutet. Hbenso ist 
Qe, 1 
Te = ve ; 
fie ‘ 
: n 


Vermoge der Transformation ist also: 
L, = Oh l, L, Q |, ; 
I, - 9, i’? Ls Qs ly 
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Demnach stellen die nach a, y wie nach X, Y auflésbaren Gleichungen 


I l LD, l, 
(9) == a7 i 


in denen @, 6 Constanten bedeuten, die allgemeinste projective Trans- 
formation der gesuchten Art dar. 
Satz 4: Die allgemeinste projective Transformation, welche die drei 
ein wirkliches Dreveck bildenden Geraden: 
l; =a;x +- biy + ¢; = 0 


(i =1, 2, 8) 


beziiglich in die drei ebenfalls ein wirkliches Dreieck bildenden Geraden 
D,;= A,X + BY+ Cz = 0 
(i =1, 2, 3) 
diberfiihrt, ergiebt sich durch Auflosen der Gleichungen 
ee in hls als 
rm Saar a 


nach X, Y. Hierbei bedeuten «, B ivgend welche von Null verscliedene 
Constanten. Es giebt also co” derartige Transformationen. 


In unserem obigen eispiel sind also 
ee a gui y 
ee erie OX aya 
oder 
a ead Sy ee Le Dae) 
Ge a)t-py--1? Sea ey ot 


die Gleichungen der allgemeinsten projectiven Transformation, welche 
die Geraden x = 0, y= 0, x + y+ 1=0 bez. in die Geraden X — 10, 
Y+1=0, X = 0 verwandelt. 

Zur Ubung empfehlen wir dem Leser, die projectiven Transfor- 
mationen aufzustellen, welche die Coordinatenaxen und die unendlich 
ferne Gerade unter einander vertauschen. Hs sind, diejenigen ein- 
geschlossen, welche die Coordinatenaxen und die unendlich ferne Gerade 
jede in sich tiberfiihren, diese sechs: 


y= OL, Yr = By; t= ay, Y, = Bx; 
1 x 1 y | 
Seen art Via Dine TiN ee 
y iL x _ yn 
Die Oa <i = Bi; nS acy, eas ere 


Wir heben, um ein neues Resultat abzuleiten, hervor, dass sich 


jede Gerade 
ax + by+c=0 


Beispiele. 
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mit Hilfe der drei von éinander unabhiingigen linearen Ausdriicke 
1, =a;a + by +6 
(¢ = 1, 2, 3) 

in der Form schreiben lasst: 
(10) a1, + al, + 31s —= 9, J 
WO @,, M, a, Constanten bedeuten. Denn zum identischen Bestehen 
der Gleichung 
ax-+by+ce=a, (a,0+ by +6) + Oy (a2 boy + C2) + 03 (45% + b3y + Cs) 
ist ja notwendig und hinreichend, dass 

A = 1, A, + MyM + Ag Qs , 

b = a,b, + a,b, + 45 6;, 

C = 0,0; + MgC + As Cy 
sei, und diese Gleichungen liefern, da die Determinante 2 + a,b,¢,; +0 
ist, gerade ein bestimmtes endliches Wertsystem a,, Q,, a;. Umgekehrt 
stellt auch jede Gleichung von der Form (10), wie auch a,, a,, d3 ge- 
wahlt sein mégen, eine Gerade dar. 

Diese Gerade (10) wird durch die allgemeinste projective Trans- 

formation (9), die J, = 0, J, = 0, J, = 0 in L, = 0, L, =0, L, = 0 ver- 
wandelt, iibergefiihrt in die Gerade 


a,eL, + a,BL, + a;,L, = 0. 


Aber jede Gerade der X Y-Hbene lasst sich, da L,, L,, L; eine von 
Null verschiedene Determinante haben, in der Form schreiben: 


(11) YU, L, + %L, + Y, L, sSely 


in der %,, %,, YU, Constanten sein sollen. Wenn die Transformation (9) 
nun die allgemein gewahlte Gerade (10) in die allgemein gewiihlte 
Gerade (11) iiberfiihren soll, so haben wir folglich die noch zur Ver- 
fiigung stehenden Coefficienten @ und £ in (9) so zu wihlen, dass 


ee Qs 


f , mee 


wird, was immer und zwar auf nur eine einzige Weise méglich ist, 
sobald die Geraden (10) und (11) allgemeine Lage gegen die Drei- 
ecke 1, = 0, 1, = 0, 1; = 0 resp. L, = 0, L, = 0, L, = 0 einnehmen, 
d. h, sobald keine dieser Geraden durch eine Ecke der betreffenden 
Dreiecke geht, denn dann wiirden von den Coefficienten a und 
einige verschwinden. 

Wir haben also erkannt: 
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Satz 5: Hs giebt stets eine und nur eine projective Transformation, P:ietive 


Transfor- 


die vier beliebige Geraden allgemeimer Lage, d. h. vier Geraden, von ™ation, dic 


: ‘ ; vier Gerado 
denen keine drei durch einen gemeinsamen Punkt gehen, in vier beliebige,| in vier 
andere Geraden allgemeiner gegenseitiger Lage iiberfiihrt. Insbesondere ti. 
ast die identische Transformation x, =x, y,—=y die einzige projective 
Transformation, die vier Geraden allgemeiner gegenseitiger Lage in 
Ruhe ldsst. 


In unserem Beispiel kénnen wir noch fordern, dass etwa die Gerade Beispicl. 
x+y—1=0, 
21, + 21, —1, =0, 


d. h. die Gerade 


in die Gerade 
Y=0 
oder 
DL, + L, — L, =0 


tibergehe. Dies giebt die Bedingung 


oder 


Yee Ue Vs He rey eae 


Fragen wir andererseits nach allen projectiven Transformationen, 
die vier Punkte allgemeiner gegenseitiger Lage, d. h. vier Punkte, 
yon denen nicht drei auf einer gemeinsamen Geraden liegen, in vier 
andere Punkte allgemeiner gegenseitiger Lage iiberftihren. 

Zunichst ist klar, dass eine solche Transformation die drei Ge- 
raden, die drei der urspriinglichen vier Punkte verbinden, beztiglich in 
die drei Geraden tiberftihrt, welche die entsprechenden drei Punkte 
verbinden. Umgekehrt ist auch klar, dass eine projective Transfor- 
mation, die jene ersten drei Geraden in die neuen drei Geraden 
verwandelt, jene ersten drei Punkte in die neuen drei Punkte tiber- 
fiihrt. Hiernach handelt es sich also darum, alle projectiven Trans- 
formationen aufzustellen, die drei gegebene ein wirkliches Dreieck 
bildende Geraden 7, = 0, 1, = 0, J, =O in drei andere gegebene eben- 
falls ein wirkliches Dreieck bildende Geraden L, = 0, L, = 0, L, = 0 
und ausserdem einen gegebenen Punkt (2, y), der nicht auf einer der 


Geraden 1, = 0 liegt, in einen gegebenen Punkt (X, Y), der nicht 
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auf einer der Geraden L; = 0 liegt, verwandelt. Die erstere Bedingung 
fiihrt auf die oo? Transformationen (9) oder: 

A, XA+B YG ue ryt G 

A,X + B,Y + ©, a,x + by + ¢,° 


AX+BY+O _ guet byt a, 
A BY 4 OC, Wer iy ae, 


Diese Gleichungen sollen nun bestehen, wenn a, y, X, Y gleich @, ¥, 


X, Y gesetzt werden. Dadurch werden, weil kein Zihler oder Nenner 
bei den gemachten Voraussetzungen fiir diese Werte verschwindet, « und 
6 in unzweideutiger Weise bestimmt. 
So hat sich ergeben : 
pubes Satz 6: Es giebt stets eine und nur _eime projectwe Transformation, 
mation, de die vier beliebige ein wirkliches Viereck bildende Punkte m vier beliebige 
ante andere ein wirkliches Viereck bildende Punkte tiberfihrt. Insbesondere ist 
fine. die identische Transformation x, = x, y, = y de emzige projective Trans- 
formation, die vier ein wirklaches Viereck bildende Punkte in Ruhe lasst. 
Als Zusatz kénnen wir noch infolge der letzten Betrachtung dies 
aussprechen : 
EOS Satz 7: Es giebt stets eine und nur_eine projective Transformation, 


mation, die die drei ein wirkliches Dreieck bildende Geraden in sich tiberfiihrt und 


ein Dreieck 
und einen 7; 5 ; F * , 5 . 

md einen diberdies einen gegebenen Punkt allgemeimer Lage in einen anderen ge- 
ebensolehe gebenen Punkt allgemeiner Lage verwandelt. 


uberfihrt. 


§ 2. Die infinitesimalen projectiven Transformationen. 


Wir bemerkten schon, dass die Gruppe aller projectiven Trans- 
formationen der Ebene zu jeder Transformation 


(1) oe — &et thy ty F tH bey + %& 
‘ ; a,@ + b,y + 6,’ Ws a,% + bsy + Cy 


auch die verse enthilt. Ftihren wir beide nach einander aus, so 
ergiebt sich die identische, die Alles in Ruhe lasst. Da die Aufeinander- 
folge jener beiden Transformationen infolge der Gruppeneigenschaft 
wieder eine Transformation aus der Schar aller projectiven Transfor- 
mationen (1) ist, so folgt, dass es soleche Werte der Constanten 
a,, b,, ¢ u.s.w. geben muss, fiir die sich die Gleichungen (1) auf 
x, = x, y, =y reducieren. In der That, setzen wir in (1) statt 2,, y, 
die Veriinderlichen x, y, und verlangen wir das identische Bestehen dieser 
Gleichungen, so ergiebt sich, da es auf einen Proportionalitatsfactor nicht 
ankommt, also das nicht-verschwindende a,—= 1 gesetzt werden darf: 
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G = 1, O= 0,. ¢ = 0; 
a= 0, b= 1, = 0; 
a4,=0, =—0, g=—1. 


Lis giebt also ein und nur ein Wertsystem der Constanten, fiir das sich 
die projective Transformation (1) auf’ die Identitét reduciert. 

Hieraus folgt, dass wir, um alle wnendlich kleinen projectiven renter 
Transformationen zu erhalten, d. h. alle, welche die Lage eines jeden peerage 
Punktes nur unendlich wenig andern, den Constanten solche Werte 
za geben haben, die von den soeben bestimmten nur unendlich wenig 
abweichen. Wir setzen also, unter d¢ eine infinitesimale Grésse ver- 


standen : 


a =1+a,0¢, b, = 6,01, C¢, = y, 0, 
dy = a Ot, by =1+ B,0t, = 7,0, 
a, = «30, bs = B, dt, C3 = 1+ 730, 


WO «,, @,-+ beliebige Constanten bedeuten, und erhalten aus (1) als 
allgememen Ausdruck einer infinitesimalen projectiven Transformation : 
xL — FH (ye + Bry + 71) 5t Yt lee + By + y.)0t 
‘ 1+ (@,@ + Bay + y3) dt? Wt 1+ (@,@ + Boy + 75)0¢ 

Nun ist 
- — 
1+(e,c+Byy+y.)dt 


und sonach kommt: 
=H —(Ht + By + 73)eOt+ (oye + By + 75)'0dE — ++ 
(0,2 + By + 7,)0t — (a, 2+ B,y+71) (G2 + Boy +7) dP, 
Y= Y — (0% + Bsy + 73) ¥ Ot+ (432+ By +75) YOUR — --- 
+ (0,4 + Boy + Yo)0t —(o,%+> Boy +72) (a+ Byy+ y,)0P-+:--. 


Es sind die rechten Seiten, wie es sein muss, nur infinitesimal ver- 
schieden von w und y. Die unendlich kleinen Glieder sind Potenz- 
reihen nach d¢. Man erkennt sofort, dass die Glieder erster Ordnung 
in O¢ nur dann samtlich verschwinden, wenn alle a, 6, y = 0 gewahlt 
werden. Dann aber verschwinden auch die unendlich kleinen Glieder 
hoherer Ordnung, und die vorstehenden Gleichungen stellen nur die 
identische Transformation dar. Hieraus folgt, dass bei jeder infini- 
tesimalen projectiven Transformation wenigstens eine der beiden Ent- 
wickelungen von w und y nach 0¢ sicher ein nicht verschwindendes 
unendlich kleines Glied erster Ordnung enthilt. Diesem gegenitiber 
sind alsdann die Glieder hdherer Ordnung zu vernachlassigen und es 


kommt: 


1—(a,2-+ Bsy +73) Ot-+ (@s¢+ Byy +73)" 0P—- + 
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(12) (* =at+ (4, + (% — %)@ + Bry — %%” — B,xy) 9t, 

4 = 9 + y+ ae + (Be — rs)y — ogry — Bgy’) Ot 
als allgemeiner Ausdruck einer infinitesimalen projectiven Transfor- 
mation. Hierin kénnen die «, 6, y irgend welche Constanten bedeuten, 
wihrend 6¢ eine infinitesimale Grésse sein soll. Wenn wir die Con- 
stanten nun anders bezeichnen, etwa setzen: 


W1= 4, Y=), t,— Y=, B= d, 
y= 0, Bp—%3=9, — %—h, ya he 
so nehmen die Gleichungen die etwas iibersichtlichere Form an: 
(12') Fe =a-+(a+ca+tdy+ ha’? + kay) dt, 
4, =¥t 6 + ea + gy + hay + hy’) dt. 
Bei einer infinitesimalen projectiven Transformation erfahren sonach 
die Coordinaten # und y unendlich kleine Incremente dx und dy, die, 
wenn man nur die niedrigsten wirklich vorkommenden unendlich kleinen 
Grossen beriicksichtigt, die allgememe Form haben: 
12”) Lae tee eae + ha’? + kxry)dt, 
‘ dy =y, —y = (bf ew + gy + hay + hy?) dt. 
Waren die unendlich kleinen Glieder niedrigster Ordnung gleich Null, 
so wiirden, wie oben bemerkt wurde, alle unendlich kleinen Glieder 
héherer Ordnung ebenfalls verschwinden, und die Transformation wire 
bloss die Identitét. Vernachlassigt man die unendlich kleinen Glieder 


hdherer Ordnung nicht, so stellen sich dw und dy als unendliche 
Reihen dar, die nach ganzen Potenzen von Ot fortschreiten. 


Hine beliebige Function f der Veranderlichen x, y erhalt bei dieser 
infinitesimalen projectiven Transformation (12’) oder (12”) auch einen 
unendlich kleinen Zuwachs df, nimlich, da 


Of = f@1, 91) —f@ y) = fe + Oa, y + dy) — f(z, y) = 
= fe, 9) + 58 dx + 5o dy — fe, 9) = ode + Hf oy 
ist, diesen : 
ne {(aten+-dy+ha® +key) +O-+en+gy-+hay hy?) 1) 8 
Der Ausdruck 
ae Uf=(ateatdy+ha’? thay) s+ (b-bea+gythay-phy) a, 


der mit d¢ multipliciert dieses Increment darstellt, definiert nun unsere 
infinitesimale projective Transformation vollstindig. Nehmen wir 


Die infinitesimalen projectiven Transformationen. 25 


namlich hierin die beliebig zu wiihlende Function f gleich a an, so 


wird = 1 und a = 0, und es bleibt: 


Ux=a+ex-+ dy + ha? + kay, 
ein Ausdruck, der, mit d¢ multipliciert, den Zuwachs dw von a dar- 
stellt. Analog ist der mit d¢ multiplicierte Ausdruck 
Uy=b+exa+ gy thay + ky 
der Zuwachs der Verinderlichen y. 
Wir werden daher kiinftig die infinitesimale projective Transfor- 
mation nicht durch die Gleichungen (12’) oder (12”), sondern durch 
den Ausdruck (13) definieren. Wir nennen diesen Ausdruck Uf das 
Symbol der allgemeinen infinitesimalen projectiven Transformation (12')oinc minis 
oder (12”). proj. Transf. 
Die Constanten a, b...h, k in diesem Symbole sind willktirlich. Beispicle. 
Setzen wir z. B. a=1 und alle anderen gleich Null, so kommt die 
besondere infinitesimale projective Transformation 


d. h. diejenige, bei der die Incremente der Verinderlichen diese sind 
dz = Ux-dt=dt, dy= Uy-dt=0. 

Hier erfahrt also x einen fiir alle Punkte (w, y) der Ebene gleichen 
Zuwachs dt, wihrend y ungeiindert bleibt; jeder Punkt (w, y) wird 
um dieselbe Strecke O¢ parallel der v-Axe verschoben. Ls ist dies 
eine sogenannte infinitesimale Verschiebung oder Zranslation. Setzen 
wir andererseits alle Constanten gleich Null mit Ausnahme von ¢ und 
g, die wir gleich 1 annehmen, so reduciert sich Uf auf: 


Ufsacity a v 
Hier wachsen die Coordinaten um 
dx = Ux-dt=xdt, dy=— Uy-dt=yos, 
d. h. jeder Punkt (w, y) wird auf seinem Radiusvector um eine un- 
endlich kleine diesem Radiusvector proportionale Strecke 
Va? + dy? = dt Va? + 
fortbewegt. Es ist dies eine sogenannte infinitesimale Ahnlichkeits- 


transformation vom Anfangspunkte aus. Setzt man ferner d = 1, 
€ == — 1 und die tibrigen Constanten in Uf gleich Null, so resultiert: 


Ri of 
Uf = 9 55 2% Fy? 


wobei 
a= Uxrz-dt=ydt, dy=Uy-dt=— x0t 
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ist. Diese Gleichungen stellen eine infinitesimale Rotation wm den 
Anfangspunkt dar. U.s. w. 

Zur grésseren Bequemlichkeit wollen wir kiinftig die partiellen 
Differentialquotienten der Function f, so lange diese willkiirlich gelassen 
wird, mit p und q bezeichnen: 


Ope — 
ga Pr Gy—t 


Alsdann schreibt sich das Symbol Uf so: 


13 (Uf= (a+ ca + dy + hx’ + kay) p 
bee | +4 4 ea + oy + hay + ky’) 4. 


Dies Symbol setzt sich linear mit constanten Coefficienten a, b...h, k 
aus den acht einzelnen von willktirlichen Constanten freien Symbolen 
‘von speciellen infinitesimalen projectiven Transformationen zusammen: 


P, 93 2p, yP, £4, YG 
“p+ xyg, “vyp t+ y°q, 


die sich leicht dem Gediachtnis einpragen lassen, die beiden letzten 
insbesondere in der Form x(zp + yg) und y(xp-+ yq). Aus ihnen 
lasst sich die allgemeine infinitesimale projective Transformation Uf 
dadurch wieder zusammensetzen, dass man sie mit Constanten multi- 
pliciert und addiert. Jede infinitesimale Transformation Uf, die in 
dieser Weise mit constanten Coefficienten aus jenen acht zusammen- 
gesetzt werden kann, nennen wir abhdngig von diesen. Insbesondere 
nennen wir z. B. die infinitesimale projective Transformation axp + byg 
von «<p und yg abhingig. Ebenso kann man sagen, dass die infini- 
tesimale Rotation yp — xq von yp und xq abhanet. 

Nach dem Obigen wiirde es im ganzen oo® infinitesimale pro- 
jective Transformationen geben, da das allgemeine Symbol Uf gerade 
acht willkiirliche Constanten enthalt. Aber es ist naheliegend, zwei 
solche infinitesimale Transformationen, die sich nur dadurch unter- 
scheiden, dass die Coefficienten der einen denen der anderen pro- 
portional sind, als identisch zu betrachten. Beide nimlich fiihren 
einen beliebigen Punkt der Ebene in derselben Richtung um unendlich 
kleine Strecken weiter, die zu einander in der ganzen Ebene in dem- 
selben Verhiltnis stehen. Da die Wahl der infinitesimalen Grésse d¢ 
ganz beliebig ist, kénnen wir diese Fortschreitungen direct dadurch 
gleich gross machen, dass wir das eine Mal ein gewisses Vielfaches 
von 0¢ als neues dO¢ benutzen. 

Demnach werden wir sagen, dass es in (13) nur auf die Verhilt- 
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nisse der acht Coefficienten a, b...h, k ankommt, d. h. dass es im ees 
. . . . . . fe . Bima 2 pro- 

ganzen nur co" infinitesimale projective Transformationen giebt. Sth ee 
ormation, 


Wir wollen nunmehr annehmen, wir hitten die Coefficienten in 
Uf in irgend einer Weise bestimmt gewihlt. Alsdann ordnet U/ 
den Punkten der Ebene ganz bestimmte Fortschreitungsstrecken in 
bestimmten Richtungen zu, indem x und y die Incremente erfahren 


dx = (a+ cx + dy + ha? + kay) ot, 
Oy = (0 + ex + gy + hay+ ky*)ot. 


Es liegt kein Hindernis vor, uns vorzustellen, dass diese unendlich 
kleine Lageniinderung in dem Zeitelement d¢ geschieht, indem wir der 
infinitesimalen Grésse d¢ eine anschauliche Bedeutung beilegen. Wenn 
wir die infinitesimale Transformation Uf ein zweites Mal im niachsten 
Zeitteilchen d¢ auf die gefundenen neuen Punkte, darauf ein drittes 
Mal auf die so erhaltenen Punkte u.s. w. austiben, so gelangen die 
Punkte (2, y) schliesslich, etwa in der Zeit ¢, in neue Lagen (a,, y,), 
die von den urspriinglichen im allgemeinen endliche Hntfernungen 
haben werden. Dann sind «,, y, gewisse Functionen von ¢ und den 
urspriinglichen Coordinaten w, y derart, dass sie sich fiir t=O auf 
x, y selbst reducieren, und dass sie zweitens, wenn ¢ um dt zunimmt, 
um die Werte 


dx, = (a+ cx, + dy, + ha,’ + kay,)dt, 
dy, =(b tem + 9y, + hay, + ky,*)dt 


wachsen. Sie sind demnach die Functionen von ¢, die dem simultanen 
System geniigen: 
(14) ax, _ dy, r oes 
a+ex, + dy, ther +hay bea +gy, thay, + hy? 
dabei vorausgesetzt, dass sie sich fiir ¢= 0 auf a, y selbst reducieren. 
Die durch Integration dieses simultanen Systems (14) erhaltenen 
neuen Lagen (#,, y,;) der Punkte (x, y) sind also diejenigen, die 
sie nach unendlich oftmaliger Wiederholung der infinitesimalen Trans- 
formation Uf annehmen. Die Integralgleichungen: 


(15) t= (29,0), w= Vyy, 9), 

die fiir ¢—O einfach 4,=—2, y, =y ergeben, stellen demnach eine 
endliche Transformation der Punkte (x, y) in die Punkte («,, y,) dar. 
Da sie eine willkiirliche Grésse ¢ enthalten, so haben sich factisch oo? 
Transformationen (15) ergeben, unter denen insbesondere die identische 
,== 2, y, =y enthalten ist. Wegen der Entstehungsart der Glei- 


dt, 
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chungen (15) haben sie, nach Potenzen von ¢ entwickelt, offenbar die 
Form: 


a=ae+éayit---, wn=ytiu@yit--:, 


wenn unter € und y die Gréssen: 


E=atcatdytha + kay, 
n=b + en + gy + hay+ ky? 
verstanden werden. Die Schar der oo! Transformationen (15) enthalt 
somit auch (fiir ¢== dt) die infinitesimale projective Transformation, 
von der wir ausgingen, Dies ist tibrigens begrifflich klar. Bezeichnen 
wir nun mit 7’ die infinitesimale Transformation Uf, so giebt ihre 
n-malige Wiederholung die Transformation 7”, ihre m-malige 7”. 
Dann ist die Aufeinanderfolge beider aquivalent der (m + m)-maligen © 
Wiederholung von 7: 
DW) eal Ke 
Indem wir diese Uberlegung auch auf unendlich oftmalige Wieder- 
holung von 7’ ausdehnen, durch die sich die co’ Transformationen (15) 
ergeben, wird es einleuchtend, dass die Aufeinanderfolge zweier 
Transformationen 7,, JZ; der Schar (15) einer einzigen Transfor- 
mation J, eben dieser Schar Aquivalent ist: 7,7, = T,, dass also 
diese Schar die Gruppeneigenschaft besitzt. Natiirlich ist dies kein 
strenger Nachweis der Gruppeneigenschaft. Wir verzichten hier jedoch 
auf eine bindende Beweisfiihrung*). Q 
Es mag also das Bemerkte geniigen, um darzuthun, dass die 
endlichen Transformationen, die durch fortwihrende Wiederholung 
der infinitesimalen projectiven Transformation Uf hervorgehen, eine 
‘sogenannte Gruppe bilden und zwar, da es co! Transformationen sind, 
eta eine eingledrige Gruppe, erzeugt von Uf. Auch gehen wir nicht darauf 
zeugtvonUf.ein, zu bewelsen, dass diese Gruppe zu jeder ihrer Transformationen auch 
die wmwverse enthilt. Dagegen sollen eimige Beispiele das Gesagte er- 
lautern. 


Beispicle. Liegt z. B. die infinitesimale projective Transformation 
Uf=p 
vor, also die infinitesimale Translation 
dxz=dt, dy=—0, 


*) Eine strenge Begriindung findet man in Kap. 2 des Werkes: Sophus Lie, 
Vorlesungen viber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transfor- 
mationen, bearbeitet und herausgegeben von G. Scheffers, Leipzig, Teubner 1891. 
Im Folgenden citieren wir dies Werk kurz als: ,, Diffgin. m. inf. V'rf. 
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so fithrt ihre unendlich oftmalige Wiederholung offenbar die Punkte (a, y) 
in die neuen Punkte 
%=e+a, y=y 
tiber. Dabei ist die Verschiebungsstrecke a lings der a-Axe eine von 
x, y unabhingige Grésse. Hier lautet das simultane System (14): 
dx, dy, 


ger 


und giebt integriert mit den Anfasgswerten x, y von 2,, y, fiir t = 0 
diese Gleichungen : 


L=x-+t, 41 = Y, . 
also, bis auf andere Bezeichnung der Grésse a, die obigen. Offenbar 


stellen diese Gleichungen eine Gruppe von Transformationen dar, denn 
aus der Aufeinanderfolge von 


L=xer+t, YY 
und 


Lya= XH +h, AHN 
%—=a«+ (t+ 4), Yn = Y; 


also die Translation um die Strecke (¢ + ¢,) lings der w- Axe. 
Die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation 


Uf=xp+ ya 
0x2 =xrdl, dy =ydt 


folgt 


oder 


giebt offenbar, unendlich oft ausgefiihrt, die endliche ‘thnliche Ver- 
grésserung oder Verkleinerung yom Anfangspunkt aus: 
Ly—= ML, Y, = my. 
Integriert man hier das simultane System (14): 
dx, dy, 
fee Pye 


mit den Anfangswerten x, y von %, y, fiir #0, so erhalt man 


= dt 


t= ane, y= ye, 
also in der That Gleichungen, die mit den obigen tibereinstimmen, 
wenn nur die Grésse e durch m ersetzt wird. Sie stellen eine Gruppe 
dar, denn aus: 

y= He, Y= ye, 

Ly = Lye, Yo = YO 
folgt durch Elimination der Zwischenwerte %,, y,: 

= ath, y= yeth, 


und dies sind Gleichungen von eben jener Form. 


Vor- 
bemerkung. 


Transfor- 
mation der 
Richtungen 
bei belieb. 


formation. 
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Jede infinitesimale projective Transformation Uf erzeugt also 
eine gewisse Gruppe von oo! endlichen Transformationen. Ls liegt 
nun nahe, zu vermuten, dass diese endlichen Transformationen auch 
projectiv sein werden. Dies zu beweisen, wiirde unsere nachste Auf- 
gabe sein. Wir finden es jedoch angebracht, vorerst einige Vor- 
betrachtungen anzustellen, die auch sonst ihr besonderes Interesse 
haben, um dann im iibernichsten Paragraphen die angeregte Frage 
zu beantworten. 


§ 3. Andere Definitionen der projectiven Transformationen. 


In diesem Paragraphen wollen wir zeigen, dass sich die projec- 
tiven Transformationen auch definieren lassen als die allgemeinsten 
Punkttransformationen, welche die Punkte einer Geraden stets wieder 
in die einer Geraden tiberfiihren. MHierfiir geben wir nachher zwei 
Beweise: Der erste, umstindlichere beruht auf synthetischen Uber- 
legungen und fiihrt daher am besten in die Sache ein. Der zweite, 
kiirzere ist rein analytisch. Es bleibt dem Leser iiberlassen, welchen 
dieser Beweise er vorziehen will. 

Zunichst eine Vorbemerkung: 

Wenn durch einen Punkt O (Fig. 5) vier Strahlen s,, s,, 83, sy 
gehen, die mit irgend einem bestimmten Strahl s, durch O Winkel 
bilden, deren Tangenten 4,, A,, a3, 4, sind, so ist 
es leicht, das Doppelverhialtnis des Vierstrahls an- 
zugeben. Denken wir uns namlich eine Gerade g 
senkrecht zu s, im Abstande 1 von O gezogen, 
so schneidet sie s,, S,, S3, S, in vier Punkten 
P1, Poy Pz, P4, und nach Satz 1 des § 1, 1. Kap., ist 

(s,, 52, 83, S,) eee (Pi; Bey Ps, Da)- 
Der Punkt p; hat offenbar die, vom Schnittpunkt 


der Geraden g mit s, an gerechnete Abscisse 4; auf g, und also ist 
nach Satz 4 des § 1, 1. Kap.: 


oO 


Hig 5: 


4,—-4, 4—4 
$1 $983 5,) = = 23 4 
(81553 84) =i eis 


Das Doppelverhiilinis von vier Strahlen durch einen Punkt ist also gleich 
dem Doppelverhiltnis der Tangenten ihrer Neigungswinkel zu irgend einer 
bestimmten Richtung. 


Nach dieser Vorbemerkung wollen wir nunmehr annehmen, es 
liegen die Gleichungen 


Punkttrans- 
(16) = 9(2,Y), Y= (a, y) 
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wrgend emer — nicht gerade notwendig projectiven — Transformation 
der Punkte (w, y) der Ebene in die Punkte (a, y,) vor. Dabei sollen 
y, v differenzierbare Functionen ihrer Argumente und die Gleichungen (16) 
auch umgekehrt nach x, y auflésbar sein. Der einem bestimmten, aber 
irgendwie gewihlten Punkte (a, y) benachbarte Punkt (w+ da, y + dy) 
wird durch diese Transformation in einen Punkt (v,-+-d2,, y, + dy,) 
tibergefiihrt, der dem Punkte (#,, y,) benachbart ist, in welchen die 
Stelle (w~, y) vermége (16) iibergeht, und zwar kommt: 


da, = p'(a)da + p(y)dy, dy, = v'(x)da + wv’ y)dy. 
Diese Gleichungen lehren also, wie die in niichster Nihe der Stelle (a, y) 
gelegenen Punkte durch (16) transformiert werden. Jedes Incrementen- 


paar dx, dy bestimmt eine Richtung durch den Punkt (az, y) mit der 


Tangente ae die in eine Richtung durch den Punkt (@,, y,) mit der 


Tangente dy tibergeht. 
5 dx, 5 
ee (a) + yy) 
ay, " vy dx 
1c | 


9) +) 5 

ist, so werden die Tangenten der Richtungen bei der Transformation (16) 
transformiert in der Art, wie die Punkte einer Geraden bei projectiver 
Transformation (vgl. § 2 des 1. Kap.), denn g’(x), p’(y), p(x), ’(y). 
sind, da wir einen bestimmten Punkt (wz, y) ins Auge gefasst haben, 
gewisse bestimmte Zahlen. Nach Satz 6, § 2 des 1. Kap., ist also 


auch das Doppelverhiltnis aus vier Tangenten e) gleich dem aus den 


dy; . 
du, 

Nach der vorangeschickten Bemerkung ist folglich auch das Doppel- Peis 
verhiltnis aus vier Richtwngen durch (#7, y) gleich dem aus den vier verhilt- 


nisses von 


transformierten Richtungen durch (4,, y,). vier Rich- 


tungen. 


Satz 8: Be jeder durch differenzierbare Gleichungen gegebenen 
Punkttransformation 


vier entsprechenden Yangenten 


1 p(z, CD a ia v(a, y) 
der Ebene werden je vier durch emen Punkt gehende Richtungen im solche 
Richtungen durch den transformierten Punkt tibergefiihrt, die dasselbe 
Doppelverhiilinis besitzen. 


Wir wollen von jetzt ab von der Punkttransformation (16) ins- Mobius 


Construc- 


besondere voraussetzen, dass sie — wie die projectiven — alle Punkte 40> one" 


projectiven 


einer Geraden stets wieder in die Punkte einer Geraden tiberftihre.  T™2™sfor. 
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Sie verwandele etwa die vier ein wirkliches Viereck bildenden 
Punkte p’, p”, p’”, p!Y in die vier Punkte p,’, p,", 2, P:'%, die dann 
auch ein wirkliches Viereck bilden (Fig. 6). Wir fragen, wohin ein 
beliebiger Punkt p durch (16) transformiert wird. Zu dem Zwecke 
ziehen wir die Geraden g, g’, 9’, 9°, 
welche p, mit p, p’, p’’, p'’ verbinden. 
Nach Voraussetzung gehen sie wieder in 
Geraden tiber, also insbesondere gy”, g”’, g'¥ 
in die drei Geraden g,”, g;, 91°, die p, 
mit p,”, p,", py'v verbinden. Nach unserem 
Satze muss g in eine Gerade g, durch p,’ 
iibergehen, die mit g,", g,”, g,2” dasselbe 
Doppelverhiltnis bestimmt, wie g mit g’, yg”, g’’. Danach lasst sich 
g, eindeutig construieren. Der Punkt p, muss also auf einer ganz 
bestimmten Geraden g, gelegen sein, die von p, ausgeht. Ebenso 
kann man, indem man im Obigen p’ mit p” vertauscht, eine bestimmte 
Gerade durch p,” construieren, auf der p, ebenfalls liegen muss. p, ist 
somit gefunden. Also: 

Satz 9: Hine durch differenzierbare Gleichungen gegebene Punkt- 
transformation, die Geraden in Geraden iiberfiihrt, ast vollstindig da- 
durch bestimmt, dass man angiebt, dass iwgend vier gegebene Punkte 
p’, p', p, pr’, die ein wirkliches Viereck bilden, bei thr in vier andere 
-gegebene Punkte p,, pi", py", pi tibergehen sollen, die natiirlich auch 
em wirkliches Viereck bilden miissen. 

Andererseits haben wir in § 1, Satz 6, erkannt, dass es auch 
gerade eine projective Transformation giebt, die p’, p”’, p’’, p'Y 
in p,, p,", D,”, pA’ tberftihrt. Da sie Geraden in Geraden ver- 
wandelt, muss sie folglich mit jener analytischen Transformation 
identisch sein. 

Theorem 2: Jede durch differenzierbare Gleichungen ge- 
gebene Punkttransformation der Ebene (x, y), die Geraden in 
Geraden tiberfiihrt, ist eine projective Transformation: 

x — ue tbyt ¢, __ &t + boy + & 
: ax + bsy + C,? A aa + bsy + 

Dieser Satz lisst die hervorragende Bedeutung der projectiven 
Transformationen ganz besonders ins Licht treten. 

Die oben in Fig. 6 angedeutete Construction ist tibrigens eine be- 
kannte von Mébius herriihrende Methode zur geometrischen Her- 
stellung einer projectiven Transformation. 

An diese Mébius’sche Construction kntipfen wir noch folgende 
Bemerkung an: In Fig. 6 kénnen g, g”, g’”, g!Y als vier beliebige 


Fig. 6. 
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Geraden durch einen Punkt p’ aufgefasst werden. Die Transformation 
fiihrt sie in die Geraden g,, g,", 9;'”, g,'¥ durch p,’ iiber, die dasselbe 
Doppelverhiltnis haben. Also folgern wir: 

Satz 10: Hine projective Transformation fiihrt vier durch einen 
Punkt gehende Geraden stets in solche vier durch einen Punkt gehende 
Geraden iiber, die dasselbe Doppelverhiltnis wie jene haben. 

Betrachten wir andererseits vier Punkte auf einer Geraden, so 
kénnen wir sie mit irgend einem fiinften Punkte durch vier Strahlen 
verbinden. Sie haben dann nach Satz 1, § 1 des 1. Kap., dasselbe 
Doppelverhiltnis wie diese vier Strahlen, die bei der projectiven Trans- 
formation in vier Strahlen mit demselben Doppelverhiltnis tibergehen. 
Daher folgt noch: 

Satz ll: Hine projective Transformation fiihrt vier auf einer Geraden 
liegende Punkte in solche vier auf einer Geraden liegende Punkte tiber, 
die dasselbe Doppelverhiltnis wie jene haben. 

Wir kénnen unserem obigen Theorem eine rein analytische Fassung 
geben: Die co? Geraden der Ebene sind die Integraleurven der Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 


ad? 1 
ai] i) ion 
da Projective 
‘ : Transfor- 
Kine Transformation BGS 
finiert durch 
(16) age 9 (Z, Y), Ya W (a, y) y=. 


fiihrt daher dann und nur dann jede Gerade wieder in eine Gerade 
iiber, wenn bei ihr jene Differentialgleichung in den neuen Verinder- 
lichen a,, y, wieder die Form hat: 


ih ee 
az,7 


Es ist bei unserer Transformation: 


ay, YOTOOR 


af 
ax, 


me Vie. 
9 (@) +9 W) so 
und hieraus lisst sich vermoge 


ay, da, _ ak, 
daz,” aay de 


auch ou berechnen. Es kommt, wenn die partielle Differentation 


nach x bez. y durch angehingten Index x bez. y bezeichnet wird: 


a’ y, Bes 1 ; 9 AF 7 at daldd 
ae ©, oy) {dew 2beyy + doy? + Wu G2 + vy’) 
— (ex + 2Qpzyf + Qagh m7 Py) (he + byy')| 
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. 
+ 
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Dies soll also gleich Null sein vermége oe = 0 oder y” = O und 
zwar fiir alle Werte, die x, y und cl haben mogen. Diese Forderung 
fiihrt auf die vier Bedingungen : 

Yyy Po — Pyy Vx + 2VayPy — 2Pzyhy = 0, 

Pyy Py — Pyy Py = 0. 
Nach unserem obigen Ergebnis wissen wir, dass die Transfor- 
mation (16) projectiv ist, sobald m und » diese Bedingungen erfiillen. 
Durch wirkliche Integration dieser Differentialgleichungen wird man 
folglich dazu gefiihrt werden, dass gm und w linear gebrochene Func- 
tionen von x und y mit demselben Nenner sein miissen. Indem wir 
diese Integration direct ausfiihren, ergiebt sich somit der oben an- 
gektindigte zweite analytische Nachweis. 

In der That*), aus der ersten und letzten Gleichung (17) folgt: 


elegy, elgg, algy, ey lg, 


02 on Gy oy 


(17) 


Hs ist somit: ; 
(18) z= Yor, Y= Xqy, 
wo X und Y Functionen von « bez. y allein bedeuten. Setzen wir 
diese Werte in die beiden mittleren Gleichungen (17) ein, so kommt: 


(19) (X— V) grep, —2Y' 927 =0, (X— V)qyyh2 + 2X'g,? = 0. 
Wenn wir ferner auf (18) die Integrabilitiitsbedingung: ~2, = py. an- 
wenden, so ergiebt sich: 


(20) (X— VY) pay — Ys + Xp, = 9. 
Wir differenzieren nun die erste Gleichung (19) partiell nach x. Dies 
liefert : 

X'PrxPy + (X — Y)eaaPy + Pre Pry) —4Y' Pr Pez = 0 
oder, wenn wir darin die aus (19) und (20) folgenden Werte der 
zweiten Differentialquotienten von g einsetzen: 


*) Die directe Integration der Gleichungen (17) ist vielleicht zuerst von 
Scheffers geleistet worden. Die linken Seiten von (17), dividiert durch 
Px Py — Py Pas sind Differentialinvarianten der allgemeinen projectiven Gruppe. 
Lie benutzte sie im Jahre 1883 zur Integration aller auf die Form y” = 0 
reducibeln Gleichungen (Archiv for Math., ,,Classification u. Integration u. s. w.“ IIL), 
Lie hat tberhaupt frither als die Herren Liouville und Appell Differential- 
invarianten nicht linearer Gleichungen eingefiihrt und hat tiberdies eine allgemeine 
Theorie derselben begriindet. (Vgl. § 4 des 9. Kap.) 
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Or tae COE 
QPuxex = EPES GA St ee Est . 
(X—Y)* Py 
Hieraus und aus der ersten Gleichung (19) schliessen wir: 


Preaeae —. 3 Px x 


Pex 2. Py 
are : re ot Pacem 
Integrieren wir diese Gleichung, so folet: Es ist —**- eine Function 
Pa 
von y allem, also auch sodass das Integral hiervon, niimlich 


x 


1 A eae < 4 
—,, linear in w ist und demnach g, die Form hat: 
Q,,2 


x 


1 
P= = (awe + py? 
in der a, 6 Functionen yon y allein sind, sodass g die Form 
wept vy) oder gp = 2 i 
hat, in der 9, 6, a, 6 Functionen von y allein sind. g ist demnach 
linear gebrochen in w Ganz analog folgt, dass gm auch in y linear 
gebrochen ist, sodass es diese Form hat: 
dcytaetobyte 
Po day + ae + by + 6 
Hier bedeuten die a,..d, Constanten. Ahnliches ergiebt sich fiir 4, 
und zwar hat w nach (18) denselben Nenner wie g. Daher: 
y= d,xy + a,x + b,y + 6 ; 
d,xy + a,x + by + 6, 
Die erste und letzte Gleichung (17) werden durch diese Annahme 
erfiillt. Wenn wir dagegen diese Werte in die beiden mittleren 
Gleichungen (17) einfiihren, so folgt sofort, dass d, = d, = d, = 0 
sein muss. Mithin haben g und #, wie zu beweisen war, die Form: 
ac+ hy te A, & + boy + Ce 
9 aatey +a? 9 aot hy +o 
Dass vermége einer projectiven Transformation 
d*y 
dx® 
formation fihrt die Differentialgleichung zweiter Ordnung y” =O in 
sich tiber, oder auch: Sie lasst y” = 0 invariant. Schliesslich kénnen 
wir auch sagen: y= 0 gestattet diese Transformation. 
So hat sick ergeben: 
Satz 12: Man kann die projectiven Transformationen als die all- 
gemeinsten Punkttransformationen der Ebene (x, y) definieren, welche die 
Differentialgleichung y” = 0 invariant lassen. 


da” y, 
dae 


= 0 ist, kénnen wir auch so aussprechen: Die Trans- 


= ( eine 


Folge von 


OM 
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gee eeT oC Es liegt nun nahe zu vermuten, und wir wollen es direct nach- 
1 te 


ee auvehweisen, dass auch die infintesimalen aecrenvined Transformationen die 
aligenneien infinitesimalen Punkttransformationen der (xy)- Ebene 


sind, welche die Gleichung y= 0 invariant lassen. 
Bei der infinitesimalen Transformation 
Uf == 6p aig 
ist bis auf unendlich kleine Gréssen héherer Ordnung: 
=E£0t, dy = 0t. 
Ferner ist das Increment von y’: 
dy’= 0 ae . ody - Ss - Oda 


Die Zeichen 6 und d kénnen mit einander vertauscht werden, sodass 
? 
kommt: 
Of ag BL ESIC ISS , 0x ed (es vi oe 


dx ‘date ode: dx 


also im vorliegenden Falle, da die Differentiationen nach «# hierin 
totale sind: 
by’ = [ne + ny’ — y'(be + by") J 0t 
= [ne + (ty — be)y’ — Eyy"*)0t. 
Endlich ist analog: 
doy’ 7 102 


iy = Beet peee. 


da an ? 


d. h. ausgerechnet: 
Oy = [Hee + (2nny SW he 2524)Y  — Evy ® se 
+ (My — 282 — 3&,y")y” dt. 

Unsere infinitesimale Punkttransformation lisst die Gleichung y”= 0 
dann und nur dann invariant, wenn dy”=O ist, sobald y”=0 gesetzt 
wird, wenn also eine Gleichung von der Form 

dy” = oy’ dt 
besteht, d. h. wenn die vier foleenden Bedingungen erfiillt sind: 
Nex =9O, 22y — bee =O, Nyy — 2b ry = 0, Evy SS) 
Die erste und letzte lehren, dass 
f= Xy+X,, 1=Ye+ ¥, 
ist, wobe1 X, X, nur x und Y, Y, nur y enthalten. Die beiden 
mittleren Bedingungen geben integriert: 


Ny — 284 = X, (x), e 2ny = Y,(y), 
58 a ee 


sodass 
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wird. Vergleichen wir dies mit den vorhergehenden Ausdriicken fiir 
E— und y, so folgt: 


3X’y + 3X, = — 2X,—V,, 8¥e+3Y,—— 2Y, —X,. 
In der ersten Gleichung kommt y links linear und rechts nur in Y, 
vor. Also kann man 
Y, = — 3cy — 3d 

und analog 

. X, = — 3ax — 3b 
setzen. a, b, c, d sind hierin Constanten. Nunmehr hat y in der 
ersten der beiden yorstehenden Bedingungen den Coefficienten 3X’, 
rechts 3c. Also ist X’= c und analog Y’ =a, sodass 


X=caty, X=ay+ea 


folet. Jetzt liefern unsere Forderungen noch: 
X, =2ax+2b+d, Y, =2cy+2d+, 
also 


X= ae+(Qb+de+p, Yy=cy+ Qd+dy+o. 
Wir haben demnach zu setzen: 
= (co + p)y + a? + 204 da + 8, 
n= (ay + ax + cy’ + 2d+ by + d. . 
Bezeichnen wir die Constanten anders, so finden wir Uf in der be- 
kannten Form: 
Uf=(atecatdythe?+kaey)p+b+ea+tgythay+ky’)¢. 
Hiermitsist dénn wirklich dargethan, dass die mfinitesemalen projectiven 
Test die allgememsten infinitesrmalen Punkttransformationen 
der Ebene (@,:y) sind, welche die Gleichung y” = 0 wmvariant lassen. 
Dieses Ergebnis giebt uns Gelegenheit zu einigen Bemerkungen, 
die spiiter verwertet werden sollen: 
Sind zunichst 
OF = 'p+tmg, Uf= hp + neg. 
irgend zwei infinitesimale Transformationen, so kann man den Ausdruck 


U,(U2f) —— U,(U,f) 


| : 
bilden.) Es ist ja: : 


U,(Of) = 6 a tn SY, 
0, (ON = 5S! $a a. 


Rechnet man diese Werte aus und cae sie von einander, so 
fallen die zweiten Differentialquotienten von / saimtlich heraus, und es 


kommt: 


Klammoer- 
ausdruck, © 
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0&, 08 0 0&, 
UC UO.) = (8 32 : se ik Oy era age ge a Ba)P Ie 


(2 1) 3 
One ONs Pa 1 
+ (6 2 + Uy oy — & = a No a ga) 4d 


oder auch, da z. B. 

£ oe ne Ue 

1 1 Oy 2 
ist: 
GI)" U(Usf) —U,(U i= (Gis Ue) pe (One U2%1)9- 
Dieser Ausdruck ist also wieder das Symbol einer gewissen infini- 
tesimalen Transformation. Wir nennen ihn den mit U,f und U,f 
gebildeten Klammerausdruck und seine Bildung die Klammeroperation. 
Abkiirzend bezeichnen wir diesen Ausdruck mit (U, U,). Er wird in 
unseren spateren Betrachtungen eine fusserst wichtige Rolle spielen. 

Es ist nun leicht nachzuweisen, dass, wenn U,f und U,/f infini- 

tesimale projective Transformationen sind, auch (U, U,) eine solche 
Transformation darstellt. In der That, es bestehen nach dem Voran- 
gehenden Relationen von der Form: 


Uy") = oy"; 
U2") = oy" 


U,(U2(y)) = (Ure2 + 0102)¥"s 
U,(U,(y")) = (Uoe1 + 0102) 9" 
und infolgedessen : 


U,(U29")) — U(U(¥")) = (Ces — Urey 
diese Gleichung aber zeigt, dass die infinitesimale Transformation: 
U,(U,(f)) — U,(U,(f)) die Gleichung y” = 0 invariant lisst, und dass 
sie somit projectiv ist. 
Dies Ergebnis kénnen wir aber auch direct ableiten. Sind nimlich 
U,f und U,f allgemeine infinitesimale projective Transformationen, ist 
also etwa (vel. § 2): 
Uf =p + 19=G@ +42 + dy + hyo? + kyavy)p + 
+ (b+ ee + Hy +haey+ hy*)a, 
Uf = Sep + Neg = (a2 + &% + day + hex? + kay) p -- 
+ (b, + &¢ + gy +hocy+ koy*)q, 
so sind U,&, U,&,, U,y, und U,n, simtlich cubische Functionen yon 


x und y. Doch ist U,§— U,&, quadratisch und frei von y?, wahrend 
x* darin den Coefficienten 


Cyl, — egh, + ek, — eh, 


und xy an Coefficienten 


also ist 
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Ah, — dghy + ghky — goky 
besitzt. Eben diese Coefficienten haben wy und y® in Uy, — Upn,, 
das quadratisch und von 2° frei ist. Nach (21’) sind also in 


(U, U;) = &p + ng 

— und y quadratische Functionen von a, y, deren erste frei von y’, 
deren zweite frei von x? ist, wiihrend 2? in der ersten denselben Coeffi- 
cienten wie #y in der zweiten und wy in der ersten denselben Coeffi- 
cienten wie y” in der zweiten besitzt. Es hat also (U, U,) wieder 
die Form einer infinitesimalen projectiven Transformation. 

Satz 138: Der Klammerausdruck aus zwei infinitesimalen projectiven 
Transformationen ist wieder eine infinitesimale projective Transformation. 


Wir hatten dies auch so beweisen kénnen: Jede infinitesimale 
projective Transformation setzt sich linear mit constanten Coefficienten 
zusammen aus: 

Uf=p, Uf=q, U;:fSxp, Uf =yp, Uf=x«¢, 
Uf=y% Uf=x'p+ayq, U;f=xyp + yo 

Sind also Uf und Vf solche, so ist etwa: 

Uf=4,U f+ -: + 4, U,f = Xa; Uf, 

Vf=b,0,f+--+6,U0,f = 2d; Uf. 
Dann sieht man ohne Miihe nach (21’) ein, dass 

(UV) = Z2Za;b,( U; Ui) 

ist, dabei die Doppelsumme iiber 7 und & von 1 bis 8 erstreckt. Builden 
wir aber die Klammerausdriicke (U; U;,) der obigen acht speciellen in- 
finitesimalen Transformationen, so ersehen wir, dass sie alle wieder 
projectiv sind, mithin auch (UJ). 

So ist z. B.: 

(U,U;) = cyp + y= Us, 
(U,U;)=yq — ep = Uf — Uf 
U. S. W. 

Da die (U;U;) wieder infinitesimale projective Transformationen 

sind, so setzen sie sich linear mit constanten Coefficienten aus U,/---U;f 


zusammen, etwa in der Form: 
8 


(U,U:) = >) eins Uf 
1 
(i, k=1, 2..8). 
Dies Ergebnis werden wir spiiterhin erst seiner vollen Bedeutung 


nach wiirdigen kénnen. 


/ 
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Noch bemerken wir, dass wir ktinftig sagen, Vf sei aus U,f, U,f-- U-f 
linear abgeleitet, wenn Vf sich so darstellen lasst: 


Vf =a, Uf + Uf +--+ arf, 
WO G1, d,-- a, OConstanten sind. Wir sagen ferner, Vf sei von U,f-- U,f 
unabhdngig, wenn es keine solche Darstellung giebt (vgl. § 2). Dem- 
nach sind U,f-- U,f von einander wnabhdngig 21 nennen, wenn keine 
derselben linear aus den tibrigen ableitbar ist, wenn also keine Relation 


von der Form 

a, U,f + a,U,f +-++4,U,f=0 
mit nicht simtlich verschwindenden constanten Coefficienten a,, a, - - 4, 
existiert. 


§ 4. Die eingliedrigen projectiven Gruppen. 


Zum Schluss des § 2 warfen wir die Frage auf, ob die eingliedrige 
Gruppe, die von emer infinitesimalen projectiven Transformation erzeugt 

wird, auch aus lauter projectiven Transformationen besteht. 
Ge Wir werden diese Frage nunmehr in bejahendem Sinne auf zwei 
stehend aus verschiedenen Wegen beantworten: Der eine, wenn auch weniger 


projectiven 

“Bransfor- elementare, so doch auch keine Rechnungen erfordernde, geht von 
den Ergebnissen des vorigen Paragraphen aus und benutzt einen 
iibrigens ziemlich selbstverstiindlichen Satz aus der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen. Der andere Weg ist derjenige, welcher sich natur- 
gemiass darbietet und keinerlei fremde Satze benutzt. Allerdings ver- 
langt er recht ausftihrliche Rechnungen, die indess auf mehrere wichtige 
Formeln fiihren. 

sates Um den ersten Weg einzuschlagen, benutzen wir den Satz, dass, 
wenn die Differentialgleichung y”—0O die infinitesimale Transfor- 
mation Uf zulasst, sie auch jede durch continuierliche Wiederholung 
von Uf erzeugte endliche Transformation gestattet. Den analytischen 
Beweis dieses hegrifflich selbstverstiindlichen Satzes findet man an 
anderer Stelle*). 

Nun sei Uf eine infinitesimale projective Transformation. Sie lasst, 
wie wir wissen, y” = invariant. Demnach lasst auch jede endliche 
Transformation der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe diese Diffe- 
rentialgleichung invariant. Nach Satz 12 des vorigen Paragraphen ist 
sie folglich projectiv, was zu beweisen war. 

eee Um nun den zweiten, von fremden Hiilfsmitteln freien Beweis zu 
geben, sel 


#) , Difigin. m. inf. Trt) Kap. 16) $3. 
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(22) Uf=(a+eu-+ dy + ha? + kay)p + (b + ex + gy + hay + ky*)¢ 
die vorgelegte infinitesimale projective Transformation. Die endlichen 
Gleichungen 

(23) Oa ee p(x, Y; t), Nee va, y, t) 

der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe gehen hervor durch Inte- 
eration des simultanen Systems 


(24) ee CHa oars ake tert 
a+ cx, + dy, + ha,*? + kayy, b+ ex, + 94% thay, + ky,” 


mit den vorgeschriebenen Anfangswerten w, y von 2, y, fiir t= 0. 
Es kommt also darauf an zu beweisen, dass diese Integralgleichungen 
die Form haben: 


a,x + d,2 c dy & + byt C 
@0) Mo Rethyte! Maske ee 
Hierin sollen die a, 6, c gewisse Functionen des Parameters ¢ bedeuten. 

Man bemerke nun zunichst, dass aus den Gleichungen (25) dureh 
Differentiation nach ¢ folgen wiirde: 


in, 2pdy te) (Sat Sy ) — (ae dy-+e.) ( 
dt (0 + by +4) 


Hieraus kénnten wir noch vermége (25) w und y eliminieren, da nach 


(25) bekanntlich (vgl. § 3 des 1. Kap.) 


— Ae, + Ary, + As pe Tat Te 
C2, + Gy, 4G? Cra, + Coy, + 


ist, sobald die A;, B;, C; die Unterdeterminanten der Determinante 


day Dy de, 
Jane 7) 


a b GY 
A=) dy 6b; be 
a; bs Cs 
hinsichtlich a;, b;, ¢; bedeuten. Weil hiernach auch 


- An, J 
Goa ay cha O,@, + Cy, + ©,’ 


Age 
oS to C,2, + Cry, + C;’ 


| 
Sat sy a ay Ca, + Gy + C, 


ist, wiirde sich somit ergeben: 


day, 
allen 5{(A, at, + Ay, + As) => ' 


Es 44 (Boat) 4 Ga,++)}— 


— 2{ (Aya, + Any, +s) + (Bayt) + Gat) 


oder 
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dd, 
A, 3 +B, +0, + 


db, vs 


{ db, 
(4 1 “a +B, dt arc esr — As e —B, “2 pC, a) + 
(4 


dc, 


da, db, 
2 — = Dp FS cas te, ra 


d db de 

a (A 2 os -+ B, ae + C; =) a: }- 
Kin ahnlicher Wert wiirde aus (25) fir ue ausgedriickt in 2, y,, 4 
hervorgehen. 

Die Gleichungen (25) sind nun dann und nur dann die Integral- 
gleichungen des simultanen Systems (24), wenn letzteres dieselben 

da, dy, 

Werte von -7 und =", 
verlangt, wie der Vergleich lehrt, dass die a;, b;, c; derartige Func- 
tionen von ¢ seien, dass sie identisch die Gleichungen erfiillen: 


4a db, de, 


ausgedriickt in x,, y, und ¢, liefert. Dies aber 


1) A, Spe ae dt Os ap 7 Aa, 
2) A Ge + Bs GE at an 
da, db, 1 dey das db, Dees 
2) Aig Vibra et ge 4s ae = es ge ae 
ries a de, 
es 4) A 2 TE + B, | + C, oir as Ad, 
1 4 os ab de. 
5) sey pa glee ny 
tdt dt 1 dt ; 
: A, a db, de, das db, dc, 
6) Asi +r iB, a tO ai As at Ps ae Oo ee 
4 4%  p ab, de, 
7) A dt B, cae = C; ae = dh, 
da, » ab, de, _. . 
|8)—4, Ge — Ba Gi — Go GB = ah. 


Hierin sind die a, b, c, d, e, g, h, & vechts die in Uf vorkommenden 
Zahlen, wihkrend die A,, B;, C; gewisse quadratische Functionen der 
a;, b;, ¢; sind, welch’ letztere tibrigens auch rechts in 7 auftreten. 


Diese Gleichungen (26) reichen zuniichst gerade aus zur Be- 
da, db, 


stimmung der =7, G,, qq durch die a;, b;, ¢ selbst, allerdings 
bis auf eine willktirliche ead Setzen wir nimlich 
7 de. 
26 Aes a hee 
(26') A, ges . z Gs ra Al, 
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so folgen aus der siebenten und achten sowie aus dieser Gleichung 
die Werte der Differentialquotienten von a,, b,, ¢c,, da die Determinante 


2 Ay BO, =a == 0 
ist. Die gefundenen Werte werden darauf in die dritte und gsechste 
Gleichung eingetragen. Alsdann berechnen sich aus der ersten, dritten 
und vierten Gleichung die Differentialquotienten von a,, b,, ¢,, aus 
der zweiten, fiinften und sechsten die von a,, b,, c,. So kommt: 
(day 


Ge = (¢ — Yay + da, + aay, 
TE = (= Dy + dbp + aby, 
H4 — (¢ — Ne, + de + ac; 
1s cq, + (9 — Day + bay, 
(27) ae i + — DB, + 00, 
oo ee, +9 — De + be; 
“ = — (ha, + ka, + las), 
3 = — (hb, + kb, + Ibs), 
|< = — (he, + ke, + les). 


Es ist dies ein System von limearen homogenen Differentialgleichungen 
zur Bestimmung von a,, 0,, G3 Gs, 05, C3 ds, b3, c, als Functionen 
von ¢# Nun giebt es bekanntlich stets Functionen a;, b;, ¢; von ¢, 
welche diesen Gleichungen geniigen. Hs lassen sich also in der That 
stets die Coefficienten in (25) so als Functionen von ¢ wiahlen, dass 
diese Gleichungen (25) die Integralgleichungen des simultanen Systems 
(24) werden. Da sich diese Integralgleichungen fiir t = 0 auf x, = , 
y, = y reducieren sollen, so werden wir das System (27) mit dem 
Anfangswerte 1 fiir a,, 0,, ¢, und dem Anfangswerte 0 fiir die tibrigen 
Functionen integriert denken. Dies ist immer gestattet, denn die 
Gleichungen (27) bestimmen die a;, b;, ¢; als Potenzreihen nach ¢, geben 
aber nicht die Anfangswerte a;°, b,°, ¢°. So kommt z. B.: 


a, = 4° + [(¢ — Ia,° + da,” + aa,*]t + ---. 
Fiir ¢ = 0 ist dies gleich a,°. Wir nehmen demnach die Constante a,° 


gleich 1 an, um die obige Forderung zu erfiillen. Ahnlich verhialt es 
sich mit den Reihenentwickelungen fiir die iibrigen Gréssen @;, 0;, ¢;. 
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Dass im System (27) die willktirliche Grosse / atftritt, darf nicht 
iiberraschen, denn wir wissen ja, dass von den neun Coefficienten der 
Transformation (25) einer tiberziihlig ist (vgl. § 1), sodass also un- 
moglich alle neun eindeutig als Functionen von ¢ bestimmt werden 
kénnen. In der That bestimmen die Gleichungen (27) eindeutig gerade 
die Verhiltnisse der a;, 0;, ¢; Denn diese Gleichungen bestimmen 
zuniichst die a;, b;, ¢; als Functionen von at, bt..1t. Nach (27) ist 
aber jedes 

aa; ab, bc; 

ye ee) Dips alt ea 
d. h. jedes Verhiltnis zweier der Gréssen a;, b;, ¢ ist frei von J, 
indem z. B.: 


ea; 0b; 
2 5 = 74? Brg 
oder also: 
ae 
b. 
jek 
ae 0) 
wird. = enthalt demnach 7 nicht. 


J 


Ferner erkennen wir, dass die Gleichungen (27) die a;, 0;, ¢& als 
von einander unabhingige Functionen von at, bt../¢ definieren, denn 
ihre Functionaldeterminante ist: 


ao Od, 0b, OC, Oa, Ob, OC, 6 ay 0b, OC, 
Oct Odt Oat det Ogt Obt Oht dkt Olt — 


Gr inbee £6, VO 0 a OF 10%75 S05Ke 0 
A CM ME AS RD ee II G Slo. 8) 
Ga De 0g OF) OS Oe aa 0 ee a 
OPm EOL OR a. be Chama Ones ORO 
eee Oi) Oo olde. ba nO. Oe Oa 
Ome OTe) Ord nbs 4 bs (OO, 0 
OF 600) Oven 0> (0 e:ajes-b. xe, 
OREO OPO Oh “Or Sha, ERR eee: 
—a, —b, —<¢, —b, —a, —b, —e¢, 


Da sie nicht identisch verschwindet, besteht also auch keine Relation 
zwischen a,--¢;. Die Verhaltnisse der a;, b;, ¢; sind, wie gesagt, frei. 
von J und also von einander unabhingige Functionen von at, bt, ct, 
et, gt, ht und kt, denn sonst bestiinde ja eine Relation zwischen den 
iy b;, (AR 
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Durch den Nachweis der Méglichkeit der Bestimmung unserer neun 
Functionen a,, ;, ¢ als Functionen von ¢ in der Art, wie es in (26) 
verlangt wurde, ist nun dargethan, dass in der That die endlichen 
Gleichungen, die durch Integration des Systems (24) hervorgehen, die 
Form (25) einer projectiven Transformation haben, mit anderen Worten: 

Theorem 3: Die von einer infinitesimalen projectiven Trans- 
formation der Ebene erzeugte eingliedrige Gruppe besteht aus 
lauter projectiven Transformationen. 


Es erhebt sich nun noch eine Frage: Da es gerade 007 infini- 
tesimale projective Transformationen giebt, so existieren also auch 
gerade oo’ eingliedrige projective Gruppen von je oo! endlichen pro- 
jectiven Transformationen, sodass wir so im ganzen alle oo projec- 
tiven Transformationen erhalten wiirden, wenn nur noch feststiinde, 
dass eime beliebige dieser von infinitesimalen projectiven Transfor- 
mationen erzeugten endlichen Transformationen im allgemeinen nur 
einer oder einer discreten Anzahl solcher eingliedriger Gruppen an- 
gehéren kann. Wir entscheiden diese Frage sofort, indem wir um- 
gekehrt erkennen, dass jede endliche projective Transformation (25) 
von einer infinitesimalen Transformation erzeugt wird. Denn die 
Gleichungen (27) bestimmen, wie wir sahen, die a;, b;, ¢ als von 
einander unabhiingige Functionen von at, ---l¢ etwa in der Form: 


a; = oig;(at,--- kt), 
b; = o:ti(at,--- ht), @=1,2,8). 
C: = 0:4; (at, --- kt). 
Hierin bezeichnet 0; den /¢t enthaltenden Factor. Denken wir uns nun 
die endliche projective Transformation (25) gegeben, verstehen wir 
also unter den a;, b;, ¢; Gréssen, deren Verhiltnisse uns als Zahlen 
gegeben sind, so werden die vorstehenden Gleichungen die at--- kt 
als Functionen der Verhiltnisse der a;, b;, ¢; ergeben, denn diese Ver- 
hiltnisse sind, wie wir sahen, von einander unabhiangige Functionen 
von at---kt, so lange die obige Determinante oder also 4 nicht 
Null ist. Wire 7-0, so wiirden bekanntlich die gegebenen Glei- 
chungen (25) gar keine Transformation darstellen. 
Wir sagen daher: 
Satz 14: Jede endliche projective Transformation gehort mindestens 3°42 P*°s- 


Transf. von 

einer eingliedrigen projectiven Gruppe an. For ice 
Fassen wir alles zusammen, so kénnen wir uns so ausdriicken: 
Theorem 4: Die oo’ infinitesimalen projectiven Transfor- 


mationen der Ebene erzeugen die achtgliedrige Gruppe aller 
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-endlichen projectiven Transformationen der Ebene. Diese 


Bemerk- 
ungen fiir 
die pract. 
Ausrechn. 


Beispiel. 


Gruppe gerfallt dementsprechend in oo" eingliedrige Unter- 
gruppen, und jede endliche projective Transformation gehort 
einer oder einer discreten Anzahl derselben an. 

Bei der practischen Anwendung der Gleichungen (27) zur Inte- 
gration des simultanen Systems (24) beachte man, dass dieselben in 
drei einzelne Systeme von je drei Gleichungen zerfallen und zwar so, 
dass diese drei Systeme bis auf die verschiedene Bezeichnung der 
Unbekannten simtlich die Form haben: 

du, 


oF = (c — l)u, + du, + aus, 
dy 

(28) “4 = eu, + (9 — l)ty + bus, 
oe = — hu, — ku, — lu. 


Man wird also, wenn die infinitesimale Transformation Uf gegeben 
ist, zunichst (28) integrieren und dadurch u,, v2, u; als Functionen 
von ¢ und drei Constanten bestimmen. Wiahlt man dann diese Con- 
stanten so, dass sich w,, W,, vu, fiir ¢ =O auf 1, 0, O reducieren, so 
sind die gefundenen Functionen gleich a,, a,, a3. Hntsprechend er- 
geben sich die Functionen 0,, b,, 6; bez. ¢, G, ¢, bei den Anfangs- 
werten 0, 1, O bez. 0, 0, 1. Dabei darf man der willkiirlichen Grésse / 
irgend einen bestimmten Functionen- oder Zahlenwert geben, fiir den 
die Determimante der rechten Seite von (28) weder fiir allgemeines ¢ 
noch fiir ¢ =O verschwindet oder unendlich gross wird. 
Beispiel: Wir fragen nach den von 


(22") Uf= (+ vy) + (ey + ¥')4 

erzeugten endlichen T'ransformationen. Vergleichen wir dies Uf mit 

(22), so sehen wir, dass jetzt h =k = 1 ist, wihrend alle anderen 

Coefficienten a - -- g gleich Null sind. Das System (28) lautet hier also:. 
aU, dU du 


(28°) ae=—ly, Fp = ts = = eS 
Wir setzen 1 = — 1 und erhalten durch Integration 
U, = ae, Uy = pe, 
also 
du; 
Em FB +, 
a. ih: 


Us = e!(y — (w + 8)t). 
t= 0 liefert die Anfangswerte a, B, y von u,, us, us. Setzen wir sie 
gleich 1, 0, 0, bez. 0, 1, 0 bez. 0, 0, 1, so finden wir: 


Invarianz eines Punktes und einer durch ihn gehenden Geraden. 47 


a =e, a,=—0, a= — te, 
b=0, b =e’, b = — te, 
¢=0, g=0, g =e, 


sodass (25) ergiebt: 


25! pe eee a) Ee. = ee) F 
29) tote fy)? “ite +y) 


Kapitel 3. 
Die eingliedrigen projectiven Gruppen und ihre Bahneurven. 


Nachdem wir zunichst werden gezeigt haben, dass jede projective 
Transformation der Ebene, mithin auch jede infinitesimale projective 
Transformation und ebenfalls ihre eingliedrige Gruppe wenigstens einen 
Punkt und eine durch denselben gehende Gerade invariant lisst, be- 
nutzen wir eine moglichst bequeme Verlegung des Coordinatensystems 
zu den invarianten Gebilden und erreichen dadurch die Zuriickfiihrung 
aller infinitesimaler projectiver Transformationen auf fiinf typische 
Formen. Alsdann sollen die Bahneurven der eingliedrigen projectiven 
Gruppen untersucht werden. 


§ 1. Invarianz eines Punktes und einer durch ihn gehenden Geraden. 


Vorgelegt sei eine projective Transformation : 
(1) fae y ee + bY +e. 
a,x + bsy + ¢,7 “1 a,x + boy + Cs 
Wir fragen uns, ob es einen Punkt (a, y) giebt, der bei ihr invariant 
bleibt, dessen Coordinaten also die Gleichungen erfiillen: 


ac2+ byte, — e + boy + % , 


ag & + bg y + e5’ Ast + by + Cg 
Diese Gleichungen lassen sich, wenn der Nenner mit @ bezeichnet 
wird, durch die drei Gleichungen ersetzen: 


or = 40+ by +%, 
oy = 4,02 + boy +, 
@ = 4,4 + bsy + 6 


CeO) il OY C—O, 
(2) a,x + (be — o)¥ +%—=9, 

a,% + bsy + (¢; — 0) =9, 
deren Determinante lautet: 


oder 
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a7 0 by Cy 
(3) A(9)= aby b, — @ C2 
as bs Cee 
Zum Bestehen der Gleichungen (2), die ja als drei in a, y, 1 
lineare Gleichungen aufgefasst werden kénnen, ist notwendig, dass 
A(o) =O sei. Demnach ist @ als Wurzel der cubischen Gleichung 
A(o) =0 auszuwihlen. Sicher besitzt diese Gleichung mindestens 
‘eine endliche Wurzel @, da o* in ihr einen nicht verschwindenden 
Coefficienten hat. Indem wir alsdann diese Wurzel 0 in (2) eintragen, 
reducieren sich letztere Gleichungen bekanntlich auf héchstens zwei, 
da eine derselben eine blosse Folge der beiden anderen wird, etwa 
auf diese beiden Gleichungen : : 
Ag+ uy +v=0, 
Vatwytv’=O0. 
Invarianter Tt die Determinante Aw’— d’u nicht Null, so stellen sie zwei sich 
Endlichen. schneidende Geraden dar. Ihr Schnittpunkt ist ein invarianter Punkt. 
Ist dagegen diese zweireihige Determinante gleich Null, so haben 
nunmehr die linken Seiten von (2) die Formen: 
(a, — o)@ + by + ¢, = ade + py) +4, 
a,% + (b, —e)y + & = Br + wy) + &, 
3% + bso (¢ —o)=yv(Au+ wy) +4 — 2, 


sodass 
a4=o+ ad, b= au, 
a, = BA, bo =o + Bu, 
a, = yA, b, = yu 


wird und die vorgelegte projective Transformation (1) also lautet: 
(1) fy ee WE a 20 gy ae Phe alee Bey a e 
yl + yuy + 6, yaa + yuy + Cg 
Wenn nun zunichst 4 und w nicht beide Null sind, so stellt 
Ax + wy = Const. 
eine Schar von parallelen Geraden dar. Wir behaupten, dass die 
Transformation (1’) jede Gerade dieser Schar wieder in eine solche 
. iiberfiihrt. In der That wird ja: 


_ (@@+ted-+ Bude + wy) +he, + ue 
CE ya wy) +e , 


d. h. wenn 


Ax + wy = Const. 
ist, so ist auch 
Aa, + wy, = Const., 
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was zu beweisen war. In diesem Falle also geht jede Gerade dieses 

Parallelenbiischels wieder in eine Gerade desselben tiber. Nun kann 

man ein Parallelenbiischel auffassen als das Biischel aller Strahlen, die 

durch einen iiber jede Grenze fernen Punkt hindurchgehen. Wenn die 

Geraden durch diesen Punkt unter einander vertauscht werden, so muss 

natiirlich der Punkt selber invariant sein. Im vorliegenden Falle lisst 

daher die projective Transformation ein Parallelenbiischel, d. h. einen Ynordich 

unendlich fernen Punkt invariant. Beta 
Sei jetzt sowohl 4 als w gleich Null, so lautet die projective 

Transformation (1’) so: 


xz c HH Cs 
et + spas Q& + bs 


x 
1 ? 1 ; 
Cs C3 


d. h. sie hat die Form: 


L—=me++n, y, =pyt+¢. 
Hier ist die Parallelenschar x — Const. invariant, ebenso die Parallelen- 
schar y = Const. Wir erhalten demnach im vorliegenden Falle sofort 
sogar zwei unendlich ferne invariante Punkte. 
Wir haben also gefunden: 
Satz 1: Jede projective Transformation der Ebene ldsst mindestens 
emen Punkt in Ruhe. 


? 


Wir wollen nun beweisen, dass auch durch einen invarianten ™yatiante 


Punkt stets eine invariante Gerade hindurchgeht. Dabei werden wir ‘rch den 


von der leicht zu verificierenden Thatsache Gebrauch machen, dass 
eine Gleichung von der Form 
__ mu+n 
w pu tq’ 
sobald sie nicht durch ein endliches ~ befriedigt werden kann, dadurch, 


dass man ~ = v als Unbekannte einfiihrt, auf eine Form gebracht wird: 
Beg Coes 
m+ nv? 

in der sie durch v = 0 erfiillt wird. 

Betrachten wir zunachst eine projective Transformation, die einen 
im Endlichen gelegenen Punkt (x, y)) invariant lisst und den all- 
gemein angenommenen Punkt (w, y) in den Punkt (#,, y,) tiberftihrt. 
Bekanntlich sind dann z,, y, linear gebrochene Functionen von 2, y 
mit gleichen Nennern. Dasselbe gilt auch von den um die Constante x, 
resp. Y) verminderten Veranderlichen 2,, y,. Da sich diese Differenzen 
fiir ©, = %) Y; = Yo auf Null reducieren, so muss dasselbe fiir diese 
gebrochenen linearen Functionen gelten, sobald darin « = %, y = Yo 
gesetzt wird. Demnach bestehen Gleichungen von der Form: 


Lie, Continuierliche Gruppen. 4 
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AS} Rea < &, (@—a%)-+ B, (Y¥—Yo) ae &,(%£— 2) + Bs (Y¥ — Yo) 2 
ga 0 oxy (@—2p) + Ba (Y¥—Yo) + 19’ Ms Yo Os (% — Xo) + Bs (Y—Yo) + Ys 


Hiernach ist: 


¥ — Yo 
Ce 
Uh Uy. : Pa gay 
See = 96) =A 
. a, + io 
0 


Setzen wir hierin « und y statt x, und y,, so haben wir eine Gleichung 
von der oben bemerkten Form vor uns. Daraus schliessen wir: Hs 


giebt entweder einen endlichen Wert o—* =k, der bei der Trans- 
i) 


L— Ly 


formation ungeandert bleibt, oder aber es bleibt = 0 ungeindert. 


Im ersteren Falle geht die Gerade 

Usa a i 

Lk, Zi 
im letzteren die Gerade 

L=— a2 =O 
in sich tiber, d. h. es existiert jedenfalls eine durch den invarianten 
Punkt (a, yo) gehende invariante Gerade. 

Nunmehr wenden wir uns zu einer projectiven Transformation, die 

einen unendlich fernen Punkt invariant lasst, d. h. also die Strahlen 
eines Parallelenbiischels 


Ax + wy = Const. 


unter einander vertauscht. Hs ist Aw, + wy, eine linear gebrochene 
Function von 2, y und zwar eine solche, die sich fiir Ax + wy = Const. 
ebenfalls auf eine Constante reducieren muss. Es ist mithin Ax, + wy, 
eine linear gebrochene Function von Az + wy: 


_ me + uy) tn 
AE ee pie + uy) +q 


Im allgemeinen existiert nun fiir die Gleichung 
4 __ mae + wy) +n 
7+ UY = Dae + wy) +4 
ein endlicher Wert & von Ax + wy, der sie befriedigt. Alsdann ist 


Ax+ wy =k 
eine Gerade, die durch die Transformation in sich tibergeftihrt wird. 
Hin solecher Wert existiert nur dann nicht, wenn p = O und 
q =m, also 


Ady + bY, = Aw + Wy + 7 
ist. a, und y, konnen dann offenbar nicht linear gebrochene Func- 
tionen von « und y mit variabeln Nennern sein, sie haben vielmehr 
die einfache Form: 
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= a0 + OY +, Y= a" + byy + oy. 

Hiernach ist, wenn trgend eine lineare Function 1x + my von a, y gleich 
Const. gesetzt wird, auch eine gewisse lineare Function lx, + m’y, von 
x, und y, gleich Const., d. h. bei der vorliegenden Transformation wird 
jede Parallelenschar 

la + my = Const. 
wieder in eine Parallelenschar 

Ua, ++ m’y, = Const. 
tibergefiihrt. Da eine Parallelenschar aufgefasst werden kann als die 
Schar aller Geraden durch einen unendlich fernen Punkt, so kénnen 
wir auch sagen: Hs wird jeder unendlich ferne Punkt wieder in einen 
unendlich fernen Punkt iibergefiihrt, d. h. der Ort aller unendlich ferner 
Punkte, die sogenannte wnendlich ferne Gerade bleibt invariant. Es ist 
dies aber eine Gerade durch den unendlich fernen invarianten Punkt, 
den das urspriingliche Parallelenbiischel 4a + wy = Const. bestimmt. 

Satz 2: Bleibt bei einer projectiven Transformation der Ebene ein 
Punkt invariant, so giebt es auch eine durch diesen Punkt gehende in- 
variante Gerade. 

Angenommen, eine projective Transformation lasse eine Gerade g 
invariant. Nach Satz 2 liasst sie einen Punkt P und eine durch ihn 
gehende Gerade g’ in Ruhe. g’ schneidet g sicher in einem Punkte P’, 
der dann auch invariant ist, oder sie geht g parallel. Letzterenfalls 
kénnen wir sagen, dass der unendlich ferne Pnnkt von g in Ruhe 
bleibt, denn wenn 


azx+byte=0, axt+tby+c=0 


die Gleichungen von g und g sind, so ist bei der Transformation 
1 
ax, + by, +¢= (aa + by + ¢)- x, 
, , 1 
ax, + by, + o= (au + by +¢)- x, 


unter N einen linearen Ausdruck in w, y verstanden. Subtraction 
lehrt, dass N eine Function von az + by ist und also auch az, -+ by, 
eine Function von ax + by allein sein muss. Die Parallelenschar 
ax, + by, =Const., welche den unendlich fernen Punkt von g definiert, 
wird daher in sich transformiert. Auf g existiert demnach sicher ein 
invarianter Punkt. Also: 

Satz 3: Bleibt bec einer projectiven Transformation der Ebene eme 
Gerade invariant, so giebt es auch eimen auf dieser Geraden legenden 
invarianten Punkt. 


Insbesondere ergiebt sich aus Satz 1 und 2: 
4* 


Invariantes 
Punkt- und 
Geraden- 


gebilde. 
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Satz 4: Jede projective Transformation der Ebene lisst mindestens 
einen Punkt und eine durch thn gehende Gerade invariant. 


Es liegt nun nahe, zu vermuten, und der Leser kann es leicht 
direct beweisen, dass Satz 4 auch fiir infinitesimale projective Trans- 
formationen besteht. Hs ist andrerseits so zu sagen begrifflich klar, 
dass, wenn eine infinitesimale Transformation Uf irgend ein Gebilde 
in sich transformiert, dasselbe auch von jeder endlichen Transformation 
der durch Wiederholung von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe gilt*). 

Demnach ergiebt sich: 

Theorem 5: Jede eingliedrige projective Gruppe der Ebene 
lasst mindestens einen Punkt und eine durch thn gehende Gerade 
invariant; durch jeden invarianten Punkt geht eine invariante 
Gerade und auf jeder invarianten Geraden liegt ein invarianter 
Punkt. 

Bei der soeben gegebenen Begriindung mag allerdings die Invarianz un- 
endlich ferner Punkte Bedenken erregen. Aber wir verfahren fiir diesen Fall 


einfach so: Lisst die infinitesimale projective Transformation Uf = &p + nq 
den unendlich fernen Punkt des Parallelenbiischels 


Ac + wy = Const. 
in Ruhe, so ist 46 + wy eine Function von Ax + uy allein: 
LE + wy = Qe + wy). 


Die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe Uf ergeben sich nun 
bekanntlich durch Integration des simultanen Systems 


dx, dy, 


= == dt, 
E(@,, Y;) (1 > Yr) 


Es kommt hiernach: 
A (Aa, +> HY) a (28 (a4, Y%) he wn (a, , y,))at 


d(aa, + wy,) = 2x, + wy) at, 


d. h. Ax, + wy, wird eine Function von ¢ und dem Anfangswerte 2 + wy 
und ist daher in der That auch gleich Constans, sobald Aw + wy = Const. 
gesetzt wird. 


oder : 


§ 2. Gleichberechtigte eingliedrige projective Gruppen. 


Um mit Hiilfe des Theorems 5 zu einer Classification der in- 
finitesimalen projectiven Transformationen oder ihrer eingliedrigen 
Gruppen zu gelangen, miissen wir zuniichst eine neue Betrachtung 
einfiihren : 


*) Ein strenger Nachweis findet sich in den ,,Diffgln. m. inf. Trf.‘, Kap. 4. 
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Denken wir uns, S,, S,--- seien die projectiven Transformationen 
einer eingliedrigen Gruppe, es sei also jede Aufeinanderfolge S,, S; 
wieder eine Transformation S(q,, dieser Gruppe. Es seien: 


(4) Ss aa p(x, Y,%), Y= W(x, Y, a) 

die Gleichungen von S,. Nun mige 7 irgend eine projective Trans- 
formation sein, bei der wir die urspriinglichen Veriinderlichen mit 
x, y, die neuen mit w’, y’ bezeichnen wollen: 


(5) a=A(x,y), y= u(x, y). 
: . he . % ay . ; 7» Ausfithrung 
Wir sagen nun, wir fiilren die Transformation T auf Sq aus, wenn wir Avstihrng 


in den Gleichungen (4) von S, auf beiden Seiten vermége 7’ neue Ver- *ormation 


anderliche einfiihren, wenn wir also gleichzeitig die Gleichungen (5) und: °°. 


(6) y= AH, 1), Ye = (BH, %) 
ansetzen und mit Hiilfe derselben xz, y und «,, y, aus (4) eliminieren. 


Dadurch entsteht eine gewisse neue Transformation S von 2’, y’ in 
Ge. - Sind: 
(7) c= ia’, y’), y= ule',y’) 
die Auflésungen von (4) nach 2’, y’, so erhilt man die Gleichungen 
der neuen Transformation, indem man nacheinander ansetzt: 

a= h(a’, y’), y=ul(r,y); 
(8) f= (49,4), Y, = ¥(4,y, a); 

ty = A(%,4;), Ys = W(%, H)- 
Hierin stellen die beiden ersten Gleichungen die zu 7’ inverse Trans- 
formation 7-1 dar, die beiden folgenden S, und die beiden letzten 7, 


? 
jedesmal ausgefiihrt auf das vorher erhaltene Veranderlichenpaar. Die 


neue Transformation S ist daher der Aufein- 
anderfolge T—1S,7' aquivalent: 


S—= T-1s,T. 
(Vgl. Fig. 7.) 
Nun ist 7 wie S eine projective Trans- 
formation, desgleichen die inverse 7’, also ry Tame ys 
auch 7-187. Also haben wir: Fig’ 7. 


Satz 5: Fiihrt man die Transformation T 
auf die Transformation S aus, so ergiebt sich die Transformation T—'S T; 
und 

Satz 6: Hine projective Transformation S geht durch Kinfiihrung 
neuer Variabeln vermége einer projectiven Transformation T tiber im die 
projective Transformation T—*8 T. 


Ausfiithrung 
einer Trans- 
formation 
auf eine 
eingliedrigo 
Gruppe. 


Gleich- 


berechtigte 
eing].Unter- 


gruppen. 
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So gehen S,, S,--- durch Ausftihrung von T iiber in 
} TriSy Ty Sy eee 
und diese bilden wie die S,, S,-- eine eingliedrige Gruppe, denn es 
ist die Aufeinanderfolge 
(f-18,7)(I-18,T) = T7168, TT-*8,T 
oder, da 7’7— die identische Transformation ist, gleich 
FUN Op l = eee 


also wieder von der Form Z—-!ST. Ist S, die identische Transfor- 
mation der eingliedrigen Gruppe S,, Sp--+-, so ist 

TU s Vie irT =a 8s 
Wenn nun S die infinitesimale Transformation der eingliedrigen 
Gruppe S,, S,-- ist, so ist Z-+S7 auch nur unendlich wenig von 
S, verschieden, d. h. die infinitesimale Transformation der neuen ein- 
gliedrigen Gruppe. 

Satz 7: Durch Ausfiihrung emer projectiven Transformation auf 
eime eingledrige projective Gruppe geht diese wieder im ee eingledrige 
projective Gruppe und ihre infinitesimale Transformation gerade in die 
infinitesemale Transformation derselben tiber. 

Alle eingliedrigen projectiven Gruppen, die aus einer solchen 
durch Ausfiihrung projectiver Transformationen abgeleitet werden 
k6énnen, nennen wir mit der urspriinglichen (imnerhalb der allgemeinen 
projectiven Gruppe) gleichberechtigt. Dementsprechend heissen zwei infini- 
tesimale projective Transformationen gleichberechtigt (innerhalb der 
allgemeinen projectiven Gruppe), wenn die eine durch projective Trans-_ 
formation in die andere tibergefiihrt werden kann. 

Unmittelbar klar ist der 

Satz 8: Sind zwei eingliedrige projective Gruppen oder infinitesi- 
male projective Transformationen mit einer dritten gleichberechtigt, so sind 
sie auch mit einander gleichberechtigt. 

Hiernach zerfallen alle oo‘ eingliedrigen projectiven Gruppen in 
gewisse Scharen, deren jede lauter unter einander gleichberechtigte 
enthalt; kennt man eine Gruppe aus einer der Scharen, so erhalt man 
alle Gruppen derselben Schar, indem man auf jene eine alle oo® pro- 
jectiven Transformationen der Ebene ausftihrt. Wir werden daher im 
nachsten Paragraphen aus jeder dieser Scharen nur eine besonders ein- 
fache eingliedrige Gruppe zu bestimmen suchen. Haben wir dies 
gethan, so haben wir damit typische Formen fiir die eingliedrigen 
projectiven Gruppen gefunden. Die Bedeutung dieser typischen Formen 
tritt noch mehr durch folgende Bemerkung hervor: 
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Die Ausfiihrung einer projectiven Transformation 7 auf eine 
andere solche, S, kann so aufgefasst werden, als ob der Transfor- 
mation S em neues recht- oder schiefwinkliges Coordinatensystem 
untergelegt wird, namlich dasjenige, in welches das urspriingliche durch 
Ausftihrung von 7’ iibergeht, wie die Gleichungen (8) deutlich zeigen. 

Diese Auffassung zeigt, dass der geometrische Charakter von S und 
T-*ST, so lange rein projective Beziehungen in Frage kommen, 
genau der gleiche ist, dass also, wenn S ein gewisses Gebilde FP’ aus ™yatiante 


tebilde 


Punkten und Geraden invariant lisst, auch 7~'ST7' ein hierzu pro-, gleich 
erechtigter 


jectives Gebilde F in Ruhe lisst, nimlich dasjenige, welches aus F’ Gruppen: 
durch Ausfiihrung von 7 hervorgeht. In der That, wenn 

(F)S = (F) 
und 7 

(F)T =(F) 
ist, so folgt: 

is lel (RYT sib), 
Satz 9: Ldsst eine eingliedrige projective Gruppe em gewisses Ge- 

bilde F invariant, so ldsst die durch Ausftihrung der projectwwen Trans- 
formation T hervorgehende Gruppe dasjenige Gebilde invariant, das durch 


Ausfiihrung von T auf EF entsteht. 
Hierdurch rechtfertigt sich auch der Name _,,gleichberechtigte 


Gruppe“. 
Beispiel. Auf die infinitesimale projective Transformation Beispicl 
Uf=p 
fiihren wir die endliche projective Transformation 
as 


aus. Uf hat die Gleichungen: 


t%=—a2+0t, yy. 
Setzen wir also 


, 1 , 
, if , Y. 
co ae Ui are 
so kommt: ° 
, 1 1 CEN ny Dat pee es 2 St 
m= se_- i-F)—20 vot) = 2 — vt, 
r 7 we ee ae eke at af en Oy 
w= stan tl yay a dt) = y — xy ot, 


sodass 
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de = — x2 dt, dy = — xy dt 
ist, also das neue Uf die Form hat 
— ap — ay, 
geschrieben in den Veranderlichen «’, y/. Kiirzer findet man diese 


mit p gleichberechtigte infinitesimale Transformation durch directe 
Hinfiihrung der neuen Variabeln wv’, y’ in Uf. Es kommt: 


| i ie 
Uf = Usp + Uy = — 2, Ue-p + (—4 et 5 Wye 


1 r Y r /2 4 eT, 
== 4h a= — 0p — ay. 
ekeanans Wie in diesem Beispiel, so kann man auch allgemein, wenn es 


formation sich darum handelt, die aus Uf durch Hinfiihrung neuer Variabeln 


auf eine inf. 
Seeeeeryerino ge cL: 


mation, 
(5) uo A(a, Y); Y= u(Z, y) 
entstehende infinitesimale Transformation zu finden, die neuen Vari- 
abeln in 


U 0 7] 
i a sine a 
einfiihren, also setzen: 


opm (db EA al ee) 


oder oftenbar: 


Uf = Ux - 20 4 oy f 


Hierin miissen natiirlich Ux’ und Uy’ vermége (5) durch 2’, y’ an- 
statt x, y ausgedriickt werden*). 


§ 3. Classification der eingliedrigen projectiven Gruppen der Ebene. 


Wir treten jetzt der schon angekiindigten Aufgabe naher, aus 
jeder Schar von unter einander gleichberechtigten eingliedrigen pro- 
jectiven Gruppen eine mdglichst einfache zu bestimmen. Dazu ver- 
werten wir zunachst das Theorem 5 des § 1 sowie den Satz 9 des § 2. 
Indem wir eine passende projective Transformation auf die infinitesi- 

See male Transformation Uf unserer eingliedrigen Gruppe austiben, kénnen 

welche die wir hiernach immer erreichen, dass Uf gerade die unendlichferne 

Gerade inv-Gerade in Ruhe lasst. igdann nimmt Uf eine solche Form an, in 
der sie jede Parallelenschar 


la + my = Const. 


*) Wegen ausftihrlicherer Begriindung verweisen wir auf die ,,Diffgln. m. 
wen, UNE eyo BES By. 
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wieder in einer Parallelenschar verwandelt. Eine Parallelenschar kann 
nun auch durch die Differentialgleichung 


y = Const. 
definiert werden, die ja oo! Parallelen darstellt. Bei 


Uf= (a+ cx + dy + ha? + kay)p + (b + ea + gy + hay + hy?)q 
miisste mithin das Increment, das y’ erfiihrt, gleich Const. sein, sobald 
y = Const. wire, d. h. es rattaete von y ‘ifn abhingen. Dies Incre- 


ment liisst sich nach §3 des 2. Kap. leicht berechnen. Es kommt: 


re) 
oY = et hy + y (9 + he + 2hy —¢ — 2he — ky) — yd + kz). 


Dasselbe soll nur von y’ abhingen, sodass also: 
k=O; b==0 
oder Uf frei von den in x, y quadratischen Gliedern sein muss. 
Satz 10: Die allgemeinste infinitesimale projective Transformation 
der Ebene, welche die unendlich ferne Gerade in sich tiberftihrt, setet sich 
linear mit beliebigen constanten Coefficienten aus 


P, YT, UP, YP, TG, YA 
zusammen. 


Wir schalten hier eine Bemerkung ein: Die allgemeine endliche 
projective Transformation 


Pe Ee Peeps med Lema 
. s a,x + b,y + ¢,? “1 a, + bay + ¢, 
verwandelt y in 
‘= dy, _ (a + hy’) (ase + by + 6s) — (ag + de y')(G,% + Dry + Ce) __ 
1— dx (a, + b,y)(a,¢ + by + %) — Gy +aY)\GHe t+ ohyta) — 
oes (a,b, — Ge bs) (cy — Y) + (Cs 0, — & bs) y+ (Cg Me ae Gs) 
(dy b, — a, b,) (ey — y) + (C30, — 6 b3)y + (Cg — &% As) 
Sie lasst nur dann lh unendlich ferne Gerade in Ruhe, wenn sie jede End. pro. 


Transform., 
Differentialgleichung y’ = Const. einer Parallelenschar wieder in eine welche die 


solche y,/—= Const. verwandelt, d. h. wenn y, nur von yf abhiingt, Gerate inv. 
Es miissen also in dem obigen Ausdruck entweder im Ziahler und 
Nenner die Coefficienten von xy’ — y verschwinden oder, wenn dies 
nicht der Fall ist, die drei Determinanten im Zihler denen im Nenner 
proportional sein. Letzteres ist ausgeschlossen, da sonst die Deter- 
minante 4 unserer projectiven Transformation verschwinden wiirde. 


Also folgt: 


30, — dab, = 0, a,b, — a,b, = 0. 
Sicher ist dann a,b, — a,b, = 0, da sonst 4 doch verschwande. 
Folglich ist a, =», = 0, d. h. unsere Transformation hat constanten 
Nenner, ist also von der Form (indem ¢, = 1 gesetzt werden kann): 
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t= ae0+ by tea, y= e+ bey + &. 
x, und y, sind hier lineare ganze Functionen von 2, y. Man nennt 
pincare eine solche Transformation eine lineare. 
Satz 11: Die allgemeinsten projectiven Transformationen der Ebene, 
welche die unendlich ferne Gerade in sich tiberfiihren, sind die lwnearen 


Transformationen. 
Nach dieser gelegentlichen Hinschaltung kehren wir zu unserem 
Problem zuriick. , 
opeduetion Wir haben oben Uf auf die einfachere Form gebracht: 
renstorm. Uf= (a + x + dy)p + + ex + gy). 


Nach Theorem 5 des § 1 existiert nun auf der imvarianten unendlich 
fernen Geraden ein invarianter Punkt, etwa der des Parallelenbiischels 


Aw + wy = Const. 
Indem wir eine lineare Transformation 
w=Ar-+ uy, y= ox+ oy 
auf Uf ausiiben, geht Uf in eine infinitesimale Transformation iiber, 
die nach Satz 9 des § 2 wieder die unendlich ferne Gerade und 


ausserdem den unendlich fernen Punkt der y-Axe in Ruhe lasst. 
dx hingt also jetzt nur noch von z ab, sodass Uf die Form hat: 
Uf = (a + ex)p + (6 + ex + gy)¢. 
Ist ¢ += 0, so fiithren wir durch die lineare Transformation 
w=aten, yay 
neue Verdnderliche ein, wodurch Uf iibergeht in 
ap + U+ eat gy’)d. 

Wenn ¢=+ 0 ist, so kénnen wir also insbesondere hierdurch ¢ = 1 
und @ =O machen. 

Ist dagegen c= 0, so ist entweder a= 0 und lasst sich dann 
gleich 1 setzen, oder es ist gleich Null. 

Sonach erhalten wir drei Méglichkeiten ftir U/: 


I ap+(b+ ex + gy)q, 
I. p+ (b+ ex + gy)a, 
Til. (6+ ex + gy)q. 


Wir betrachten sie nacheinander: 
I. Ist hier g 4-0 und + 1, so fthren wir durch die lineare 
Transformation 
ex 
g—1 


ff 


pad as Yarle 


b 
3 
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neue Verinderliche ein. Dadurch geht Uf iiber in: 
xp + gq. 
Wir erhalten also die typische Form: 


ap + oyq |. 


Wenn dagegen g = 1 ist, so fiihren wir Uf durch die lineare 
Transformation 
=e, y=ytd 


vp + (ea + y')q’. 
Ist hier e+ 0, so fiihren wir neue Verinderliche durch die lincare 
Transformation : 


tiber in 


ein und erhalten 
xp’ + (a+ ya’ 


Somit haben wir den Typus gewonnen: 
| ap+@t+yq 
Wenn aber e = 0 ist, so bleibt nur der Typus 


| 
| ap+yq |. 
eos a ewe 


Wenn nun endlich g = 0 ist, so hat Uf zunachst die Form: 
zp+ (6+ ex)g. 
Ist dann 6 + 0, so benutzen wir die lineare Transformation 


: y — ex 


Ea) Ye 


und erhalten i 
P+Yd, 
also ergiebt sich dann der ‘'ypus 
| p+yq |. 
Wenn aber 0) = 0 ist, liefert die lineare Transformation 
w=ex—y, Y=u 


den Typus 


ce 


II. Wenn zunichst g + 0 ist, so erhalten wir durch Benutzung 
der linearen Transformation 
, fi e e b 
4 —o — pas pate, 
ame ae as 


60 : Kapitel 3, § 3. 


die Form 
wy + 99%; 
also den Typus 
P+ Y4 
der sich schon unter I ergab. Wenn dagegen g = 0 und ¢ = 0 ist, 
so setzen wir 


r ao b , 
GO ia 


und erhalten durch diese lineare Transformation 
Vet Ve-xd, 

| 

| p+ug I: 

Ist endlich g =e =O, so bleibt » + bg und diese Translation lasst 

sich durch lineare Transformation auf die Form 


also den Typus 


¢ | 
bringen. 
III. Wenn g + 0 ist, so liefert die Ausfiihrung der linearen 'Trans- 
formation 


, , e b 
seek ae LG kr 
die Form yq, die sich schon oben ergab. Ist g =O und e= 0, so 
setzen wir 
E—=—b- er, Yay 
und erhalten den Typus 


ea 


Wenn schliesslich g == ¢ = 0 ist, so bleibt der schon vorhandene 
Typus gq. 


Wir haben also gefunden: 
‘Typen vou Satz 12: Die allgemeine infinitesimale projective Transformation 
inf. linearen i 


Transform. welche die unendlich ferne Gerade invariant lisst: 


Uf = (a+ ca + dy)p + (0 + ex + gy)aq 
kann durch Ausfiihrung einer Uinearen Transformation auf eine der 
folgenden acht typischen Formen gebracht werden: 


ap + «yg; 
ap+ (@+y)4q, P+Y4; 
p+ 2q; 
4g, ap + yq; 


a5 q. 
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Wir haben zwar oben immer mehrere lineare Transformationen 
T,, T,-++ nach einander auf Uf oder S ausgefiihrt. Es ist aber die 
Reihenfolge 7, 7, -- melirerer linearer Transformationen offenbar wieder 
eine lineare Transformation 7’ und 


le RS aes A GR a 
<=. (es i ae va Dede ks ae of ee gel Ae 
= T8987, 


sodass die Austibung von 7’ allein das auf einmal geleistet hatte, was 
wir schrittweis fanden. 

Dass wir die acht infinitesimalen Transformationen in der obigen 
Weise angeordnet haben, hat seinen Grund. 

Fragen wir uns niimlich nach den bei einer derselben invarianten 


Die bei 
Punkten und Geraden, etwa bei dies. Typen 
iny. Punkte 
: u. Geraden. 
* ap -+ (@-+ y)¢. 


Soll ein im Endlichen gelegener Punkt hierbei invariant sein, so muss 
fiir ihn 

e=0, «¢+y=—0 
sein, d. h. es ist der Anfangspunkt. Da nach Theorem 5, § 1, durch 
jeden invarianten Punkt eine invariante Gerade geht, so kann es also 
im Endlichen nur solche invariante Geraden geben, die durch den 
Anfangspunkt gehen, etwa diese 


ax + py =O. 
Sie ist invariant, wenn adz-+ Body vermoge der Gleichung verschwindet. 
Dies Increment ist aber gleich 


(ax + Bia + y))9t, 

es soll die Form 4-(ax7-+ By) haben. Offenbar geht dies nur, wenn 
B = 0 ist, d. h. =O. Die y-Axe ist also die einzige im Endlichen 
gelegene invariante Gerade. Wir wissen ferner, dass die unendlich 
ferne Gerade invariant ist. Auf ihr muss demnach wenigstens ein 
invarianter Punkt existieren. Seine Verbindungslinie mit dem Anfangs- 
punkt wire eine invariante Gerade, also die Gerade x =O, d. h. auf 
der unendlich fernen Geraden bleibt nur der unendlich ferne Punkt 
der y-Axe in Ruhe. Bei unserer infinitesimalen Transformation 


ap + (e+ y)4¢ 
besteht also die gesuchte invariante Figur aus zwei Geraden und zwei 
Punkten: eine der Geraden geht durch die beiden Punkte, einer der 
Punkte ist der Schnittpunkt beider Geraden. 
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Suchen wir analog das bei 
p+ryd 

invariante Gebilde aus Punkten und Geraden. Offenbar ist hier kein 

im Endlichen gelegener Punkt in Ruhe. Wohl aber ist yO eine 

invariante Gerade. Ausser ihr giebt es im Endlichen keine invariante 

Gerade, da sonst der Schnittpunkt beider ein invarianter Punkt ware, 
es sei denn, dass die andere Gerade dieser parallel ware. Aber die 

Gerade yc bleibt nur dann in Ruhe, wenn ¢ = 0 ist. Wir wissen, 

dass die unendlich ferne Gerade invariant ist. Danach ist der un- 

endlich ferne Punkt der w-Axe y =O ein in Ruhe bleibender. Ware 
nun noch ein Punkt der unendlich fernen Geraden in Ruhe, so mtisste 
das durch ihn gehende Btischel von Parallelgeraden in sich trans- 
formiert werden. Ein solches Biischel kennen wir schon, namlich 
y = Const. Jedes andere hat die Gleichungenform 
x — “xy = Const. * 

Hs ist invariant, wenn 04% —xd0y, also 1— xy auch gleich Const. 
vermoége « — xy = Const. ist. 
Dies gilt nur fiir x —0O. Danach 
besteht das gesuchte invariante 
Gebilde bei p + yq aus zwei Ge- 
raden und zwei Punkten, und zwar 
geht eine der Geraden durch beide © 
Punkte und einer der Punkte ist 
Schnittpunkt der beiden Geraden. 

Das invariante Gebilde ist 
demnach bei 

ap + (&@+ y)q und p + yg 
dasselbe, soweit keine metrischen, 
sondern nur Lagenbeziehungen be- 
riicksichtigt werden. Ahnliches gilt 
von den beiden anderen Paaren in- 
finitesimaler Transformationen, die 
in obigem Satze neben einander 
gestellt werden. 


Zusammen- 
stellung der 
inv. Typen. 


: LEO Yd 


~ 


Wir haben die invarianten Ge- 
bilde aus Punkten und Geraden, wie 
Fig. 8. sie sich in jedem Falle durch Ri- 

sonnements ergeben, die den obigen 

ganz ahnlich sind, in nebenstehender Tafel schematisch zusammen- 
gestellt. Dabei bedeutet die Horizontale die #-Axe, die Verticale die 
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y-Axe und die schrige Gerade die unendlich ferne. (Fig. 8.) Bei 
den vier letzten infinitesimalen Transformationen bleiben unendlich 
viele Geraden, die ein Strahlenbiischel, und unendlich viele Punkte, 
die eine Punktreihe bilden, einzeln invariant. Sie sind jedesmal durch 
einige Strahlen resp. einige Punkte angedeutet. 

Man erkennt nun sofort, dass es unmdglich ist, eine dieser acht 
infinitesimalen Transformationen in eine andere derselben vermége 
einer linearen Transformation 7' iiberzuftihren, denn dies wiirde, da 7’ 
das invariante Punkt- und Geradengebilde der einen in das der anderen 
liberfiihren miisste, zuniichst héchstens bei den nebeneinander stehenden 
Paaren von infinitesimalen Transformationen modglich sein. Aber bei 
diesen miisste jedesmal 7 eine im Endlichen gelegene Gerade in eine 
unendlich ferne verwandeln, d. h. 7 kénnte nicht linear sein. 

Dagegen ist es sehr wohl méglich, durch eine allgememe projec- Weitere Re- 


duction der 
tive Transformation 7 diese Paare in sich zu vertauschen, und indem if. project 


ransform. 
wir hierauf eingehen, erledigen wir den Rest der zu Anfang dieses 
Paragraphen gestellten Aufgabe, alle Typen von infinitesimalen pro- 
jectiven Transformationen zu bestimmen. 
Zunichst geht 
ap + ("+ 9)4q 


durch die projective Transformation 


eae Yy , 1 
eee a? ae ar x 
iiber in 
Pry. 
Ferner geht 
Yd 
durch diese: 
, 1 (pens ae 
eR ey 
iiber in er es, 
cp + yq- 
Endlich wird 
xq 
durch die projective Transformation 
, Yy as. Xd 
id a? Y= x 
iibergefiihrt in ' 
q. 


Es bleiben demnach nur fiinf Typen von infinitesimalen projec- 
tiven Transformationen iibrig, namlich: 


| Dirk 9a 


‘pt+ea| | wtya | | a |: 


xp “yg 
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Offenbar kann keiner derselben vermége einer projectiven ‘Trans- 
formation in einen anderen dieser Typen tibergefiilirt werden, da jeder 
eine andere invariante Figur besitzt. 

Im ersten Typus ap + ayq ist allerdings noch eine Constante o 
vorhanden, die von 1 und von 0 verschieden anzunehmen ist, denn 
sonst wiirde diese infinitesimale Transformation unendlich viele Geraden 
invariant lassen (vgl. den vierten Typus). Es fragt sich nun nur noch, 
ob es nicht méglich ist, durch eine projective Transformation J die _ 
Constante « zu specialisieren, d. h. zu erreichen, dass xp ++ ayg in 
ap + yd tibergeht, wo a’ einen bestimmten particularen Wert hat. 
Eine solche projective Transformation 7 miisste jenes Dreieck, das 
bei wp-+ ayq invariant ist, ebenfalls invariant lassen. Entweder 
miisste sie also jede Seite fiir sich invariant lassen, also linear sein 
und die Form haben: 

ESA yy. 
Dann aber wiirde xp + aygq tibergehen in a'p’+ ay'q, also « doch den 
urspriinglichen Wert behalten. Zweitens aber kénnte 7’ die unendlich 
ferne Gerade zwar invariant lassen, also linear sein, aber die beiden 
Axen «=O, y =O mit einander vertauschen: 


hy, Y= ws. 
Dann wiirde xp + ayq tibergehen in aa’p'+ vq oder ap’ + = yg. 
Also kénnen wir erreichen, dass a in = tibergeht. Nun sind noch 
vier Méglichkeiten vorhanden. 7 kann statt der unendlich fernen 
Geraden eine der beiden Axen invariant lassen, die andere mit der 


unendlich fernen Geraden vertauschen. Dies giebt zwei Fille. Weiter- 
hin kann TY die drei Dreieckseiten cyklisch oder endlich in inversem 


Sinne cyklisch vertauschen. Man findet dann — die Ausrechnung 
iiberlassen wir dem Leser —, dass die sechs Werte 
1 —i1 1 
ng = 1—a, . 


2 in oa ae ? 1—«@ 
an Stelle von a in «p+ ayq eingehen kénnen. Also ist die Con- 
stante a nicht in einen speciellen Wert tiberfiihrbar, sie ist wesentlich, 
und nur die sechs obigen Werte liefern infinitesimale Transformationen, 
die mit einander innerhalb der allgemeinen projectiven Gruppe gleich- 
berechtigt sind. Die Analogie der obigen Werte mit den sechs Werten 
der Doppelverhiéltnisse von vier Punkten (vgl. § 1 des 1. Kap.) hat 
iibrigens einen tieferen Grund. 

Wir fassen das Bisherige zusammen in dem 

Theorem 6: Jede infinitesimale projective Transformation 


oder jede eingliedrige projective Gruppe der Ebene ist inner- 
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halb der allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene mit einer 
der folgenden: 


ap+reyg, p+yd, p+aq, rptyq, @ 
gleichberechtigt. Die Constante a im ersten Typus ist wesentlich 
und verschieden von Eins und von Null. 


Man kann iibrigens auch auf rein anschaulichem Wege erkennen, dass “em. Ab- 
e et a : ; leitung der 
nur die fiinf oben gefundenen Figuren, bestehend aus invarianten Punkten fint invar. 
und Geraden, bei den infinitesimalen projectiven Transformationen auftreten “i” 
kénnen. Dabei hat man nur von den Stitzen Gebrauch zu machen, dass 
eine infinitesimale projective Transformation Uf die Doppelverhiltnisse un- 
geiindert liisst, und dass sie mindestens einen invarianten Punkt und eine 
durch ihn gehende invariante Gerade besitzt. Hieraus folgt nimlich, dass, 
wenn vier Punkte invariant sind, die ein wirkliches Viereck bilden, als- 
dann infolge der Mébius’schen Construction (vgl. § 3, Kap. 2) alle Punkte 
in Ruhe bleiben, dass ferner, wenn drei Punkte invariant sind, die auf 
einer Geraden liegen, jeder Punkt dieser Geraden in Ruhe bleibt und endlich 
analog, wenn drei durch einen Punkt gehende Geraden invariant sind, jede 
Gerade durch denselben invariant sein muss (mit Benutzung des Satzes 5 
des § 1, 1. Kap.). 
Danach sind, was die invarianten Punkte anbetrifft, nur ftinf Con- 
stellationen méglich: Ist es eine endliche Zahl von Punkten, so kénnen 
es héchstens drei sein, und wenn es wirklich drei sind, so diirfen dieselben 
nicht auf gerader Linie liegen. Hs kénnen aber auch nur zwei sein oder 
es bleibt nur ein Punkt 


z : : Fig. 9. 
invariant. Bleiben ande- : = we 
rerseits unendlich viele 
Punkte in Ruhe,somiissen 2 3 8 4 5 
: . ° (0) oO 
dieselben eine gerade 
on < ae | (8) COO” OO 
Linie erfiillen und ausser- Oo Oo ke 000000 


fest sein, oder aber es | t z 3 a 

bezeichnen sie mit 1), 2), ea 

1’), 2°), 3°), 4°), 5’) bezeichnen. 

Denn jede weitere invariante Gerade wiirde invariante Schnittpunkte mit 


bleibt keiner sonst in ae y 
Ruhe. Sonach ergeben Aird A SS 
8), 4), 5). 

Nun fragt es sich, wie die fiinf ersten Figuren mit den fiinf letzteren 
diesen dreien haben. Sonach gehéren 1) und 1’) zusammen. Dies liefert 


halb dieser Geraden kann 
héchstens noch ein Punkt 
sich die fiinf Zusammen- 
stellungen in Fig.9. Wir 

Entsprechend kénnen wir in betreff der invarianten Geraden schliessen 
und erhalten so ebenfalls fiimf Constellationen, siehe Fig. 10, die wir mit 
zusammen auftreten kiénnen. Liegt der Fall 1) vor, so bleiben offenbar 
nur die drei Geraden invariant, welche die invarianten Punkte verbinden. 
das Bild I in Fig. 11. Im Fall 4) haben wir offenbar unendlich viele 

Lie, Continuierliche Gruppen, 5 
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invariante Geraden, die die Constellation 4’) haben. Also gehdren 4) und 
4’) qusammen, sie liefern das Bild IV in Fig. 11. Im Fall 5) bleibt 
gunichst die Gerade der invarianten Punkte in Ruhe. Wird irgend 
ein Punkt py durch 
Uf nach p’ ge- 
fiihrt, so ist offen- 


I i R W Y 
= bar die Gerade py’ 
invariant , denn 
einer ihrer Punkte, 


ihr Schnittpunkt 

mit der invarianten 

Punktreihe, ist fest. 

Sonach giebt es durch jeden Punkt der Ebene eine invariante Gerade, und 

alle invarianten Geraden kinnen nur in der Form 5’) angeordnet sein. 

5) und 5’) liefern das Bild V in Fig. 11. Nun kénnten noch 2), 2’), 

ferner 3), 3’), endlich aber auch 2), 3’) und 

3), 2°) zusammen gehiren. Erstere beiden Paare 

liefern die Bilder II und III in Fig. 11. Letztere 

beiden Paare sind aber unméglich, wie wir jetzt 
beweisen werden*): 

Wir brauchen den Beweis nur fiir den Fall 

2), 3’) zu fiihren, da die Annahme 3), 2”) dadurch 

aus ihm hervorgeht, dass Punkt mit Gerade zu 

vertauschen ist. Im Falle 2), 3°) wiirden nun 

0 zwei Punkte A, B und ihre Verbindende invariant 

sein. Ausserdem darf kein Punkt und keine Ge- 

Fig. 12. rade in Ruhe bleiben. Nun werde der Punkt p 

durch Uf nach p’ gefiihrt. (Fig. 12.) Dann geht 

Ap bei Uf in Ap’ tiber, ein Punkt g von Ap also in einen Punkt q 

von Ap. pp’ und qq schneiden sich in einem Punkte O. Wir werden 

sehen, dass BO eine invariante Gerade sein miisste. BO schneide niimlich 

Ap in s, Ap’ in s. Alsdann ist das Doppelverhiltnis 

der vier Strahlen By, Bq, BA, Bs gleich dem der vier 

Punkte p, q, A, s, also gleich dem der vier Strahlen von 

O nach p, q, A, 8, d. hb. gleich dem der vier Punkte 

yp, 7, A, s oder schliesslich gleich dem der vier Strahlen 

By, Bd, BA, Bs’. Bei Uf geht nun Bp in By’, Bq 

in Bq, BA in sich tiber. Weil das Doppelverhiltnis 

der vier Strahlen By, Bq, BA, Bs durch Uf nicht 

O gestért wird, und weil es gleich dem der vier Strahlen 

Fig. 13. By, Bd, BA, Bs ist, so geht mithin bei Uf der 

Strahl Bs in den Strahl Bs’ tiber. Beide aber fallen 

zusammen in BO, d.h. BO ist eine invariante Gerade. Nun soll aber nur 

AB eine invariante Gerade sein. Demnach liegt O auf AB. (Fig. 13). Da 


Eig uy 


*) Dieser geometrische Beweis riihrt von Scheffers her. Es sei hervor- 
gehoben, dass der Beweis mit geringen Anderungen auch fiir die endlichen pro- 
jectiven Transformationen gilt. 
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pp, vq durch O gehen, so sehen wir: Die Punkte des Strahls Ap er- 
halten bei Uf Posteohssitungerichtungen nach O hin. A und B kénnen 
wir nun in dieser Dhérlogting eadtiusoben und finden: Die Punkte des 
Strahls Bp bewegen sich bei Uf auf O zu. Kin Strahl von O aus, der 
Ap in q, Bp in r trifft, enthilt also zwei Punkte q und ry, die bei Uf 
diesen Strahl nicht verlassen. Jeder Strahl von O aus ist somit eine in- 
variante Gerade, es existieren also unendlich viele invariante Geraden, was 
der Voraussetzung widerspricht. 

Die Combination 2), 3°) ist also unméglich, ebenso die Combination 
3), 2°), und es bleiben mithin nur die fiinf in Fig. 11 angegebenen 
Falle I bis V. In der That haben wir oben gerade diese fiinf “Pile auf 
anderem Wege erhalten. 


Man kénnte nunmehr, auf diesen geometrischen Ergebnissen -fussend, 
auf neuem Wege die Typen von infinitesimalen projectiven Transformationen 
bestimmen. Z. B. im Fall I wihlt man das Coordinatensystem so, dass 
die beiden Axen und die unendlich ferne Gerade die invarianten Geraden 
werden. Nach Satz 10 hat dann wegen der invarianten unendlich fernen 
Geraden Uf die Form 


Uf= (a+ cu + dy)p + (0 + ex + gy)g. 
Da «=O und y = O invariant sein sollen, so muss a= d=b=c=—0 
sein und es bleibt 
cap + gy4. 

Nun soll keine weitere invariante Gerade ausser jenen dreien existieren. 
Hine solche wiirde noch einen invarianten Punkt auf der w- oder y-Axe 
nach sich ziehen oder ginge durch den Anfangspunkt. Ersteres ist dann und 
nur dann ausgeschlossen, wenn c und gy += 0 sind. Die Gerade y —dx = 0 
bleibt nur dann invariant, wenn gy — Acx vermége y = Ax verschwindet, 


d. h. wenn A(g — c) =O ist. Dies wiirde nur dann fiir ein von O ver- 
schiedenes 14 miglich sein, wenn gc wire. Also ist g==c. Indem 


wir durch ¢ dividieren und x o setzen, finden wir in der That unseren 
Typus 
ap + eyd, 
im dem wegen g == 0, c+-0, gc auch a+ 0 und +1 sein muss: 
In dieser Weise kénnten wir von neuem auch zu den Figuren Ii bis V 
die Typen ableiten und wiirden so wieder zu den friiher gefundenen kommen. 
Wir empfehlen dem Leser, dies wirklich fiir die Faille II bis V durch- 


zufiihren. Man hat jedesmal das Coordinatensystem in passender Weise in 
die invariante Figur hineinzulegen. 


Ist eine infinitesimale projective Transformation Uf = &p-+ nq 
vorgelegt, so kann man die Frage aufwerfen, mit welchem Typus sie 
gleichberechtigt ist. Zur Beantwortung sucht man zunichst die in- 
varianten Punkte und Geraden. Die im Endlichen gelegenen invari- 


anten Punkte machen keine Schwierigkeit. Man findet sie, indem man 
5 * 


y’ als 


Coordinate 
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£ — 7 —O setzt. Die unendlich fernen werden am bequemsten durch 
Benutzung des Differentialquotienten y’ bestimmt. Ls ist ja: 


(vgl. § 3 des 2. Kap.). y= ist invariant, wenn dy’ fiir y= ver- 
schwindet. Alsdann ist y — ca == Const. ein invariantes Parallelen- 
btischel und der Punkt desselben ein unendlich ferner invarianter Punkt. 
Dabei ist zu beachten, dass die Schar # — Const. besonders unter- 
sucht werden muss, da sie nicht durch eine Differentialgleichung y' = c 
dargestellt werden kann. y’ spielt bei diesen Untersuchungen gewisser- 
massen die Rolle der Coordinate der unendlich fernen Punkte. Hine 


fir « ferne oleichartige Behandlungsweise aller Punkte der Ebene wird uns erst 


Punkte. 


Beispiele, 


spiter die Benutzung homogener Coordinaten erméglichen. 

1. Beispiel: Man soll yp — xq auf den zugehorigen Typus zurtick- 
ftihren. Im Endlichen ist nur der Anfangspunkt invariant. Ferner 
ist hier © 

iene @ Si LZ 
d.h. es sind die Parallelenbiindel y= -- 7 invariant. Da somit gerade 
drei invariante Punkte existieren, ist der zugehérige Typus der erste: 
xp + ayy. Die Uberfiihrung verlangt offenbar nur eine lineare Trans- 


formation, welche die Geraden 77 +4 in die Geraden x, = 0 und 


Yy, = 0 verwandelt. Hs soll also x, vermoge x — cy =O und y, ver- 
moige « + iy = 0 verschwinden. Wir setzen daher direct 
Dy a ieee 
und erhalten 
yp — eg = (y + tx)p, + (y — t2)G, 
= (LP, — 41%), 

womit die Reduction geleistet und der Coefficient « = — 1 bestimmt ist. 

2. Beispiel: Man fiihre x*p + wyq auf den zugehérigen Typus 
zurtick. 


§ 4. Die selbstprojectiven Curven. 


Wir gehen jetzt dazu tiber, die Bahnewrven der eingliedrigen pro- 
jectiven Gruppen zu untersuchen. Eine infinitesimale Transformation 
hee ERY 
erzeugt, wie wir wissen, eine eingliedrige Gruppe (vgl. § 2 des 2. Kap.), 
deren oo’ Transformationen durch Wiederholung von Uf entstehen. 
Bei dieser fortwihrenden Ausfiihrung von Uf beschreibt ei Punkt (x, y) 

allgemeiner Lage eine Curve, deren Tangentialrichtung durch 
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dy 7 
Gia 

gegeben wird. Im ganzen existieren also oo! derartige Curven, nimlich 

die Integralcurven der Differentialgleichung 


dx dy 


§ u) 
Fihrt man auf einen beliebigen Punkt p irgend eine endliche Trans- 
formation der eingliedrigen Gruppe Uf aus, so geht er in einen Punkt 
der durch p laufenden Integraleurve tiber. Wir nennen daher jene 
co! Integraleurven die Bahneurven der eingliedrigen Gruppe Uf. Bahneurven, 

Offenbar ist jede Bahneurve invariant gegentiber der Gruppe Uf, 
denn die Transformationen der Gruppe fiihren die Punkte dieser Curve 
immer wieder in Punkte derselben Curve tiber. Hine bei der Gruppe Uf / 
invariante Curve ist demnach entweder Bahncurve oder sie besteht 
aus lauter einzeln invarianten Punkten*). 

Nach Satz 9 in § 2 dieses Kapitels ist daher auch klar, dass, 
wenn die Gruppe Uf durch Ausfiihrung einer projectiven Transfor- 
mation J’ in die gleichberechtigte Gruppe Vf iibergeht, alsdann auch 
die Bahneurven der ersteren durch 7 in die der letzteren Gruppe ver- 
wandelt werden. Demnach werden wir, um iiberhaupt alle méglichen 
Bahneurven der eingliedrigen projectiven Gruppen zu untersuchen, uns 
darauf beschranken kénnen, die Bahncurven der fiinf Typen zu studieren., 
Durch projective Transformation gehen ja aus ihren Bahncurven alle 
denkbaren Bahncurven hervor. 

Wir beginnen mit den einfachsten Fallen, dem werten und ftinften , Vierter 
Typus, also mit xp + yq und g. In beiden Fallen sind die Bahn- 7»Pvs 
curven — wie schon aus der geometrischen Bedeutung von xp + yq 
und g hervorgeht — Geraden, die entweder von dem einzeln invari- 
anten Punkte oder aber von einem Punkte der Geraden invarianter 
Punkte ausgehen. Man erkennt dies auch aus den Differential- 
gleichungen der Bahncurven: 

d& dy dx __dy 


x Bee tig 
deren Integration z = Const. und # = Const. giebt. Bei einer mit 


xp + yq gleichberechtigten eingliedrigen projectiven Gruppe verlaufen 


*)«Bine genauere Begriindung findet man in den ,,Dffgin. m. inf. Trf.“, 
Kap. 4, § 8. Die Gleichungen der besprochenen Curven treten schon bei d’Alem- 
bert und Jacobi auf. Im Ubrigen vergleiche man die Fussnote zum Schluss 
dieses Paragraphen. 


Dritter 
Typus. 


Kegel- 
schnitte. 
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die Bahncurven also wie in Fig. 14, bei einer mit q gleichberechtigten 
wie in Fig. 15. Die invarianten Punkte sind in diesen Figuren an- 


gedeutet. 


Bei der eingliedrigen Gruppe des dritten Typus p + xq erhalten 
wir als die Bahncurven die Integralcurven der Differentialgleichung : 
ORAS SD 


d. h. die Curven zweiten Grades 
y — +x? = Const. 


Die elementare analytische Theorie der Curven zweiten Grades oder 


Kegelschnitte setzen wir als bekannt voraus und wollen bei dieser 
Gelegenheit einige projective Siitze tiber diese Curven méglichst kurz 
entwickeln : 

Da jede Gleichung zweiten Grades 


ax’ + 2Bay + py? + 20x + 2ey+ p= 0 
offenbar wieder in eine Gleichung zweiten Grades tibergeht, wenn man 
vermége einer projectiven Transformation neue Verinderliche 2,, y, ein- 
fiihrt, so folet: 

Satz 13: Jeder Kegelschnitt geht durch projective Transformation 
wreder mm emen Kegelschnitt diber. 

Denken wir uns an einen Kegelschnitt in zwei Punkten o und p 
die Tangenten, die sich in q schneiden mégen, und iiberdies die Be- 
riihrsehne op gezogen, so giebt es (nach Satz 4, § 1 des 2. Kap.) 
immer eine projective Transformation, welche die eine Tangente, etwa 
die in o beriihrende, in die w-Axe, die Bertihrsehne op in die y-Axe 
und die andere Tangente in die unendlich ferne Gerade verwandelt. 
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(Fig. 16.) Dabei nimmt auch die Gleichung des Kegelschnittes eine 
besonders einfache Gestalt an. Weil die Curve durch den Anfangs- 
punkt o geht, so fehlt in ihrer Gleichung das absolute Glied g. Weil 
die #-Axe in 0 beriihren soll, so ist auch der Coefficient 0 gleich 
Null. Der unendlich ferne Punkt p der 
y-Axe soll dem Kegelschnitt angehdren, 
d. h. die Gleichung darf fiir « = 0O-nur 
eine endliche Wurzel y haben. Es muss 
demnach auch y= O sein. Jetzt lautet 
die Gleichung: 
ax? + 2Bary + 2ey = 0. 

Die unendlich ferne Gerade sollte Tan- 
gente in p sein. Die Gleichung der Tan- 
gente im Punkte (x, y) aber lautet jetzt, wenn a’, y’ die laufenden 
Coordinaten bezeichnen: 


(aa + By)x’ + (Bx + e)y = — ey 


x , x é , 
(eF + 6)e+ (82+ 2)y=—e. 
Fiir den Punkt p, d. h. fiir  =0, y = wiirde diese Gleichung die 
im Endlichen gelegene Tangente 
pxt+e=0 
liefern, wenn nicht 6 = 0 ist. Somit bleibt als jetzige Kegeischnitts- 
gleichung : 


oder 


an? + Qey = 0. 
Natiirlich kann die nichtverschwindende Zahl « fortdividiert und die 
Zahl ¢ durch Hinfiihrung eines passenden Vielfachen von y als neues 
y, also durch eine projective Transformation, welche das Dreieck opq 
ungeandert lasst, etwa gleich — 1 gemacht werden. Daher: 
Satz 14: Jeder nicht zerfallende Kegelschnitt kann durch projective re Cogel- 


schnitte auf 


Transformation auf die Gleichung pete ak 
Form. 


xg? — 2y =0 

gebracht werden. 

Oben ergaben sich die cot Bahncurven 

x — 2y = Const. 

Somit folgt: 

Satz 15: Jeder Kegelschnitt ist Bahneurve wenigstens emer ein- 
gliedrigen projectiven Gruppe. 

Es ist tibrigens leicht, mehrfach unendlich viele projective Prameiore ete 
mationen zu finden, die einen vorgelegten Kegelschnitt in sich tiberftihren. eo 
Sind nimlich m, wu, 1,, ly, 4,, 4 gewisse lineare Functionen von 2, y und 


WO Kapitel 3, § 4. 


bedeuten m= 0, « = 0 zwei Geraden, die beide den Kegelschnitt in ge- 
trennten Punkten schneiden, sind ferner J, = 0, , =O die Tangenten in 
den Schnittpunkten der Geraden m= 0, eerent 4, = 0, 4, =O die in 
den Schnittpunkten der Geraden u = 0 ae dem Ropclechnie so giebt es, 
wie man leicht erkennt, immer zwei solche Zahlen & und x, dass die 
Gleichung des Kegelschnittes sowohl in der Form 


Ll, — km? = 0, 
auch als in der Form 
Aa, — «1? = 0 


geschrieben werden kann. Nehmen wir an, die linearen Functionen 4,, A, 
und w seien, statt in w, y, in 2, ¥, geschrieben, so bestimmen die 
Gleichungen 


eine projective Transformation der Punkte (x, y) in die Punkte («,, 1) 


und zwar eine solche, die unsere drei Geraden J, = 0, 1, = 0, m=O in 
die drei Geraden 4, = 0, 2, =—0, wu =O and den ‘Kogeloonante in sich 
tiberfiihrt. Da die Geraden m=O und u = 0 beliebig angenommen 


werden konnten, so findet man in dieser Weise oo? projective Transfor- 
mationen, die den Kegelschnitt in sich tiberftihren. 


Den Kegelschnitt 2? — 2y =O k6énnen wir jetzt als den Typus 

aller (nicht in zwei Geraden zerfallender) Kegelschnitte betrachten. 

Sitze, die fiir diesen gelten und nur von Lagenbeziehungen reden, 
gelten dann auch fiir jeden Kegelschnitt. Diesen Umstand benutzen 

wir zur Ableitung einiger wichtiger Satze, die wir, da sie manchem 

Leser nichts neues bieten mag, durch kleineren Druck herausheben. 

Siitze aus Hin Punkt w oder (#, y) durchlaufe den Kegelschnitt (Fig. 16). Als- 


der project. 


Geometric dann beschreiben die Strahlen pw und ow je ein Strahlenbiischel, und zwar 
der Keel ist jedem Strahl pu des ersteren ein Strahl ow des letzteren durch den 
Kegelschnitt eindeutig zugeordnet. Wir werden zeigen, dass stets vier 
Strahlen des einen dasgelbe Doppelverhiltnis bilden wie die entsprechenden 
vier Strahlen des anderen. pw zunichst ist bei unserer Wahl des Coordi- 
natensystems parallel der y-Axe, daher schneidet pw auf der w-Axe die 
Strecke w ab. Nach Satz 1 und 4 des § 1, 1. Kap., ist das Doppelverhiiltnis 
von vier Strahlen des Biischels p gleich dem der vier entsprechenden 
Werte # Der Strahl ow bildet mit der #-Axe einen Winkel, dessen Tan- 


gente gleich _ ist, und vier Strahlen des Biischels 0 bilden dasselbe Doppel- 


verhiltnis wie die entsprechenden vier Werte von 2, nach der zu Anfang 
des § 3, 2. Kap., gemachten Bemerkung. Nun besteht wegen der Kegel- 


schnittsgleichung zwischen # und 2 die Beziehung 
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Nach Satz 6, § 2 des 1. Kap., ist demnach das Doppelverhiiltnis von vier 
Werten x gleich dem der entsprechenden Werte Z. Also sind in der 


That die Biischel p und o projectiv auf einander bezogen: Vier Strahlen 
des ersteren bilden dasselbe Doppelverhiiltnis wie die entsprechenden vier 
Strahlen des letzteren. jp und o waren beliebige Punkte des Kegelschnittes. 
Somit folgt: 

Satz 16: Durchliiuft ein Punkt einen Kegelschnitl, so beschreiben die 
Strahlen von ihm nach zwei festen Punkten des Kegelschnittes projective Strahlen- 
btischel. 

Sind also z B. a, b, c, d, 2, y sechs Punkte des Kegelschnittes, so 
ist, wenn wir x und y zu Strahlencentren wihlen, das Doppelverhiltnis 
der Strahlen wa, wb, wc, wd gleich dem der Strahlen ya, yb, yc, yd. 
Lassen wir « den Kegelschnitt durchlaufen, so folgt also: 

Satz 17: Hin Kegelschnitt kann dadurch erzeugt werden, dass man 
irgend vier Punkte auf thm waht wid einen fiinften Punkt der Curve sich so 
bewegen ldsst, dass seine Strahlen nach jenen vier Punkten ein constantes 
Doppelverhdlinis bilden. 

Legen wir andrerseits im Punkte u die Tangente an den obigen 
Kegelschnitt. Sie bestimmt auf den Tangenten oq und pq je einen Punkt v 
bez. w. Durchliiuft « den Kegelschnitt, so durchlaufen v und w die beiden 
festen Tangenten und zwar, wie leicht zu sehen, in projectiven Punktreihen. 
Das Doppelverhiltnis yon vier Lagen von w ist niimlich gleich dem der 
Strahlen von o nach den Stellen w (mach Satz 1, § 1 des 1. Kap.). Diese 
Strahlen sind parallel den Tangenten ow, und das Doppelverhiltnis derselben 
ist demnach gleich dem Doppelverhiltnis der vier trigonometrischen Tan- 
genten der Neigungen unserer vier Curventangenten. Die Tangente im 
Punkt (2, y) hat aber die Gleichung 

au —y = Y, 


sodass die trigonometrische Tangente ihrer Neigung gerade gleich «# ist. 
Der Schnittpunkt v der Tangente mit der w-Axe dagegen hat die Ab- 
scisse Z. Entsprechend dem Obigen folgt also: 

Satz 18: Umhiilit eine Gerade einen Kegelschnitt, so bestimmt sie auf 
zwei festen Tangenten desselben projective Punktrethen. 

In der projectiven Geometrie pflegt man hiufig durch die Sitze 16 
und 18 direct die Kegelschnitte zu definieren und riickwiirts zu zeigen, 
dass es die Curven zweiten Grades sind. 

Man kann nimlich auch umgekehrt sagen: 

Satz 19: Bewegt sich ein Punkt so, dass seine Strahlen nach vier 
festen Punkten bestindig dasselbe Doppelverhdlinis bilden, so beschreibt er eine 
Curve zweiten Grades; eine Gerade, deren Schnittpunkte mit vier festen Ge- 
raden besttindig dasselbe Doppelverhiltnis bilden, wmhiillt eine Curve zweiten 
Grades. 

Wir verzichten darauf, den einfachen Beweis hierftir besonders an- 
zugeben. - 

Kehren wir nun zu den Bahncurven des Typus p + aq zuriick. 


Es sind dies die oo! congruenten Parabeln 


Erster 
Typus. 
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y — 42° = Const, 
die ihre Axen in der y-Axe haben, also gewisse oo’ Kegelschnitte, 
welche die invariante Gerade (die unendlich ferne Gerade) simtlich in 
dem invarianten Punkte A bertihren (dem unendlich fernen Punkte 
der y-Axe). Daher sind auch die oo' Bahneurven einer beliebigen 
mit p + xq gleichberechtigten Gruppe co’ solche Kegelschnitte. Fig. 17 
giebt ein Bild derselben. 


Es bleibt nun noch der erste und zweite Typus zu untersuchen tibrig. 
Der erste Typus ap + ayq ist von allen fiinf Typen der all- 
gemeinste. Denn es giebt wirklich co’ infinitesimale projective Trans- 
formationen, die, wie diese, nur 
drei Punkte in Ruhe lassen. Zu- 
nichst nimlich giebt es, da der Typus 
eine wesentliche Constante a enthalt, 
co! solche, die ein bestimmtes Punkte- 
tripel in Ruhe lassen, also, da es in 
der Ebene oo® Tripel von Punkten 
giebt, gerade oo’ infinitesimale Trans- 
formationen, die mit xp + ayq gleich- 
berechtigt sind. Im allgemeinen wird 
daher eine vorgelegte infinitesimale 
projective Transformation Uf zu 
Fig 17.” diesem ersten Typus gehéren; nur 
in Specialfallen, wenn zwischen den 
Coefficienten von Uf gewisse besondere Relationen bestehen, wird Uf 
auf einen der vier anderen Typen reducibel sein. 


Wir werden uns deshalb mit diesem ersten Typus eingehender 
beschaftigen. Hs sind 
ap oyq, xp + Byg 
zwei zu diesem Typus gehdrige eingliedrige Gruppen, die dasselbe 
Dreieck invariant lassen. Ihre endlichen Gleichungen ergeben sich 
durch Integration der simultanen Systeme: : 


dx d4 dx dy 
at SH gt, Se Aa 
: xy ayy vy By, 
in der Form: 
ara y poeta) 5 Ct ene 4 
== te, y= yes «= 2e, y¥, = ye. 


Fiihrt man aber diese beiden Transformationen nach einander in der 
einen oder anderen Reihenfolge aus, so erhilt man beide Male dieselbe 
Transformation, naimlich: 

== Deere = ECE Pes 
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Wir sagen also: 

Satz 20: Lassen zwei eingliedrige projective Gruppen dieselben drei 
Punkte und keine anderen Punkte in Ruhe, und ist S eine Transfor- 
mation der emen, T eine der anderen, so ist ST= T'S. Oder: die 
beiden Gruppen sind vertauschbar*). 


Wir wollen nun annehmen, die eingliedrige projective Gruppe Uf 
sel auf den Typus xp + ayq reducibel, aber nicht gerade notwendig 
schon reduciert. Sie lisst dann drei Geraden invariant, deren Schnitt- 
punkte A, B, O die drei invarianten Punkte 
sind. (Siehe Fig. 18.) Es sei ferner p ein be- 
hiebiger Punkt. Uf erteilt ihm eine infinitesi- 
male Fortschreitung, die mit der Tangente der 
durch p gehenden Bahneurve zusammenfiallt. 
Nun giebt es nach Satz 7, § 1 des 2. Kap., 
stets eme projective Transformation 7, die 
auch gerade die drei Punkte A, B, C in Ruhe 
lasst, und die den Punkt p in eine vorgegebene 
beliebige andere Stelle p’ tiberfiihrt. S mége irgend eine Transfor- 
mation der Gruppe Uf sein. Fiihren wir 7 auf die Transformationen 
der Gruppe Uf aus, so geht S in TST iiber (mach Satz 5, § 2 
des 3. Kap.). Nach Satz 20 aber ist S mit 7 vertauschbar, daher 
T1ST=T"TS=S. T fibrt daher die eingliedrige Gruppe Uf 
in sich tiber. Zugleich aber fithrt Z den Punkt p in p’ und die durch 
p gehende in die durch p’ gehende Bahncurve tiber, also auch die 
Tangente oder Fortschreitungsrichtung von p in die von p’, wahrend 
pA, pB, pC in pA, p'B, pC iibergehen. Andrerseits lasst T als 
projective Transformation Doppelverhaltnisse ungeindert. Mithin folgt: 

Satz 21: Ldngs aller Bahnewrven einer mur drei Punkte invariant Geomet. 


Definition 


lassenden eingliedrigen projectiven Gruppe ist das Doppelverhiilinis der de Barn 
Strahlen nach den invarianten Punkten und der Tangente der Bahncurve 
ein und dasselbe. 
Ganz analog lasst sich beweisen: 
Satz 22: Lédngs aller Bahncurven des vorigen Satzes ist das Doppel- 
verhiilinis der Schnittpunkte der Tangente mit den invarianten Greraden 
und des Beriihrpunktes der Tangente dasselbe. 
Nach dem ersten Satze kann man die Fortschreitungsrichtung 
jedes Punktes durch eine einfache Construction bestimmen, sobald sie 
fiir emen Punkt gegeben ist. .Indem man bestiindig den so con- 


3) Kiirzer folgt dies aus den ,,Diffgln. m, inf. Trf.“, Satz 12 des § 4, Kap. 14. 


SiAtze iiber 
die Bahn- 
curven. 


pes 
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struierten Richtungen nachgeht, erhalt man die Bahncurven. Fig. 19 
giebt ein Bild von ihnen. Die drei invarianten Punkte sind im all- 
gemeinen singuliire Punkte der Bahncurven; diese selbst sind zumeist 
transcendent. Wir kommen hierauf nachher zuriick. 

Man kann ohne Miihe eine Reihe von Sitzen tiber die Bahncurven auf- 
stellen*). Wenn man z. B. in jedem Punkte einer Bahneurve eine Gerade 
zieht, die mit den Strahlen nach den invarianten Punkten irgend ein ge- 
gebenes Doppelverhiltnis bildet, so er- 
hilt man eine Schar von oo! Geraden, 
die offenbar durch Uf unter einander 
vertauscht werden. Die Curve, die sie 
einhtillen, geht daher ebenfalls in sich 
liber, d. h. sie ist eine Bahncurve. 
Ebenso: Wenn man auf jeder Tangente 
einer Bahncurve den Punkt bestimmt, 
der mit den Schnittpunkten der Tan-- 
gente mit den drei invarianten Geraden 
irgend ein gegebenes Doppelverhiltnis 
bestimmt, so ist der Ort dieser Punkte 
wieder eine Bahncurve. Aus Satz 20 
und 19 folgt ferner: Zieht man von 

Fig. 19. irgend einem bestimmten Punkte Tan- 

genten an alle Bahneurven, so legen 

deren Beriihrpunkte aut einem Kegelschnitt durch A, B, C und jenen Punkt. 

Analog: Wenn man in jedem Punkt irgend einer bestimmten Geraden die 

Tangente an die hindurchgehende Bahneurve zieht, so umhiillen diese Tan- 

genten wieder einen Kegelschnitt, der die gegebene Gerade und die drei 

invarianten Geraden beriihrt. Leicht zu beweisen ist auch, dass, sobald 

zwei Punkte einer Bahncurve gefunden sind, beliebig viele Punkte dieser 

oder irgend einer anderen Bahncurve durch blosses Geradenziehen con- 
struiert werden kinnen. 

Sind die drei invarianten Punkte A, B, C reell und ist auch die infini- 
tesimale Transformation reell, so sieht man leicht ein, dass die reellen Bahn- 
curven durch zwei der drei invarianten Punkte hindurchgehen, durch den 
dritten nicht. Wir verzichten jedoch auf den Nachweis. 

Sind 

, = 4,2 + by + ¢, =0, 

lL, =a,¢ + by +e =—0, 

l, == a,@ + by + ¢ = 0 
die drei invarianten Geraden, so hat jede Transformation der Gruppe Uf 
bekanntlich (vgl. Satz 4, § 1 des 2. Kap.) die Form: 


me heh PS 


ae ee! js 


ls Is? ds” 
wo die ’ die Ausdriicke 7, aber in a’, y’ statt in #, y geschrieben, 


eet ly 


3 


*) Vgl. die Fussnote zum Schluss dieses Paragraphen. 
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bedeuten. Elimination von ¢ giebt die Bahncurve des Punktes 2, y, 
geschrieben in den laufenden Coordinaten 2’, y’, in der Form: 


(55) tee (#)°, (2)° 
Ah saat onan a 


Die Schar der co’ Bahneurven wird demnach, geschrieben in «, y, 
dargestellt durch 


L,\¢ 1,\@ All i 
<4 P gemeine 
( = Const. € ) Gleichung 
3 8 der Bahn- 
oder curven 
1,41,421,% — Const., 
wenn 
Ay + Ag + A, = 0 


ist, sonst aber die 4 beliebige Zahlen bedeuten, wie die J,, /,, J, drei 
beliebige von einander unabhingige lineare Ausdriicke in 4, y. 

Da, wie wir schon bemerkten, die infinitesimale projective Trans- 
formation 


Uf = (a + cx + dy + ha? + kay)p + (6 + ex + gy+ hay + ky’)q 

im allgemeinen eine von der hier betrachteten Art ist, so folgt, dass 

die Integraleurven der sogenannten Jacobi’schen Differentialgleichung : Differential: 
dz x dy gleichung. 

ateat+dytha®?t+tkxry btext gy+thay + ky? 


die Form haben: 


(aa + by + 4)% (aga + bhy + &)(a,x + bsy + 5) = 0, 
in der 4, +4, +4, = 0 ist. Diese Differentialgleichung pflegt man 
meistens so zu schreiben : 


(ha + ky)(xdy — ydx) + (a + cu + dy)dy — (b + ex + gy)da=0. 
Benutzt man statt z, y homogene Punktcoordinaten, wie wir es spater 
thun werden, so geht die Jacobi’sche Differentialgleichung in ein ver- 
kiirztes d’ Alembert’sches System mit drei abhingigen Veranderlichen tiber. 


Indem wir den invarianten Punkten A, 6B, C besonders aus- 
gezeichnete Lagen erteilen, etwa dadurch, dass wir auf Uf eine passende 
projective Transformation ausiiben, erhalten die Bahncurven besonders 
- interessante Formen: 

Nehmen wir zunachst an, zwei der invarianten Punkte seien die 
unendlich fernen Punkte der Coordinatenaxen, der dritte der Anfangs- 
punkt, so nimmt Uf bekanntlich die Form 

rp + ayy 
an. Die Bahncurven sind dann die Integralcurven 


Erste 
specielle 
Gestalt der 
Bahneurven 


y = Const. x“ 
der Differentialgleichung 


‘ 


Zweite 
specielle 
Gestalt der 
Bahneurven. 
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dz dy 
By ay 
Sie sind transcendent, solange w keine rationale Zahl ist. 

Sobald @ rational ist, sind die Bahneurven dagegen algebraische 
Curven. Kegelschnitte ergeben sich in den Specialfillen « = 2, 
4 oder —1. Die Annahmen « =0 und « =1 waren friher (siehe 
Theorem 6 in § 3) ausgeschlossen worden. Man zeigt obne Mihe, 
dass das in Satz 21 auftretende Doppelverhiltnis durch « gemessen 
wird. Die Bahncurven sind also Kegelschnitte, wenn die drei Strablen 
nach den invarianten Punkten und die Curventangente harmonisch 
liegen. (Vel. § 1 des 1. Kap.) 

Die Curven y = Const. w* gehen durch den einen invarianten 
Punkt, den Anfangspunkt, hindurch, wenn « positiv ist, durch emen 
anderen invarianten Punkt, den unendlich fernen Punkt der y-Axe, 
wenn @ negativ ist. Auf die Frage, ob die Curven durch sonstige 
invariante Punkte gehen, gehen wir nicht ein, da sie von wesentlich 
functionentheoretischem Charakter ist, und auch fiir uns kein Inte- 
resse hat. 


Die Differentialgleichung derjenigen Curven, welche die Bahncurven 
orthogonal schneiden, lautet: 
zde + aydy = 0. 
Die Bahneurven sind daher stets die orthogonalen Trajectorien der uhn- 
lichen concentrischen Kegelschnitte 
a? + cy? == Const. 
Man kann sich hiernach ein Bild vom Verlauf der Bahncurven von wp + ayq 
herstellen (Fig. 20)*). In den Fallen «w= 2, 4 oder —1 erhalten wir 
als orthogonale Trajectorien dieser Kegelschnitte, 
wie oben bemerkt, wieder Kegelschnitte, in den 
beiden ersten Fallen Parabeln als orthogonale 
Trajectorien von Ellipsen, im letzten Fall gleich- 
seitige Hyperbeln als orthogonale Trajectorien 
ebensolcher Curven. 
Wir wollen nunmehr annehmen, der eine 
invariante Punkt sei wieder der Anfangspunkt, 
Fig. 20. wahrend die beiden anderen die sogenannten 
Kreispunkte seien, jene beiden unendlich fernen 
imaginiren Punkte also, in denen alle Kreise der Ebene die un- 
endlich ferne Gerade schneiden. Die Transformation lisst dann die 
unendlich ferne Gerade, sowie die beiden imaginiren Geraden x -- iy = 0 
invariant. Wegen der ersteren Geraden ist sie linear nach Satz 11 des 
§ 3. Sind z,, y, die transformierten Coordinaten, so setzen wir also: 


*) Bemerkung von Scheffers. 
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@, + ty, = aa + ty), 2, — iy, = b(a — iy). 
Tnfinitesimal ist die Transformation, wenn a und b unendlich wenig 
von 1 abweichen, also etwa a=1-+ Adt, b= 1-4 wot ist. Dann 
kommt : 

da = a — c=} Ala + iy) + ule —iy))at, 

dy = 4, —y = 5, Ae + ty) — a (a — ty) dt, 


sodass das Symbol lautet, wenn 4+ w mit 20, i(4 — w) mit 26 be- 
zeichnet wird: 

Uf= o(xp + ya) + o(yp — 2x9). 
«ap + yq ist die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation vom Anfangs- 
punkt aus, yp — xq die infinitesimale Rotation um den Anfangspunkt. 
Uf stellt also jetzt eine sogenannte infinitesimale Spiraltransformation 


dar: Die Fortschreitungsrichtung vs 
Ox 


jedes Punktes bildet, wie leicht zu 
sehen, mit der Richtung 2 des Radius- 


vectors eimen constanten Winkel, die 
Bahneurven sind also jetzt logarith- 
mische Spiralen um den Anfangspunkt 
mit demselben Steigwinkel. (Fig. 21.)*) 

Man kénnte dies von vornherein aus 
Satz 21 schliessen, wenn man davon Ge- 
brauch machte, dass der Winkel zweier 
Geraden in einer einfachen Beziehung zu 
dem Doppelverhiltnis steht, welches diese Fig. 21. 
beiden Geraden mit den Strahlen von 
ihrem Schnittpunkte nach den Kreispunkten bilden. Denn dann folgt aus 
der Constanz des in Satz 21 erwihnten Doppelverhiltnisses die des oben 
erwihnten Winkels. 

Da Uf jetzt den Winkel zweier beliebiger Geraden unverindert lisst, 
so folet: Zieht man durch alle Punkte einer logarithmischen Spirale Ge- 
raden, unter constantem Winkel zur Tangente geneigt, so umbiillen sie 
wieder eine logarithmische Spirale mit demselben Steigwinkel. Insbesondere: 
Die Evolute einer logarithmischen Spirale ist wieder eine solche. 


-Wir kommen nun zu den Bahncurven einer infinitesimalen pro- 
jectiven Transformation Uf, die auf den zweiten Typus p + yq redu- 
cibel ist. Uf hat zwei invariante Geraden, ihr Schnittpunkt A und ein 
Punkt B auf einer der beiden Geraden bleiben in Ruhe, sonst kein 
Punkt. Man kann auch hier ahnlich wie im Falle des ersten Typus 
constructiv die Richtung der Bahncurve in jedem Punkte finden, sobald 


*) Vgl. hierzu die Fussnote zum Schluss des Paragraphen. 


Logarithm. 
Spiralen. 


Zweiter 
Typus. 
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sie fiir einen Punkt gegeben ist. Wir wollen jedoch nicht naher 
darauf eingehen und geben nur in Fig. 22 eine Ubersicht tiber den 
Verlauf der Bahncurven. W&hlt man die beiden invarianten Punkte 
als die unendlich fernen Punkte der 
Axen und die eine invariante Gerade 
als z-Axe, so hat Uf die Form p + yq 
und die Bahncurven werden die Inte- 
gralcurven von 


d. h. die transcendenten Curven 

y = Const. e*. 
Dieselben gehen alle durch die beiden 
invarianten Punkte, was daraus folgt, 
dass 


Ub pa y 
Ae lgy + Const. 


fiir unendlich grosses y unendlich gross und y fiir unendlich grosses 
negatives « unendlich klein wird. Diese Curven sind die orthogonalen 
Trajectorien der Parabeln 


ye 24 = Const. 
(Hig. 23.). oe 


oe Uberblicken wir jetzt die Ergebnisse dieses Paragraphen : 

Eine Curve bleibt bei einer infinitesimalen projectiven Transfor- 
mation invariant, wenn sie entweder Bahncurve ist oder aus lauter 
invarianten Punkten besteht. Letzterer Fall kann, wie wir im vorigen 
Paragraphen einsahen, nur dann eintreten, wenn die Curve eine Gerade 

ist. Sonach ergiebt sich: Hine invariante 
Curve ist entweder eine Gerade oder ein 
Kegelschnitt oder aber sie kann bei passen- 
der Wahl des Coordinatensystems (d. h. durch 
Austibung einer projectiven Transformation) 
auf eine der Formen 
Y= -y =e 
Fig. 23. gebracht werden. 

ee Kine derartige Curve gestattet, wenn 
elehe die sie nicht Gerade oder Kegelschnitt ist, auch nur eine infinitesimale 
gestatten. projective ‘Transformation, wie leicht zu sehen ist: 

Die Curve 


Yy = uv 


ist weder Gerade noch Kegelschnitt, wenn 
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* es-,— 1, 0, $, 1,2 
ist. Sie gestattet 
Uf = (a + ca + dy + ha® + kay)p + (0 + ew + gy + hay + ky")4, 
wenn 0(y — x*) oder also dy—aa*~10a vermige y = a* verschwindet, 
d. h. wenn: : 
b+ ex + gu hart ka? “— ax*—'(a+ca+dat+ha? + ka«+!)=0 


ist fiir jedes a Dies liefert, sobald « nicht einen der soeben aus- 
geschlossenen Werte hat, sofort: 


—(, ¢=0, a=0, g—ac=0, h=0, d=0, k=O, 
_d.h. Uf reduciert> sich auf c(xp + ayq). 

Die Curve gestattet also nur die eine infinitesimale projective 
Transformation xp + ayq, die, wie bekannt, tiberdies drei ganz be- 
stimmte Punkte und deren Verbindungsgeraden in Ruhe lisst. Hiner 
von diesen drei Punkten liegt, wie wir wissen, sicher auf der Curve. 

Die Curve ferner: 

y=e 
gestattet die allgemeine infinitesimale projective Transformation Uf 


nur dann, wenn 0(y —e”) oder dy — e?0x vermoége y = e* verschwindet, 
also identisch 
bteae+ge@+hee +hé*—e(a+cx+ dee +he? + kuxe)=0 
ist, und diese Forderung fiihrt nur auf Uf=p-+ yq, eine infinitesi- 
male Transformation, die zwei ganz bestimmte Punkte, ihre Ver- 
bindungsgerade und noch eine ganz bestimmte Gerade durch einen 
der Punkte invariant lasst. Die beiden Punkte liegen nach dem 
Friiheren sicher auf der Curve. 

Die Geraden und Kegelschnitte dagegen gestatten mehr als eine Inf. project. 
infinitesimale projective Transformation. Ist niimlich eine Gerade etwa ae 
unendlich fern, so gestattet sie nach Satz 10 des § 3 die oo® infini- 


tesimalen projectiven Transformationen : 
(a + cx + dy)p + (0 + ex + gy)a. 


Dass andererseits ein Kegelschnitt oo® projective Transformationen ge- ir, Prolect 


Transform. 


stattet, wurde schon oben (nach Satz 5) in einer Note bemerkt. Wircinss eget 
wollen hier insbesondere die infinitesimalen projectiven Transformationen 


eines Kegelschnittes bestimmen. Er kann nach Satz 14 in der Form 
x? — 2y =0 
angenommen werden. Er gestattet Uf, wenn wd« — dy vermoge 
2 


y= < verschwindet, also identisch 


Lie, Continuierliche Gruppen. 6 


82 Kapitel 3, § 4, Kapitel 4, § 1. 


en 7 I k 
x(a+ea+ oat + ha? + £a8)—(6+ ex + 2 ho fat) = 0, 
abate 


« 


b=0, e=a, g=—2e, h+d=—0, k=O 
ist. Der Kegelschnitt gestattet demnach die oo” infinitesimalen pro- 
jectiven Transformationen: 
(a + cx + dy — da*)p + (ax + 2cy — dzy)q, 
die sich linear mit constanten Coefficienten aus 
p+«xq, “p+ 2yq, @ — yp +rryg 
zusammensetzen lassen. 

Wir sagen also: 

Theorem 7: Es giebt vier Classen von Curven, die infini- 
tesimale projective Transformationen zulassen. Jede derartige 
Curve kann bei passender Wahl des Coordinatensystems in 
einer der Formen dargestellt werden: 

y—a—=0, y—e=0, P—2y=0, y=. 

Eine solche Curve gestattet, sobald sie nicht eine Gerade oder 
ein Kegelschnitt ist, nur eine infinitesimale projective Trans- 
formation, die tiberdies noch drei oder zwei ganz bestimmte 
Punkte, sonst aber keinen Punkt der Ebene invariant ldsst. 
Einer dieser Punkte liegt sicher auf der Curve. Jeder Kegel- 
schnitt dagegen gestattet ~*, jede Gerade x infinitesimale 
projective Transformationen, die aus drei bez. sechs bestimmten 
von einander unabhdngigen infinitesimalen projectiven Trans- 
formationen linear abzuleiten sind. 

Die hier betrachteten Curven, also die Curven, welche wenigstens 
eine infinitesimale projective Transformation in sich gestatten, wollen 

ae , wir kiinftig selbstprojective Curven oder, wo kein Missverstiindnis méglich, 
Curven. kurz projective Curven nennen. 

Kinen Teil des Theorems sprechen wir nun so aus: 

Satz 23: Hine infinitesimale projective Transformation, die eine 
bestimmte selbstprojective Curve in sich diberfiihrt, lisst auch wenigstens 
emen bestimmten Punkt der Curve und gwei oder drei ganz bestimmte Ge- 
raden im Ltuhe, sobald die Curve weder eine Gerade noch ein Kegelschnitt ist. 

Den invarianten Punkt werden wir als singuldren Punkt der Curve 
bezeichnen, da er also besondere Higenschaften hat*). 


*) Dass diese Curven eingliedrige projective Gruppen sowie eine Reihe anderer 
Bertihrungstransformationen gestatten, bemerkte zuerst Lie. Klein erkannte 
zuerst, dass die logarithmischen Spiralen zu den projectiven Curven gehdren. 
Vgl. zwei Abhandlungen von Klein und Lie in den Comptes Rendus von 1870 
und den Math. Amn., Bad, 4. 
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Kapitel 4. 
Kinige Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene. 


Wir haben bisher die allgemeine achtgliedrige und die oo? ein- 
gliedrigen projectiven Gruppen der Ebene besprochen. Die letzteren 
nennen wir, da sie in jener enthalten sind, eingliedrige Untergruppen 
der allgemeinen projectiven Gruppe. 

In entsprechender Weise bezeichnen wir jede Gruppe von pro- 
jectiven Transformationen (mit paarweis inversen Transformationen), 
sobald sie nicht alle co® projectiven Transformationen umfasst, als eine 
Unitergruppe der allgemeinen projectiven Gruppe. Spiter werden wir 
alle diese Untergruppen, sobald sie von infinitesimalen Transformationen 
erzeugt werden, besprechen und bestimmen. 

Im vorliegenden Kapitel sollen dagegen zur Hinftihrung in die 
spateren Theorien nur einige besonders wichtige Untergruppen als 
Beispiele besprochen werden. Die Wege, die wir dabei einschlagen, 
werden sich éfters durch Benutzung spiterer Saitze abktirzen lassen, wie 
wir schon friiher hervorgehoben. Gerade, dadurch wird die Bedeutung 
der spiteren Entwickelungen fiir den Leser einleuchtender werden. 


§ 1. Die allgemeine lineare Gruppe. 


Greifen wir aus der Schar aller oo® projectiven Transformationen Projective 

aes : . < = ; fe Transform., 

der Ebene diejenigen heraus, die eine bestimmte Gerade g invariantwolche cine 
* . : : : c : erade ge- 

lassen. Sie seien mit S,, S,.. bezeichnet. Definiert sind sie durch _ stattet. 


die symbolischen Gleichungen: 


(g)Sa=(9), (9)Si = (9), +°°- 
Offenbar ist dann auch 
(g)SaSi = (9) Ss = (Y), 
d. h. auch diejenige projective Transformation Sq»), welche die Auf- 
einanderfolge von S, und S, ersetzt, lasst die Gerade g invariant, 


gehért demnach auch der Schar .aller S,, S,--- an. Ist ferner S;* 
die zu S, inverse projective Transformation, so folgt aus 


(g) = (g) Sa, 
wenn wir hierauf S, °° austiben: 
(9)Sa = (g)Sa8a = (9); 
denn 8,5, ist die Identitét. Also auch Sz : gehort zur Schar der g 


invariant lassenden projectiven Transformationen. 
6* 
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Satz 1: Alle projectiven Transformationen, die eine bestimmte Gerade 
invariant lassen, bilden eime Gruppe mit paarweis inversen Transforma- 
hionen. 

Denn dass §8,S;, wieder eine gewisse Transformation S, der 
Schar S,, S,-- ist, driicken wir eben dadurch aus, dass wir sagen: 

acmrpe Die Schar ist eine Gruppe. 

Wir nennen die obige Gruppe insbesondere eine Untexgruppe der 
allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene, da sie in dieser enthalten ist. 


ae Nehmen wir insbesondere die Gerade g unendlich fern an. Wir 


mationen. zeioten schon in Satz 11, § 3 des 3. Kap., dass die allgemeinsten pro- 
jectiven Transformationen, welche die unendlich ferne Gerade in Ruhe 


lassen oder — in elementarer Ausdrucksweise — Parallelen wieder in 
Parallelen tiberfiihren, die lineare Form haben: 
(1) eH = ae+by te, Y= e+ dy + &. 


Daher nennen wir die Gruppe aller projectiven Transformationen, 

"Allgemeine welche die unendlich ferne Gerade in sich tiberfiihren, die allgemene 

Groppe. Tineare Untergruppe der allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene oder 

kurz die allgemeine lineare Gruppe. Dass alle Transformationen von 

der Form (1) eine Gruppe bilden, kann man tibrigens auch analytisch 

verificieren: Zwei solche lineare Transformationen geben, nach einander 
ausgefiihrt, wieder eine lineare Transformation. 

Die allgemeine lineare Gruppe (1) enthialt sechs Constanten a,, 0,, ¢, 
und a,, bs, ¢, die simtlich wesentlich sind, denn zwei Transformationen 
von der Form (1) sind dann und nur dann dieselben, wenn die sechs 
Coefficienten der einen mit denen der anderen iibereinstimmen. Die 
vorliegende Gruppe ist demnach eine sechsgliedrige Untergruppe der all- 
gemeinen projectiven Gruppe. 

Nattirlich wird immer vorausgesetzt, dass die Gleichungen (1) 
auch nach w, y auflésbar seien, d. h. dass die Determinante 


A =a,b, — a,b, += 0 


sel. Dies folgt schon aus der in § 3 des 1. Kapitels getroffenen Fest- 
setzung, dass die Determinante 4 der allgemeinen projectiven Trans- 
formation von Null verschieden sein soll. Diese Determinante 7 redu- 
ciert sich jetzt (Indem a; = 6,0, ¢,=1 zu setzen ist) auf die 
vorstehende. Aus Satz 3, § 1 des 2. Kap., folgt daher auch sofort, 
wenn wir 4 die Determinante von (1) nennen: 

Satz 2: Haben awei lineare Transformationen die Determinanten A, 
und A, so ist 4,4, die Determinante der linearen Transformation, 
die threr Aufeinanderfolge dquivalent ist. 
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Durch Auflésung der Gleichungen (1) erhiilt man die zur Trans- 
formation (1) inverse, ebenfalls lineare, also der Gruppe angehérende 
Transformation. Die Aufeinanderfolge beider Transformationen muss 
eine Transformation der Gruppe liefern. Sie giebt aber die identische 
Transformation. Es muss also solche Werte der Constanten in (1) 
geben, fiir die sich jene Gleichungen auf a, =a, y, = y reducieren. 
In der That sind a, —=b,=—1, 6, —=c¢c, =a, =—c, =O diese Werte. 
Nehmen wir nun die Coefficienten unendlich wenig verschieden von 
diesen Werten an, setzen wir also, indem wir unter df eine infinitesi- 
male Grésse verstehen : 

%—1+a,dt, b= B,d, C= 7,91, 

A, = 0, 0, b= 1+ B,0t, c = yt, 
so muss sich eine imjinitesimale Transformation der Gruppe ergeben. if Hneare 
Wirklich erhalten dann x und y unendlich kleine Incremente dx=a, —2, 
oy=y, — y oder: 


Ox = (42+ Bry + 7,)0t, Sy =(a," + Bry + 7)dt. 
Die allgemeine infinitesimale lineare Transformation oder die all- 
gemeinste infinitesimale projective Transformation, welche die unendlich 
ferne Gerade in sich tiberfiihrt, d. h. Parallelen in Parallelen ver- 
wandelt, hat folglich das Symbol: 


Uf = (0% + By + r1)p + (2% + Boy + 72)% 
Hiermit stimmt Satz 10 in § 3 des 3. Kap. iiberein, denn Uf ist linear 
ableitbar aus den sechs von einander unabhingigen infinitesimalen 
linearen Transformationen: 


PD, {, LP, YP, XI, YF: 
Man bemerke, dass diese sechs, wenn sie mit U,f-- U,f bezeichnet 
werden, die Eigentiimlichkeit haben, dass jeder Klammerausdruck (U; U;) 
linear aus U,f-- U,f (mit constanten Coefficienten) ableitbar, also eben- 
falls eine infinitesimale lineare Transformation ist. (Man vergleiche 
hiermit die analoge Bemerkung bei der allgemeinen projectiven Gruppe 
in § 3 des 2. Kap.) Im zweiten Abschnitt kommen wir auf die Be- 


deutung dieses wichtigen Umstandes zuriick. 
= 

Die linearen Transformationen fiihren die unendlich ferne Gerade in 'i™ Transt 
sich tiber. Da die Parabeln als diejenigen Kegelschnitte definiert werden. welche 
kénnen, welche die unendlich ferne Gerade zur Tangente haben, so fiihrt parabem 
eine lineare Transformation — wegen Satz 18, § 4 des 3. Kap. — immer ‘?ertibren- 
die Parabeln wieder in Parabeln iiber. ine projective Transformation 
andererseits, die Parabeln immer wieder in Parabeln verwandelt, ftihrt 
die unendlich ferne Gerade in sich tiber, denn sie fiihrt alle Parabeln, 


welche die unendlich ferne Gerade in demselben Punkte bertihren, in lauter 
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Parabeln iiber, die eine gewisse Gerade in demselben Punkt bertihren, 
Wiire diese Gerade nicht wieder die unendlich ferne, so hitten die neuen 
Parabeln zwei gemeinsame Tangenten — niimlich noch die unendlich ferne 
Gerade. Dies aber kann nicht der Fall sein, denn sonst miissten auch 
die ursprtinglichen Parabeln noch eine zweite gemeinsame Tangente haben. 
Also kann man die linearen Transformationen definieren als diejenigen pro- 
jectiven Transformationen, die jede Parabel in eine Parabel verwandeln. 
Es giebt insgesamt co* Parabeln, dieselben erfiillen also eine gewisse Diffe- 
rentialgleichung vierter Ordnung. Die linearen Transformationen sind daher 
alle projectiven Transformationen, welche diese Differentialgleichung vierter 
Ordnung invariant lassen. Um die Differentialgleichung aufzustellen, haben 
wir die allgemeine Gleichung einer Parabel 


(av + by)? + 2ca + 2dy +e=—0 


viermal zu differenzieren und die Coefficienten zu eliminieren. Durch die 
erste Differentiation wird sogleich e entfernt. Die zweite Differentiation 
schafft auch ¢ fort, und die dritte giebt, wenn wir durch y” dividieren: 


2 
e ee +abe+d*¥y¥+td=0. 


Die nviichste Differentiation entfernt d. Indem wir dann . = i setzen, 
kommt : 


m9, 


, a 
Ay — 8 im = 0, 


und durch die letzte Differentiation wird endlich auch A fortgeschafft, sodass 
sich ergiebt: 
by? — By" y¥ = 0. 


Wir bemerken noch, dass die Geraden als degenerierte Parabeln auf- 
gefasst werden kénnen, also jede Transformation, die Parabeln in Parabeln 
tiberftihrt, auch Geraden in Geraden verwandelt, d. h. an sich projectiv ist. 

Satz 3: Die linearen Transformationen kinnen definiert werden als 
diejenigen Punkttransformationen tiberhaupt, welche die Differentialgleichung 
vierter Ordnung 

by * — By"yV =0 
invariant lassen*). 


taf, Hineare Wir fanden als allgemeinste infinitesimale lineare Transformation 
Hrzeuger diese : 

endlicher *"_— / ! 

linearer Uf == (Ox al Byy ie V1) as (@,% a Boy ce 72) 4- ad 


Transform, 
Da wir Uf und c- Uf als im Grunde identische infinitesimale Trans- 
formationen betrachten, sobald ¢ eine Constante ist, so giebt es folglich 
gerade oo° infinitesimale lineare Transformationen. Eine beliebige 
derselben erzeugt nun durch fortwihrende Wiederholung oo! endliche 


*) Diese Definition aller linearen Transformationen dtirfte zuerst von Scheffers 
ausgesprochen worden sein. 
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Transformationen, die eine eingliedrige Gruppe bilden. Es liegt nahe 
zu vermuten, dass es lineare Transformationen sind. Wir werden dies 
analog dem friiheren Beweise fiir projective Transformationen iiber- 
haupt Gin § 4 des 2. Kap.) zeigen. 

Hs handelt sich darum, nachzuweisen, dass das simultane System 

dx dy 

2 ig OE Pica eee ree Ses 
( ) me +BY +H eX, + Bey, + Ve 
dessen Integration mit den Anfangswerten x, y von a, y, ftir = 0 
die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe Uf liefert, durch 
Gleichungen von der Form 
(3) H=A02+09Y+G, YH au+bhyte 
integriert wird, in denen die a, b, ¢ gewisse Functionen des Para- 
meters ¢ bedeuten. 

Die Gleichungen (3) sind die Integralgleichungen von (2), wenn 
identisch fiir jedes # und y: 
da 1b, le, 
© oF os is Pe = a, (4,2 + by + G4) +8, (e+ by +e) +, 
day db, dey / 
Tee + Gey +S = eg(qa + by + 4,) + Be(qe+ bay +0.) +75 


wird, oder also, wenn die a, b, ¢ die Gleichungen erfiillen: 


Ut 


) 


da da, 
ae = &, a, + Bids, it = 00, + Bode, 
(4) <7 = @,b, + B,b,, fn oes a,b, + Bybs, 
ade de, 
a = 6 + fie +1; Fe + Bolg + Yo. 


Diese sechs linearen Differentialgleichungen aber lassen sich sicher 
erfiillen durch gewisse Functionen a,, 0,, ¢, G2, 0,, ¢ von ¢ Die 
Integrationsconstanten sind so zu particularisieren, dass a, und 6, fiir 
t=O gleich Hins, die tibrigen b,, ¢,, d,, ¢, aber gleich Null werden, 
denn nur dann geben die Gleichungen (3) fiir ¢— 0 die identische 
Transformation. Dass diese Specialisierung moéglich ist, folgt daraus, 
dass sich die a, b, c vermége (4) nach Potenzen von ¢ entwickeln lassen, 
ohne dass durch (4) die Anfangsglieder bestimmt werden, denn nach 
(4) ist offenbar z. B. , 

Oy = G9 + (04,9 + Bide Ef +++, a = Ay? + (0%0,° + Byte )t 4 >=, 
wenn unter a,°, a,° Integratiousconstanten verstanden werden. Diese 
Werte aber reducieren sich fir ¢= 0 auf a,°, a,°, die wir also gleich 
1 und O annehmen werden. Ahnlich verhalt es sich mit den Ent- 


wickelungen von 0,, 0, und ¢, ¢y. 
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Hs ist also bewiesen: 

Satz 4: Die von einer infinitesimalen linearen Transformation der 
Ebene erzeugte eingliedrige Gruppe besteht aus linearen Transformationen. 

Fiir die Praxis gewahrt die Ziirtickftihrung der Gleichungen (2) 
auf die Gleichungen (4) keine Vorteile. Vielmehr wird man im ge- 
gebenen Falle direct die Gleichungen (2) zu integrieren suchen. Wir 
kommen darauf nachher zurtick. 


Man bemerkt, dass die Gleichungen (4) die a,, b,, ¢, und ay, by, ¢ 
als Functionen von a,t, B,¢, 7,¢ und ot, B,t, y,t bestimmen, die 
hinsichtlich dieser sechs Gréssen unabhingig sind. Denn es ist nach 
(4) die Functionaldeterminante : 

bu Oe. Ben Ou, Boned 
2) ae Oa,t 0B,t Oy, t Oa,t OB,t Oyt 


i Unit ale Ur AU 

Gay Usuics Oe. One. 

O20 0 ONO : 
~ 0. 0.0 “aaboeel eee 

Oi) TO Dec. 

CARI ee (eas i 8 Del 0) ge 


also gleich 4?=—0. Hs besteht daher keine Relation zwischen a,, b,, ¢, 
iz, by, ¢ allein. Dieser Umstand gestattet sofort die Beantwortung 
ene der Frage, ob die co® von den infinitesimalen linearen Transformationen 


crouat von erzeugten eingliedrigen Gruppen von je oo’ endlichen linearen Trans- 


int nearenformationen auch alle oo® endlichen linearen Transformationen ent- 
mationen. halten oder nicht. Ist nimlich eine endliche lineare Transformation (3) 
gegeben, sind also a,, b,, ¢,, a, b3, 6 gegebene Zahlen, so bestimmen 
die Integrationsgleichungen des Systems (4) wegen ihrer Unabhangig- 
keit at, Bit, y,t, Ot, Byt, ot, d. h. die Verhiltnisse der a,, B,, 
V1» 2, By, Ye als Zahlen. Jede endliche lineare Transformation (3) 


wird also von einer infinitesimalen linearen Transformation 


Uf = (1% + By + 11) + ("+ Boy + r2)¢ 
erzeugt, denn in Uf kommt es ja eben gerade nur auf die Verhilt- 
nisse der @,, By, 71, 4, Ba, Y, an. Also: 
Satz 5: Jede endliche lineare Transformation gehirt mindestens 
emer eingledrigen linearen Gruppe an. 
ao, Die Sitze 4 und 5 lassen sich in dem Theorem zusammenfassen: 
eeuet von Theorem 8: Die oo infinitesimalen linearen Transfor- 


inf. linearen 


Transform. Mationen der Ebene erzeugen die sechsgliedrige Gruppe aller 
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endlichen linearen Transformationen der Ebene. Diese Gruppe 
zerfallt dementsprechend in co eingliedrige Untergruppen, und 
jede endliche lineare Transformation gehért einer oder einer 
discreten Anzahl derselben an. 


Wenn wir auf eine lineare Transformation S eine andere lineare 
Transformation 7’ ausfiihren, so entsteht die Transformation 7-197 
(vgl. Satz 5, § 2 des 3. Kap.), die ebenfalls linear ist. Einmal folgt 
dies rein begrifflich: Denn Z-!, S und 7 verwandeln alle drei 
Parallelenbtischel wieder in Parallelenbtischel, mithin fiihrt auch 
TST Parallelen in Parallelen tiber, d. h. 7-187 ist eine lineare 
Transformation. Aber man kann es nattirlich auch analytisch einsehen. 

Eine lineare Transformation 7 fiihrt nun alle Transformationen 
emer eingliedrigen linearen Gruppe wieder in die Transformationen 
einer solchen iiber, insbesondere die infinitesimale Transformation der 
ersteren in die der letzteren Gruppe, nach Satz 7, § 2 des 3. Kap. 

Wir werden alle diejenigen eingliedrigen linearen Gruppen mt Immerhalb 


der linearen 


3 : z 
eimander wnerhalb der allgemeinen tinearen Gruppe gleichberechtigt aiceke 


nennen, die durch lineare Transformation in einander iiberfiihrbar sind. cee uae 
daa kénnen wir nach typischen Formen fiir die verschiedenen spre. 
Scharen yon gleichberechtigten eingliedrigen linearen Gruppen fragen. 
Diese Frage wurde schon in § 3 des 3. Kap. durch Satz 12 erledigt. 
Jenen Satz werden wir jetzt so aussprechen: 

Satz 6: Jede eingliedrige lineare Gruppe ist innerhalb der all- 


gemeinen linearen Gruppe gleichberechtigt mit eimer der acht folgenden : 
ap-+ayqg; op+(et+y)d, ptyd, p+ #4, 
Yd, ©P+ryd, £4, YW. 

Schon damals gaben wir die Figuren der invarianten Punkte und 
Geraden bei diesen acht Typen an. (Siehe Fig. 8.) Danach ist es 
klar, dass keiner dieser Typen iiberzihlig ist, denn es giebt keine 
lineare Transformation, also keine die unendlich ferne Gerade in sich 
iiberfiihrende projective Transformation, die eine jener invarianten 
Figuren in eine andere derselben tiberftihrt. 


Wir kommen schliesslich auf das Problem der Integration des 
Systems (2) oder: ¥ 
dx, ay; 
(5) TP ee oe grate fem be art ee ot, %, + Boy, + V2 


zurtick, welche die endlichen Gleichungen der von 


Uf = (a,2 + By + 7,)p + (a4 + Boy + 72)9 


d’Alem- 
bert’sches 
System. 
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erzeugten eingliedrigen linearen Gruppe liefert. Das System (5) ist 
ein sogenanntes d’Alembert’sches System, und man kann einsehen, dass 
die d’Alembert’sche Integrationsmethode desselben in sehr enger Beziehung 
zur Zurtickfiihrung der infinitesimalen Transformation Uf auf eme threr 
acht typischen Formen steht. 

Das d’Alembert’sche Verfahren besteht bekanntlich darin, dass 
man zwei Zahlen 4, w so zu bestimmen sucht, dass: 
(6) eho = o(Aa, + uy) + 0 
wird. Alsdann niimlich ist diese Gleichung leicht zu integrieren. Sie 
liefert ja, wenn 9 + 0 ist: 


ae, + wy, + = et (ae + wy + 7) 
und, wenn 0 = 0 ist: 
da, + wy, = Ae + wy + nt. 

Existieren nun zwei Verhiltnisse 2: u, fiir welche je eine Gleichung 
von der Form (6) besteht, so erhalten wir so zwei von einander un- 
abhingige Integralgleichungen und das Integrationsgeschift ist zu 
Ende. Andernfalls dagegen miissen wir andere Wege einschlagen. 
Wir werden die Faille einzeln besprechen: 


Da nach (5) 
hh 203 ; 
d( eas wy) == A(a, 2, cia Bit + ”1) +t (ACER + Boy, an Vo) 


ist, so ist (6) dann und nur dann richtig, wenn 
(7) eee Co = 0, 
B,4 + (6, — e)u = 9, 
ist. Weil 4, w, auf deren Verhiltnis es nur ankommt, nicht beide 
Null sein sollen, muss demnach 9 so gewahlt werden, dass: 
ES 


8 Mone 
©) te) eee od 


|e = @ Os 

wird. 4(0)=O ist eine quadratische Gleichung ftir g, die mindestens 
eine endliche Wurzel besitzt. Fiir jede Wurzel @ liefert (7) einen 
Wert des Verhiltnisses 4: u. Bekanntlich ergiebt (7) unendlich viele 
Werte des Verhiltnisses dann und nur dann, wenn alle Glieder der 
Determinante 4(@) verschwinden. Endlich gehéren zu zwei ver- 
schiedenen Werten @, und g,, die (8) erfiillen, auch verschiedene 
Werte des Verhiiltnisses 4: w. 


Ay, + Uy, =n 


Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir zur Erledigung der ein- 
zelnen Fille tiber, die méglich sind, wenn die Gleichung 4(e) = 0 
zwei verschiedene Wurzeln besitzt: 
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I. A(e) =O hat zwei von einander und von Null verschiedene ,.!*es"@- 


tionsmeth.v. 


Wurzeln 0,, 09: d’Alembert. 
O1=F O, 239, +0. 

Dann verschwinden weder fiir @, noch fiir g, alle Glieder der Deter- 

minante (9). Zu jeder Wurzel bestimmen wir also das zugehirige 

Verhiltnis 4: u. Es sei dies 4, :u, und A,: uy. Dann giebt die letzte 


Gleichung (7) jedesmal einen Wert », etwa n, und n,. Sei aie V1, 
1 
Me’ 


3, = M2» 80 ergeben sich also die Integralgleichungen : 
2 


Aye thy Fy = (A, + oy +), 

At, + Wey; + p= e%! (Aya + toy + v2). 
Hiermit ist das Integrationsgeschift erledigt. Wir bemerken, dass 
wir 4,¢-+ wy +r, und Ayx+ uy+yv, als neue Verinderliche x 
und y einftihren kénnen. Dann kime: 


oi el a, Y= ety, 
und 


dy, 
Tiwi is, Sag. heel: 


Uf wiirde also auf die Form 0,xp + o,yq reduciert sein, in der 0, +Q,, 
0; += 0, 0, +0 ist. Bekanntlich lasst diese infinitesimale Transfor- 
mation Uf zwei Geraden im Endlichen invariant (vgl. Fig. 8, § 3 des 
3. Kap.). In der That sind — in den urspriinglichen Verander- 
lichen a, y: 
Aet my ty,=0, 42+ my +m, =0 

diese Geraden, wie man sofort aus den Integralgleichungen sieht. Die 
@Alembert’sche Methode laiuft also darauf hinaus, die im Endlichen 
gelegenen, bei Uf invarianten Geraden zu finden. 

II. 4(o) = 0 hat zwei verschiedene Wurzeln, deren eine, @, von 
Null verschieden, deren andere gleich Null ist. Zur ersteren Wurzel 
gehért ein bestimmtes Verhiltnis 2,:u, und nach der letzten Glei- 


chung (7) ein gewisses n,. Setzen wir n = v,, so ergiebt sich als 
eine Integralgleichung diese: 

Aye yyy ey = (AD A yy + %)- 
Zur zweiten Wurzel 0 von 4(9) =O gehdrt auch ein gewisses Ver- 
hiltnis 2, :, und nach (7) ein gewisses m,. Dann haben wir: 


A (dy Ly + Ue Yi) 


dt Tee 


oder integriert : 
(9) Ag, F Mey = Ag Me Met. 
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Hiermit ist das Integrationsgeschaft beendet, denn wir haben zwei 
von einander unabhingige Integralgleichungen erhalten. Benutzen 
wir 4,2 -+ uy+v, und Aja+ way als neue Veranderliche anstatt 
a“, y, so nimmt offenbar Uf die Form exp -+n,q an, die sich, da 
o + 0 ist, ohne Mtihe auf einen der Typen xp + q und wp reducieren 
lisst, je nachdem n,--0 oder = 0 ist. Im ersteren Fall bleibt im 
Endlichen nur eine Gerade invariant (vgl. den Typus p + yq in Fig. 8, 
§ 3 des 3. Kap.), es ist dies in den urspriinglichen Verinderlichen die 
Gerade 24,¢ + wy + v,=0. Dagegen stellt dann 4,2 + u.y = Const. 
ein invariantes Parallelenbtischel dar, dessen unendlich ferner Punkt der 
noch vorhandene zweite invariante Punkt ist. Im Falle , = 0 bleibt 
(vgl. Typus yg in jener Fig. 8) eine einzelne Gerade 4,4 + uy + 7,=0 
sowie jede Gerade des Parallelenbiischels 2,2 + u,y = Const. fir sich 
invariant, wie aus (9) unmittelbar abzulesen ist. 


Wenn die Gleichung 4(¢) =O zwei gleiche Wurzeln hat, so sind 
mehrere einzelne Falle zu unterscheiden, die wir jetzt auch noch behandeln 
wollen : 

Ill. 4(e) =O hat eine Doppelwurzel 90 += 0, und zwar sollen fiir 
diese Wurzel nicht alle Glieder von 4(o) verschwinden. Alsdann gehirt 


zug ein Verhiltnis 4: sowie ein gewisses ~. Wir setzen wieder — = v 


und erhalten als eine Integralgleichung: 


da, + wy, + v = (aa + wy +»). 


Nun benutzen wir 4x + uy + v als die eine neue Variabele ¢ und irgend 
eine hiervon unabhiingige lineare Function von w und y als die andere y. 
Alsdann nimmt das System (5) die Form an: 


dy, dy, : 
ah aeeae ek Ht = ay, + by, + C. 


Fiir die Determinante dieses Systems gelten dann dieselben Voraussetzungen 

wie ftir die des urspriinglichen Systems, da diese Voraussetzungen, wie wir 

sahen und fernerhin sehen werden, einen rein geometrischen Sinn haben. 

Die neue Determinante lautet: 
aor Gees 

at 


Die =iG 


Da nur eine Wurzel 9 existieren soll, so ist mithin b =o. Ferner ist 
a= 0, weil sonst alle Glieder der Determinante verschwinden. Die Gleichung 

dy 
at = ace'y == ev, + C, 


in der der Anfangswert x die Rolle einer Constanten spielt, ist als lineare 
Gleichung leicht integrierbar. In y und y hat Uf jetzt die Form 


0 
erg tort eto o, 
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und diese Form ist wegen @==0, a0 leicht auf den Typus ap + (a+ y)q 
reducierbar. Bei diesem bleibt nach dem Friiheren nur eine endliche Gerade 
in Ruhe, es ist dies in den urspriinglichen Veriinderlichen die Gerade 
ha + wy + v = 0. Es existiert ferner keine invariante Geradenschar, 
der diese Gerade nicht selbst angehirt, sodass die Integration nicht weiter 
vereinfacht werden kann. 

IY. A(e) =O hat eine Doppelwurzel 9 + 0, und zwar sollen fiir 
diese alle Glieder von 4(0) verschwinden. Es ist hier also: 


0s (Py oy = 0; Py = 0 
und das System (5) lautet: 


dx dy 
aa =oe0, +1, atee = 0% + ro- 


Hier ergeben sich die Integralgleichungen : 


oa a = et'(x ae my, ie - =a at(y +4), 


Q 
und aus diesen folgt, dass jedes: 


Ay + wu 2 Oo A 
hey + wy, + BEAM — cet(ae + py + MEAN) 


_wird. Es ist also jede Gerade der Schar: 


Az, + wy, = Const. 
invariant. Dies deckt sich damit, dass Uf die Form (ex + y,)p + (ey + y2)¢ 
hat, die sich ohne weiteres auf xp + yq zuriickftihren lisst, da o += 0 ist. 
(Vgl. Fig. 8, § 3 des 3. Kap.) 
V. A(e) =O hat die Doppelwurzel 0, fiir die nicht alle Glieder von 
A(o) verschwinden. Dann gehért zu diesem @ =O ein System von Ver- 
hiltmissen von A, w, und wir erhalten: 


Aha, TY) __ 


dt ms 
d. h. als Integralgleichung : 


day + wy, = da + wy + nt. 

Ist » += 0, so sagt dies aus, dass wir eine invariante Parallelenschar 
da + wy = Const. oder einen unendlich fernen invarianten Punkt, aber 
keine einzeln inyariante Gerade im Endlichen haben. Ist n=O, so sagt 
die Gleichung dagegen aus, dass jede Gerade 4a + wy = Const. fiir sich 
invariant ist. In beiden Fallen benutzen wir 47 + wy als neues x und 
eine hiervon unabhiingige lineare Function von # und y als neues 4), sodass 
das System die Form annimmt: 


d dy ; 
oH =n, ai = Oh + OY re. 


Hier ist die Determinante 


—¢ 0 
a>, Di 0 
Sie soll, gleich Null gesetzt, nur die Wurzel 9 = 0 haben. Also ist b= 0, 


94 Kapitel 4, §§ 1, 2. 


Fiir @ =O wiirden alle Glieder verschwinden, wenn nicht a= 0 wiire. 
In der neuen Form lautet Uf: 


0 
nl + (ar + 0 7 


und ist, da a +0 ist, auf die Form p + «q oder aq reducierbar, je nach- 
dem m=+-0 oder m= 0 ist. Die bei diesen Typen invarianten Figuren 
entsprechen in der That den oben gemachten Bemerkungen. In beiden 
Fallen ist die Integration der Gleichung: 


OM = ay, + == ale + mt) +e 


ohne weiteres zu leisten. 

VI. A(o) = 0 hat die Doppelwurzel 9 = 0, fiir die alle Glieder der 
Determinante verschwinden. Hier ist also «, = 6, =o, = (6, =O und 
das System lautet: 

dx, dy, 
Tp alt ay eae os 


Es ist sofort integriert : 
m= 2+ yt, ¥=Y¥ + pt. 
Hier kommt also 
PONS WARD Ie beaten) PIE a6) 
d. h. jede Gerade y,x%, — y,y, == Const. ist imvariant. Uf hat die Form 
yp + yeq und ist sofort auf den Typus qg reducibel. 

Wie man sieht, sind bei der d’Alembert’schen Methode genau die 
Falle zu unterscheiden, die den Typen von infinitesimalen linearen Trans- 
formationen entsprechen. Die Methode besteht eben im wesentlichen darin, 
dass man die bei Uf invarianten Geraden und Geradenscharen aufsucht. 


§ 2. Die specielle lineare Gruppe. 


In Satz 2 des vorigen Paragraphen bemerkten wir, dass die lineare 
Transformation, die der Aufeinanderfolge zweier linearer Transforma- 
tionen mit den Determinanten 4, und 4, Aquivalent ist, die Deter- 
minante 4,4, besitzt. Sind 4, und 4, beide gleich 1, so ist also 
auch die neue Determinante gleich 1. 

Die Aufeinanderfolge zweier linearer Transformationen mit der 
Determinante 1 ist mithin wieder einer linearen Transformation mit 
der Determinante 1 dquivalent. 

Ist S eine lineare Transformation mit der Determinante 1 und 
St die zu ihr inverse, so ist 


SS = 1. 
Wenn also S~* etwa die Determinante D hat, so kommt, da die 
identische Transformation die Determinante 1 besitzt: 


IsDhe= ih, 
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d.h, D=1. Die zu einer linearen Transformation mit der Deter- 
minante 1 inverse lineare Transformation besitzt somit ebenfalls die 
Determinante 1. 

Aus diesen Bemerkungen folgt: 

Satz 7: Alle linearen Transformationen mit der Determinante 1 atin 
bilden eine Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. Grappe. 

Wir nennen sie die specielle lineare Gruppe. Ihre allgemeinen Glei- 
chungen lauten: 


= a0+ by +, Y= a2 + by + o, 
doch sind die sechs Coefficienten an die Relation gebunden: 
a = a,b; — a,b, = I. 

Die Gruppe enthilt folglich nur fiinf wesentliche Constanten, sie ist 
fiinfgliedrig und also eine fiinfgliedrige Untergruppe der allgemeinen 
linearen Gruppe und auch der allgemeinen projectiven Gruppe. 

Thre identische Transformation geht hervor, wenn a, = 0b, = 1, 
ay = b, = ¢, = ¢ = O gesetzt wird, ihre allgemeine infinitesimale also If. Trans- 


formation 

dadurch, dass wir setzen: derselben. 
a, =1-+a,0t, b, — 6,0, é, ==, Ot 
ty = 0,0, b,==1-+ 6,0t, a= 7,06. 


Dann kommt wie friiher: 
Uf = (2 + By + 71)p + (2a + Boy + ¥2)¢- 
Doch soll a,b, — a,b, = 1 sein, also: 
| 1+ a,d¢ B, Ot 
OS aE ee ee 
Dies liefert, da wir nur die unendlich kleinen Glieder erster Ordnung 
zu beriicksichtigen brauchen: 


1+ (a, + B,)dt=1, 


By = — &, 


also: 


sodass kommt: 
Uf = (me + By + 1)P + (ae — Gy + 72)% 
Hierin sind a,, B,, 74, %, 72 vollig willktirlich. Also: 

Satz 8: Die allgemeinste infinitesimale Transformation der speciellen 
linearen Gruppe ist linear ableitbar aus den fiinf von einander unab- 
héngigen : 

Pg, 29, “XP — Yd, YP- 

Bezeichnen wir diese der Reihe nach mit U,/f-- U;f, so bemerken 
wir, dass jedes (U;U,) wieder aus U,f-- U,f linear ableitbar ist. Auf 
diese Bemerkung kommen wir spiter zurtick. 
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Bndliche Unsere Gruppe enthalt oo* infinitesimale Transformationen (da 


pec. lineare 
‘ranstorm, Uf und Const. Uf als identisch betrachtet werden). Jede derselben 
einer infinit, erzeugt eine eingliedrige Gruppe von co’ endlichen linearen Trans- 
formationen. Es steht zu vermuten, dass diese endlichen Transfor- 
mationen der speciellen linearen Garnne angehoren. 
Um dies zu beweisen, kehren wir auf einen Augenblick zu einigen 
Formeln des vorigen Paragraphen zuriick. Wir fanden dort, dass die 


in den endlichen Gleichungen 
y= Ant by +g, Yy= me + hy + oe 
der eingliedrigen Gruppe 
Of = (m2 + By + 71)p + (4% + Boy + ¥2)q 


auftretenden Functionen a@,, 0,, ¢,, G, be, & von ¢ den Gleichungen (4) 
geniigen. Nach denselben ist nun: 


da d 1 05 — 2b 
ee @ dt ao) Ay (Ob, + Baby) +O, (0,4, + By a2) — 


— a,,( 0b, + B,b,) — 0, (ea + Bede) 
= (By + 0) (4,0, — a2b,) = (a, + B2)4, 
also, wenn integriert und dabei bedacht wird, dass sich fiir ¢ = 0 
@,, 0, Gg, b, bez. auf 1, 0,-0.1, also 4 auf 1 reduciert: 
AA a= Cat fa)”, 


Gehért nun Uf der speciellen linearen Gruppe an, d. h. ist a, + 6, =O, 
so kommt 4—1. Jede endliche Transformation der eingliedrigen 
Gruppe Uf hat dann also die Determinante 1. 

Satz 9: Die von emer infinitesimalen Transformation der speciellen 
linearen Gruppe erzeugte emghedrige Gruppe besteht aus Transformationen 
der speciellen linearen Gruppe. 

Da, wie in § 1 bewiesen wurde, jede endliche lineare Transfor- 
mation von einer infinitesimalen linearen Transformation erzeugt wird, 
so kénnen wir diesen Satz erweitern zu dem 

Specielle Theorem 9: Die co* infinitesimalen Transformationen der 


arsoust von specdellen linearen Gruppe der Ebene erzeugen diese fiinf- 
gliedrige Gruppe. Dieselbe zerfallt dementsprechend in cot ein- 
gliedrige Untergruppen, und jede endliche lineare Transforma- 
tion mit der Determinante JES gehort einer oder einer SECRETS? 


Anzahl derselben an. 


Wir kénnten hier wie im § 1 die innerhalb der speciellen linearen 
Gruppe gleichberechtigten, d. h. durch eine lineare Transformation mit 
der Determinante Hins in einander tiberftihrbaren eingliedrigen Gruppen 
auf typische Formen zurtickfiihren. Wir wollen uns jedoch statt dessen 
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ein anderes Problem stellen, zu dem wir im Bisherigen noch kein 
Analogon gegeben haben. 
Zuniichst bemerken wir, dass eine lineare Transformation 

(10) % = 4e+ by tay, %=a&r+ by +e, 
wie jede andere Transformation gleichzeitig alle Punkte der Ebene in 
neue Lagen itiberfiihrt. Wir greifen irgend drei Punkte (a, y), (’, y'), 
(a, y’) heraus, die bei der linearen Transformation (10) etwa in die 
Lagen (,, y;), (@, yy'), (@", yy”) tibergehen mogen. Dann ist: 

1 =4¢e+boy+toq, 4 =aQr+bhy +a, 

a= ae + by te, yy = aa’ + by +, 

T= a2 + HY +4, Y= 4,0" + by’ ce, 


also nach dem Multiplicationsgesetze der Determinanten : 


ee eke bene) Le = Ags a hae 
Se ee | =e Dy 0; ey i 
Yi Yy hie a, 0b, Cy x" y” 1 
oder: 
j ers i 1? = lanytk 
a Cee Va eae es 
Wn Ww 1 ee 
wenn a,b, — a,b, wie friiher mit J bezeichnet wird. Die Function 
jt ab 1} 
PN eee 


der Coordinaten der drei urspriinglichen Punkte geht also vermége 
der Transformation mit der Determinante J in die entsprechende 
Function der Coordinaten der neuen Punkte, die wir J, nennen, iiber, 
aber noch multipliciert mit 7: 
AE a Re 

Deuten wir dies geometrisch. J ist bekanntlich der doppelte 
Inhalt des von den drei urspriinglichen Punkten gebildeten Dreiecks, 
J, entsprechend der doppelte Inhalt des von den transformierten 
Punkten gebildeten Dreiecks oder kurz des transformierten Dreiecks 
(indem die Seiten des ersten Dreiecks genau in die des neuen Drei- 
ecks iibergehen). Also dndert die lineare Transformation (10) den 
Inhalt aller Dreiecke nach constantem, durch 4 gemessenem Verhilt- 
nisse. Ist insbesondere 4 = 1, so ist J, = Jd. 

Da jedes Flachenstiick aus Dreiecken zusammengesetzt werden 
kann, so hat sich ergeben: 


Lie, Continuierliche Gruppen. q 


Transfor- 
mation der 
Flachen- 
inhalte. 


Invariante. 
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Satz 10: Line lineare Transformation mit der Determinante 4 
dindert alle Flicheninhalte in dem constanten Verhdlinis 4:1. Eine 
specielle lineare Transformation ldsst alle E'ldcheninhalte ungeandert. 

Man kann sich fragen, welche projectiven Transformationen tiber- 
haupt die Flicheninhalte nach constantem Verhiltnis indern. Ohne 
auf die analytische Ableitung einzugehen, begniigen wir uns mit 
einer geometrischen Uberlegung: Eine projective Transformation, die 
eine im Endlichen gelegene Gerade in die unendlich ferne iiberftihrt, 
verwandelt gewisse Dreiecke offenbar in unendlich grosse. Demnach 
muss die gesuchte Transformation die unendlich ferne Gerade in sich 
iiberfiihren, also linear sein. Daher: 

Satz 11: Die allgemeine lineare Gruppe besteht aus allen projectiven 
Transformationen, welche die F'ldcheninhalte nach wgend einem constanten 
Verhdlinis dndern, die specielle lineare Gruppe imsbesondere aus allen, 
welche diese Inhalte wngedndert lassen*). 


Der doppelte Flacheninhalt J ist eine Function der Coordinaten 
dreier Punkte. Er bleibt bei jeder Transformation der speciellen 
linearen Gruppe invariant, und wir sagen daher, die Function J ist 
eine Invariante der speciellen linearen Gruppe. 

Fragen wir nach allen Functionen g(a, y, wv, y’, x’, y”) der sechs 
Coordinaten, welche bei allen Transformationen der speciellen linearen 
Gruppe invariant bleiben, d. h. fiir welche vermége jeder speciellen 
linearen Transformation 


P81 Hh, MW MW )= Oy, wy, 2, y) 
ist. Hine solche Function miisste zunaichst bei der allgemeinen infini- 
tesimalen ‘Transformation 
Uf = ap + bq + exq + d(ap — yq) + eyp 


der speciellen linearen Gruppe ungeindert bleiben. Diese aber erteilt 
x, y die Incremente: 


da =(a+da+ey)dt, dy=( b+ ca — dydt 
und analog wv, y’ die Incremente: 
da =(a+ da'+ ey')dt, dy = (0 + cx —dy)dt 
und endlich «”, y’ diese: 
Oa” = (a+ dx"+ ey")dt, dy” = (0+ ca” — dy’) dt, 


also auch gm den Zuwachs, wenn wir ihn durch o¢ dividieren: 


*) Vel. hierzu ,,Diffgln. m. inf, Trf,“ Kap. 4, § 4. 
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oe 
ot 


=(a+de + ey) ae + (b+ ex — dy) ~ oa a 
(11) + (+ de! + ey) 5% + (b+ 0a’ — dy) 2% 4 


peer ” Cg ur ” a) 
+ (a+ dx"+ey aa + (6 + cx’ —dy ayn 


Dieser soll Null sein, wie auch a, b, ¢, d, e gewiihlt sein mégen, Ks 
soll also einzeln sein: 


we ae oy 
Og Op Op hi 
By + ay + By" 0, 
é 1 O  O 
) a P 9p 
(12) | os oy ae i rar! oy” sine 
29 24 de, a9 1 9 
Ga ag + oe y Pay Bay oy” 0, 
, tae es 
y oo 2 +y 10) 


Offenbar sind die linken Seiten nichts anderes als die durch 0¢ divi- 
dierten Incremente, welche g bei den fiinf einzelnen infinitesimalen 
Transformationen p, g, «q, «p— yq, yp erfihrt, aus denen sich be- 
kanntlich Uf linear ableiten lasst. 

Aus einem allgemeinen Satz iiber vollstindige Systeme von linearen 
homogenen Differentialgleichungen, auf den wir hier nicht eingehen 
wollen, folgt ohne weiteres, dass es eine Function  giebt, welche die 
Forderungen (12) erfiillt, und dass jede andere Function gp, welche 
(12) geniigt, eine Function dieser einen allein ist. Nun aber wissen 
wir, dass J eine Function ist, die sicher die Gleichungen (12) erfiillt. 
Daher ist jede Function der Coordinaten dreier Punkte, welche bei 
allen infinitesimalen Transformationen der speciellen linearen Gruppe 
invariant bleibt, eine Function des Flacheninhaltes des Dreieckes der 
drei Punkte. Offenbar ist jede solche Function auch bei jeder end- 
lichen speciellen linearen Transformation invariant. 

Ubrigens bemerken wir, dass das System (12) ohne Miihe inte- 
griert werden kann. Nach den beiden ersten Gleichungen enthalt 
nur 7 — wv, z«—2’,y—y,y—y. Fihrt man diese Differenzen als 
Veranderliche ein, so nehmen die drei letzten Gleichungen sehr ein- 
fache Formen an. Die zweite derselben ergiebt, dass m eine Function 
von (@— “)\y—y), @—2 )\y—y") und @ — #)y—y) — 
(a — «’)(y—y) allein ist, wahrend darauf die beiden noch tibrigen 
zeigen, dass » nur die letzte dieser drei Gréssen, die nichts anderes als J 
ist, enthalt. Der Leser mége die genaue Ausrechnung selbst durchfiihren. 

irfhes 


Univ. of Arizona Library 


100 . Kapitel 4, § 3. 


§ 3. Die Gruppe der Bewegungen. 


Die in § 1 und § 2 betrachteten Untergruppen der allgemeinen 
projectiven Gruppe der Ebene waren dadurch charakterisiert, dass sie 
alle Flacheninhalte proportional inderten bez. ungeiindert liessen. Wir 

Projective wollen nunmehr alle projectiven Transformationen ins Auge fassen, 


Transform., 


avelehe welche die Entfernungen je zweier Punkte invariant lassen, also zwei 


fexnungen Punkte stets in gleichweit von einander entfernte neue Punkte tiber- 
lassen. fiihren. Offenbar kann eine solche projective Transformation keine im 
Endlichen gelegenen Punkte ins Unendlichferne transformieren, denn 
sonst wtirden gewisse Strecken unendlich gross. Sie muss also linear 


sein. Die lineare Transformation 

t= Get hy ta, ¥4=ar+ byte 
fiihrt nun den Punkt (#, y) in den Punkt (2,, y,) tiber und ferner 
der Punkt (a’, y') etwa in den Punkt (z,,, y,'). Alsdann ist: 

t= 0+ DY +, Yy = aX + day’ + &. 
Das Quadrat des Abstandes der beiden transformierten Punkte von 
einander ist also: 

@—“4)P +H —-“Ay=14¢ —2) $6G¢— yr 
+ [a.(@ — #) + bay — y/) P. 
Es soll gleich dem Quadrat der Entfernung der urspriinglichen Punkte 
von einander, d. h. gleich 
(=e Ea 

sein und zwar fiir alle Werte der Coordinaten x, y, a’, y’. Es muss 


daher notwendig: 
a+ a7 =1, 6+ b?=—1, 


a,b, + a,b, = 0 
sein. Die beiden ersten Gleichungen werden in allgemeinster Weise 
dadurch befriedigt, dass wir setzen: 
a,=cCOSa, a,—sina, b,=—cosp, b, =sin B. 


Alsdann giebt die dritte: 
cos (@ — 6) =0, 
d. h. 


B=a-+(2x+1) >: 


Hierin bedeutet x eine positive oder negative ganze Zahl. Mithin 


ist nun: 
b, =(—1)*+' sina, b, = (—1)* cosa. 


Also haben wir entweder zu setzen: 
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a, = Cos a, a, = sin a, 

b =— sina, b, = cosa 
oder 

a, = cos a, ad, = sin a, 

6, == sin a, b, = — cos a. 


Bezeichnen wir noch ¢c, und ¢ mit a und 8, so lautet unsere gesuchte 
Transformation im ersten Falle: 


(13) a, =xcosa—ysinae+ta, y,=«sna+tyosatb 
und im zweiten: 
(13) #,=xcosatysnata, y,=a«sna—ycosa+b. 


Es giebt also zwei Scharen von projectiven Transformationen, Pcie 
welche alle Entfernungen ungeiindert lassen, nimlich die Schar (13) derselben. 
und die Schar (13’). Offenbar bilden alle derartigen Transformationen 
eine Gruppe, denn fiihrt man nach einander zwei solche Transforma- 
tionen aus, so werden die Entfernungen nicht geindert, die der Auf- 
einanderfolge fquivalente projective Transformation lasst demnach 
auch die Hntfernungen invariant und gehért der Gesamtheit jener 
Transformationen an. Auch enthilt diese Gruppe zu jeder ihrer Trans- 
formationen die inverse, denn die durch Auflésung von (13) oder (13’) 
entstehende Transformation hat wieder die Form (13) bez. (13’). 

Wir nennen jedoch diese Gruppe nicht-continmerlich, weil sie aus Nicht-con- 
zwei getrennten continuierlichen Scharen von Transformationen be- S™»re. 
steht. Denn die beiden Schaaren (13) und (13’) haben einen ver- 
schiedenen analytischen Ausdruck. 

Unmittelbarer tritt dies hervor, wenn man die Gleichungen (13) 
und (13’) geometrisch deutet. Man kann die durch (13) vermittelte 
Transformation offenbar dadurch herstellen, dass man die ganze starr 
gedachte Ebene um den Winkel « um den Punkt (a, b) in positivem 
Sinne dreht. Die Transformation (13) kann also durch eine Rotation 
der Ebene in sich hergestellt werden. Nicht so (13°). Hier werden 
wir zuniachst die ganze Ebene etwa um die «-Axe umgeklappt denken, 
wodurch y in —y, also (13’) in: 

“x =xLcosa—ysna+ta, y,—=xcsna+ycosa +b 


iibergeht. Alsdann wird eine Rotation um den Punkt (a, b) mit dem 
Drehwinkel « die Uberfiihrung in die neuen Punkte (x, y,) beenden. 
Jede Transformation (13’) kann somit als eine Umklappung und darauf 
folgende Rotation aufgefasst werden. Hine Transformation (13) ver- 
wandelt alle Figuren in der Ebene in congruente, eine Transfor- 
mation (13') in symmetrische. 


Continuierl, 
ruppe. 
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Wir wollen nun nur diejenigen unserer Transformationen be- 
trachten, welche keine Umklappung der Ebene bewirken, also nur die 
Transformationen (13). Auch diese bilden ftir sich eine Gruppe, denn 
aus den beiden Transformationen 

2=a“2cosa—ysna+ta, y,=xsna+ycosa-+ b 
und 
Yo = %, COS %, — ¥, Sina, + a, Yo= 4, sina, + y, cosa, + J, - 

folgt durch Elimination von x, und y,: 

&, = x cos (+ a,) — ysin (@ + &)+a-+ a, 

Y, = «sin (a + @,) + y cos (a+ a,)+6+ b,, 
also wieder eine solche Transformation. Ferner ist die zur Trans- 
formation (13) inverse wieder von der Form (13). Es stellt also (13) 


ye eine continuierliche Gruppe mit paarweis inversen Transformationen day. 


Bewegung. 


Gruppe 
der Beweg- 
ungen. 


Jede Transformation, welche alle Strecken in gleich grosse Strecken 
verwandelt, fiihrt natiirlich eine beliebige Figur in eine ihr congruente 
oder zu ihr symmetrische iiber. Im ersteren Falle kénnen wir die 
Transformation dadurch herstellen, dass wir eine Strecke nach ihrer 
neuen Lage fiihren und uns die ganze Ebene starr mit dieser Strecke 
verbunden denken. Jede solche Transformation heisst eine Bewegung 
der Ebene in sich. Der Begriff ,,Bewegung“ ist also in seiner scharfen 
Bedeutung dem Begriff ,,Transformation“ untergeordnet. HEntsprechend 
nennen wir die Gruppe (13) die Gruppe der Bewegungen der Ebene in sich. . 

Zwei Transformationen (13) stimmen nur dann tiberein, wenn in 
beiden a, a, b dieselben Werte haben. Alle drei Parameter a, a, b 
sind deshalb wesentlich: Hs giebt oo* Bewegungen der Ebene in sich, 
die Gruppe ist dreighedrig. Da die Gruppe zu jeder ihrer Transfor- 
mationen die inverse enthalt und die Aufeinanderfolge beider einer- 
seits der Gruppe angehdren muss, andererseits die identische Trans- 


-formation ist, so folgt, dass es Werte der Constanten a, a, b geben 


muss, ftir welche sich die Gleichungen (13) auf 7, = 2, y, = y redu- 
cieren. In der That sind dies die Werte « = 2x21, a=b=0. x be- 
deutet hier irgend eine positive oder negative ganze Zahl. 
In allgemeinster Weise erhalten wir demnach eine infinitesimale 
Transformation der Gruppe, wenn wir 
a=2un+Adt, a=udt, b=vodt 


setzen. Dann kommt, da 
A0t As dt 


cos (2x0 + Adt) = cosddt = 1 — ais +.. 
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da=a,—2—e(—SF 1. jee Mie) ene, 


2542 
dy =y, —y =a (_ )+y(— . -) + vot. 

Setzt man hierin die unendlich kleinen Glieder erster Ordnung gleich 

Null, d. h, A= w =v =0, so verschwinden alle Glieder rechts. Es 
kommen also in beiden Entwickelungen, sobald sie nicht ganz ver- 
schwinden, nicht verschwindende Glieder erster Ordnung vor. Diesen 
gegentiber sind die von hdherer Ordnung zu vernachlassigen. Es 
kommt also: 

Ox —=(—Aytu)dt, dy=(Aat+ vot. 
Daher lautet die allgemeinste infinitesimale Bewegung: pera 


Bewegung. 
(— Ay + w)p + Aa + v)q 
Uf = A(zq— yp) + up + v9 


Sie ist linear ableitbar aus den drei von einander mieidina infini- 
tesimalen Bewegungen 


oder 


P, 4, £Q— YP. 
Bezeichnet man diese mit U,f, U,f, U;f, so ist 
(U,U,) =0, (U,U;)=U,f, (U,U;)=— Uf. 
Die Klammerausdriicke sind also wieder infinitesimale Bewegungen, 
was wir hier anmerken, um spiter darauf zurtickzukommen. 


Jede der oo° infinitesimalen Bewegungen 
Uf = 1(xq— yp) + wp + vg 
erzeugt nun eine eingliedrige Gruppe von oo’ endlichen projectiven 
Transformationen. Dass auch diese Bewegungen sind, ist leicht ein- Gowen 


zusehen. Denn man braucht nur zu zeigen, dass die Ine ctairleiehwnnen spe) 
des simultanen Systems wegungen. 
da, oes, ay, Ai 
—Ay, +e Aa ‘ 
welche die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe Uf sind, 
die Form 
2, =xeosa—ysina+a, y,=a«xsna+ycosa-+ bd 
besitzen, in der «, a, b gewisse Functionen von ¢ bedeuten. Offenbar 
sind a, a, b als solche Functionen von ¢ zu wihlen, welche den 


Gleichungen : 


dx BOM, 
is —(— gsina —y cosa) 9¢ + 3 A(a sin « + y cos o + b) + u 
oh — ( x cos — ysin a) $4 OP — A(“@ cosa—y sina + a) + ¥ 
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oder also den drei Gleichungen : 


doe da reed 


geniigen und sich fiir t= 0 bez. auf 2a, 0, 0 reducieren. Die erste 
dieser drei Gleichungen aber giebt integriert: 


a = 2x42 -+ At, 
wahrend aus der zweiten und dritten folgt: 
a — A(Ab — w), fee oe =A(la+). 


Diese Gleichungen aber geben integriert, da sich 4a-+v fiir t= 0 
auf v, 4b — w auf — w reducieren soll: 


Aa + v=vcosdat+ wsin At, 
Ab — wu =v sin At — w cos At, 


sodass wir erhalten: 


a= 2un-+ di, 
a= — 7 + = (v cos At + wsin Ad), 
b= ots sin At — w cost). 
Die von 
(14) Uf = 4(2q — yp) + wp + vg 
oder, wenn _ und + mit m und » bezeichnet werden, die von 
(14’) Uf = xq — yp + mp + ng 


erzeugte endliche Gruppe von Bewegungen lautet mithin: 


a = («+ 7) cos At — (y—*) sin dt— =, 


(15) 
v . 
y, = (e+ 2 sin A¢+ (y— ) cos At + + 
tan, Hs sind dies die Rotationen um den Punkt mit den Coordi-’ 
naten — a + eh was noch deutlicher hervortritt, wenn wir die 


Gleichungen (15), indem wir A¢ als Parameter ¢ benutzen, so schreiben: 
15’) (f + n = (x + n) cos t — (y — m) sin ft, 
Y, — m= (a + n) sin t + (y— m) cost. 


Hierbei wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass 4+ 0 sei. Ist 
4=0, so ist Uf die Translation 


(16) Uf=up +9, 


translation, welche die eingliedrige Gruppe von Zranslationen: 
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(17) t—ae+rut, y=yt ve 
erzeugt, die auch Bewegungen sind. 

Satz 12: Jede infinitesimale Bewegung erzeugt eine eingliedrige Esmee 
Gruppe von Bewegungen. Diese besteht entweder aus allen Rotationen pari Atk 
um eimen festen Punkt oder aus allen Translationen lings einer festen 
Richtung. 

Es liegt nahe, die Translationen als Rotationen um einen un- 


endlich fernen Punkt aufzufassen. 


Liegt nun umgekehrt irgend eine Bewegung (13) vor, so gehért 
sie sicher einer dieser eingliedrigen Gruppen an. Dies erhellt daraus, 
dass sie in der Form (15’) oder (17) geschrieben werden kann. Ist 
«+= 2x2, so hat man zu dem Zwecke nur m und » zu bestimmen aus 
den Gleichungen : 


n cos & + msin a —n —a, 
nsin a -—mecosa-+m=b, 


was immer moglich ist. Wenn « = 2xz ist, so hat (13) unmittelbar 
die Form (17). 

Satz 13: Jede endliche Bewegung wird entweder von einer infini- 
tesemalen Rotation oder von emer infinitesimalen Translation erzeugt. 

Hs ist klar, dass jede Bewegung der Ebene als Rotation oder 
Translation aufgefasst werden kann. Wegen der Gruppeneigenschaft 
fliesst hieraus das Ergebnis: 

Satz 14: Die Aufeinanderfolge zweier Rotationen oder Translationen 
ist einer einzigen Rotation oder Translation dquivalent. 

Dies lasst sich tibrigens auch geometrisch ohne Miihe einsehen. 

Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe von Bewegungen sind 
concentrische Kreise oder parallele Geraden. 

Gleichberechtigt innerhalb der Gruppe aller Bewegungen werden wir go Gravre 
zwei eingliedrige Gruppen von Bewegungen dann nennen, wenn sie \runson 
durch eine Bewegung in einander tibergeftihrt werden kémnen. Nach $y ntey- 
Satz 9 in § 2 des 3. Kap. wird jede Rotation, jede Bewegung also, *™?P™ 
die einen Punkt in Ruhe lasst, durch eine Bewegung wieder in eine 
Rotation tibergefiihrt. Mithin ergiebt sich, da es stets Bewegungen 
giebt, welche einen bestimmten Punkt in einen anderen bestimmten 
Punkt verwandeln, dass alle eingliedrigen Gruppen von Rotationen mit 
einander, also auch etwa mit der der Rotationen um den Anfangspunkt 


0 ieee 


eleichberechtigt sind, und dass die eingliedrigen Gruppen von Trans- 


; 
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lationen fiir sich eine Schar gleichberechtigter eingliedriger Gruppen 
bilden, als deren Typus gewihlt werden kann: 


| 
Oh Ie 


Theorem 10: Die Gruppe aller Bewegungen der Ebene zer- 
fallt in co® eingliedrige Untergruppen, und jede endliche Be- 


wegung gehort eer derselben an. 


Jede der oo eingliedrigen 


Untergruppen ist vermoge einer Bewegung tiberfiihrbar in einen 


der Typen: 


RD ee 


Wir wollen schliesslich hier, wie in § 2 bei der speciellen linearen 
Tuvariante. Gruppe, gewisse bei allen Bewegungen invariante Functionen aufsuchen: 


Invariante 
aweler 


Hs seien (2, y) und (a, y’) zwei beliebige Punkte. Durch irgend 


Punkte eine Bewegung der Ebene werden sie etwa in die Punkte (2,, y,) und 
Fragen wir uns, welche Functionen g von 
xa, y, x“, y bei allen Bewegungen ungeiindert bleiben, also die Be- 


(x;', ¥) tibergefiihrt. 


dingung erfiillen: 


p (a; Yr5 ae, Vy) == p(x, Y; ‘he y'). 


Eine solche Function muss insbesondere bei der allgemeinen infini- 


tesimalen Bewegung 


Uf =i(aq — yp) + up + v9 


Diese erteilt x, y die Incremente 


ungeindert bleiben. 


Ox = (— dy + w)dt, 


und analog w’, y’ diese: 


da = (— Ay’ + w)dt, 


dy = (Ax + v)dt 


Oy = (Aa + v) dt. 


gy erfahrt also den durch O¢ dividierten Zuwachs: 


op 


Ug = x 


(— ay + v) 
+ (— ay +) £4 + (aa + 0) £. 


a 
Cx 


+ (Aw + v) S24 


yi 


Er soll Null sein fiir alle Uf, d.h. fiir alle Werte der Constanten 4, u, v. 
Demnach soll einzeln sein: 


Og 


99 
Ox 


+2 


ey 
oy 


CD. EOD Ras 
ag 1 ‘ieee 
Op 
es =; 
oy 
> ao 


Offenbar sind die linken Seiten nichts anderes als die durch d¢ divi- 
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dierten Incremente, welche p bei den drei von einander unabhiingigen 


infinitesimalen Bewegungen aq — yp, p, q erfiihrt, aus denen Uf linear 
ableitbar ist. Das Verschwinden dieser drei Incremente zieht das Ver- 
schwinden des allgemeinen Incrementes Ugdt nach sich. 

Wir haben hier drei Gleichungen fiir g mit vier Verinderlichen. 
Sie bilden ein sogenanntes vollstindiges System, und aus der Theorie 
der vollstiindigen Systeme ist unmittelbar zu entnehmen, dass alle 
Functionen g, welche diese drei Gleichungen erfiillen, dargestellt werden 
kénnen als Functionen einer einzigen derselben. Nun aber wissen wir, 
dass der Abstand zweier Punkte eine Invariante ist. Mithin ist jede 
Liésung dieser Gleichungen eine Function von 


@— a + (yy) 


alle. Der Leser mége dies durch directe Integration der drei Glei- 
chungen verificieren: Nach den beiden letzten Gleichungen enthilt 
nur «—a und y—y’. Fiihrt man diese als Verinderliche ein, so 
wird die erste Gleichung sehr einfach. 

Wir sagen daher: 

Satz 15: Zwei Punkte besitzen bei der Gruppe aller Bewegungen 
der Ebene nur eine Invariante, niéimlich thren gegenseitigen Abstand. 


Abnlich kann man fragen, welche Functionen g der Coordinaten 
dreier Punkte (a, y), (2, y), (w”, y”) bei allen Bewegungen invariant 
bleiben. Indem man wieder fordert, dass m bei der allgemeinen infini- 
tesimalen Bewegung Uf ungeindert bleibe, gelangt man zu drei Diffe- 
rentialgleichungen in den sechs Verinderlichen. Man kann aus all- 
gemeinen Sitzen der Theorie der vollstindigen Systeme schliessen, dass 
sie nur 6 —3=3 von einander unabhingige Lésungen besitzen, indem 
jede andere Liésung eine Function dieser drei ist. Es sind uns aber 
drei von einander unabhangige Lésungen bekannt, namlich die drei 
Abstinde der drei Punkte von einander. 

Wenn wir allgemein » Punkte mit ihren 2m Coordinaten ins 
Auge fassen, so ergeben sich drei Differentialgleichungen in 2” Ver- 
finderlichen. Dieselben bilden ein vollstindiges System mit 2n — 3 
yon einander unabhingigen Loésungen. Es haben aber x Punkte 
erect Abstande von einander. Da dieselben Invarianten sind, so 


kénnten wir hieraus folgern, dass von diesen dee) Abstinden alle 
durch nur 2” — 3 derselben ausdriickbar sind. Dies aber ist ein Satz, 


der geometrisch leicht zu beweisen ist, denn kennt man die 2(n — 2) 
Abstinde aller Punkte von zwei bestimmten, und den Abstand dieser 


Invariante 
dreier 
Punkte. 
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beiden von einander, also insgesamt 2m — 3 Abstinde, so sind da- 
durch offenbar alle Entfernungen festgelegt. 

Auf die hier mehrfach und auch schon in § 2 erwihnten Sitze 
aus der Theorie der vollstindigen Systeme werden wir an einer 
spaiteren Stelle kurz zurtickkommen. Hier geniige fiir den Leser, 
der die Theorie derselben nicht kennt, die Bemerkung, dass die 
obigen und die weiter unten vorkommenden Systeme von Differential- 
gleichungen sogenannte vollstaindige Systeme sind, und dass ein aus 
y Gleichungen bestehendes (r-gliedriges) vollstindiges System mit n 
unabhangigen Veriinderlichen » — 7 von einander unabhingige Lé- 
sungen besitzt, sodass jede andere Lésung derselben eine Function von 
diesen » — r Losungen ist. 


Wir wollen nunmehr ein anderes Invariantenproblem kurz be- 
sprechen: Wie iiberhaupt bei jeder Transformation (vgl. § 3 des 
2. Kap.), so wird insbesondere bei jeder Bewegung der Differential- 


quotient oder die Richtungscoordinate y’ = af transformiert. Bei der 


infinitesimalen Translation p ist dv = dt, dy = 0. Da nun allgemein 


1 _ ody  dOdydx —dyddu _ ddydx—dydda _ doy ,d0& 
oy =0 aL ae a ada? “Ga 4 de 


ist, wo die Differentiation nach x immer als totale aufzufassen, also 


a =y zu setzen ist, so ergiebt sich hier ftir y’ das Increment 
Oy == 0; 
EKbenso ergiebt sich bei q 
oy = 0. 
Bei der infinitesimalen Rotation xq — yp ist ferner dv = — ydt, 


Oy = x0t, daher 
dy = (1 + y?)dt. 


Bei der allgemeinsten infinitesimalen Bewegung 


Uf = A(aq — yp) + wp + 9 
erhalten wir abhnlich: 
Oy = AL + y*)dt. 

Wir nennen diese Mitberiicksichtiguug der Transformation des Diffe- 
Frveiterngrentialquotienten die Hrweiterung der urspriinglichen Transformation. 
Bewegung. Hine Function f(a, y, y') erfahrt bei Uf das durch dt dividierte In- 

crement: 


A(aq — yp) + up + vg +a + y?) so 
of 


cme ; m 0 
wenn, wie immer, unter p und q die Groéssen aig und al verstanden 
y 
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werden. Bezeichnen wir By abkiirzend mit q’, so lautet also das 


Symbol der erweiterten infinitesimalen Bewegung Uf: 
A(zqg— yp) + uptrvgt+ad+y?)¢. 
Hine Differentialgleichung Dur 
y(a, Y; y) = 0 
bleibt bei allen infinitesimalen Bewegungen invariant, wenn bei den- 
selben g stets einen Zuwachs erhilt, der vermége cee ty V0 
verschwindet. Wir diirfen annehmen, ee Difereaualgle chine gy =0 


ee Le 
dn? dy? dy 
alle drei frei von y’ sind. Wir verlangen nun, dass fiir alle Werte 
von A, uw, v 


a(x S@ —y 5%) + use ty tat y) 


verschwinde vermége gy =O. Es miissen also einzeln 


liege in aufgeléster Form y’—- a(x, y) =0 vor, sodass 


ea eae 
verschwinden, wenn darin fiir y’ der aus gy =O folgende Wert ein- 
gesetzt wird. Die beiden ersten Ausdriicke enthalten aber y’ gar 
nicht. Es muss also tiberhaupt 

Op __ Ors 

Ca Se! Oui 


sein, d. h. m enthalt nur y’. Der dritte Ausdruck reduciert sich, da 
Op __ 
oy 
verschwinden, d. h. y’ ist gleich +7. Demnach ergeben sich als die 
 beiden einzigen bei allen infinitesimalen Bewegungen invarianten Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung diese beiden: 


= 1 angenommen werden durfte, einfach auf 1 + y’* Er soll 


y= i, y= Sal 
Sie bleiben aber auch bei jeder endlichen Bewegung: 
“—=x“2ceosa—ysna+t+a, y¥,—xsnae+ycosa+b 


invariant, denn hier ist der neue Differentialquotient (vgl. § 3 des 
2. Kap.): 
,__ ay, _ dz-sna+dy-cosa _ sin o -f y COS 
"~~ de, dx-cosa—dy-sina cosa — y sin a 


Ist aber y’—=-+ 7, so wird hiernach auch y,’= + 2. 
Die erhaltenen Gleichungen 


eae 
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sind die Differentialgleichungen zweier Parallelenscharen, die freilich 
imaginar sind: 
x + iy =Const., 2— iy = Const. 
Jede besitzt einen unendlich fernen Punkt. Unser Ergebnis ist also 
dies: Bei allen Bewegungen bleiben zwei unendlich ferne imaginare 
Punkte in Ruhe. Dies sind eben jene Punkte, in denen alle Kreise 
ures, der Ebene die unendlich ferne Gerade treffen, die sogenannten Kreis- 
punkte, von denen schon gelegentlich die Rede war. Dass kein Punkt 
im Endlichen bei allen Bewegungen in Ruhe bleibt, ist lewht einzu- 
sehen. 
Man kann umgekehrt alle projectiven Transformationen aufsuchen, 
welche die Kreispunkte in Ruhe lassen. Offenbar muss eine solche die 
unendlich ferne Gerade invariant lassen, also zunachst die Form haben: 


Hy = ant hy +a, Y= me + by + &. 


Sie soll #-+ cy = Const. wieder im x, + ty, = Const. tiberfiihren. 
Daraus folgt, dass sie die Form hat: 

L,—=—o(x«cosa—ysina-+a), y, = o(x sin a — y cosa + D). 
Ist insbesondere @ = 1, so ist sie eine Bewegung. Bei beliebigem 
Werte der Constanten g dagegen stellt sie eine sogenannte Ahnlich- 
keitstransformation dar, die alle Figuren in &hnliche yerwandelt. 

Wir heben noch hervor, dass die Gruppe der Bewegungen auch 
als die Gruppe aller Transformationen des Cartesischen Coordinaten- 


systems bezeichnet werden kann, bei denen keine Umklappung des 
Axenkreuzes eintritt. 


Bei der allgemeinen infinitesimalen Bewegung 


Uf = 1(eq — yp) + wp + vg 
erfihrt auch der zweite Differentialquotient y” einen Zuwachs. Es kommt: 


we dy ddydx — dy dex doy 7 A0& 
dy = 05 = 5 == — 4 
dx da dx hte. 
also, da 
dy = 11 + y*)dt, dx = (— ryt pdt 
ist : 


oy = 31y'y Ot, 
sodass eine Function f(x, y, y’, y”) den durch dt dividierten Zuwachs 
Mag — yp) + wp + vg + ad + g®)g'+ Biy'y" gl" 
Zweite : 


ee " 
Erweiterung? fibrt » wenn @ 
einer inf. 


eae ae — 
oa" ist. Wir sind so zum Begriff der zweimal er- 


Bewegung. Weiterten infinitesimalen Transformation Uf gefiihrt. 
Invariante i j . S : 4 stays . 
no Kine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


pla, Y, y', y") 10 
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bleibt demnach bei jeder infinitesimalen Bewegung invariant, wenn fiir alle 
Werte von A, uw, v 


) Og eg r9 ra O 
ie ico a a a ae 
vermige g = 0 verschwindet, also auch insbesondere 
Og Og 


a =O, = 0, 
Cx oy 


Or) ryt Cg . 
Bg 8 6 + (1+9%) 5% + 3yy ia 


ist, sobald darin ftir y” der aus gp = 0 folgende Wert gesetzt wird. Indem 
wir g = O in der aufgelésten Form 


y’— az, y, y') =0 
voraussetzen diirfen, finden wir, dass die beiden ersten Forderungen iiber- 
haupt y” nicht enthalten und mithin an sich erfiillt sein miigsen. Sie 
sagen aus, dass gm frei von x und y ist. Die letzte reduciert sich danach 
wegen gp =y — w(y’) auf: 
(ty 


aa 3y4@ = 0. 
Sie giebt integriert 
o = (1 + 92)? - Const. 


Die allgemeinste bei jeder infinitesimalen Bewegung invariante Differential- 
gleichung zweiter Ordnung lautet demnach, nach der Constanten aufgelist: 


— = Const. 
a+ y)* 
Ihre geometrische Deutung lehrt, dass jede dieser 00’ Differentialgleichungen 
auch bei jeder endlichen Bewegung invariant ist. Denn die linke Seite ist 


das bekannte Kriimmungsmass und die Integralcurven sind also alle Curven  Krim- 
mungsmass. 


von constantem Kriimmungsmass a, d. h. alle oo? Kreise mit dem Radius me 


Natiirlich ftihrt jede endliche Bewegung jeden solchen Kreis in einen eben- 


solchen iiber. Die Grisse ae ist somit bei jeder Bewegung invariant. 
ie ee dl: 
Wir nennen sie daher eine Differentialinvariante und zwar eine von zweiter Differential- 
invarian 
Ordnung. 


Satz 16: Die Gruppe der Bewegungen der Ebene besitet als einzige 
Differentialinvariante zweiter Ordnung das Kriimmungsmass 


” 


Stet ake nh 
ay! 
Invariante 


Wir stellen es dem Leser anheim, in thnlicher Weise die invarianten yii0T 3" 0. 
Differentialgleichungen dritter Ordnung aufzusuchen. Man hat zu dem 
Zweck auch dy” zu berechnen. Dann findet man durch allerdings nicht 
ebenso einfache Rechnung wie bisher, dass jede invariante Differential- 
gleichung dritter Ordnung die Form hat: 
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oe or 


r’? ds 


Hier bedeutet — als reciproker Wert des Kriimmungsradius r das invari- 


ante Kriimmungsmass, ds das Bogenelement V1 + y7da. Geometrisch ge- 
deutet stellt diese Gleichung co® Curven dar, lings deren die Bogenlinge s 
ein und dieselbe Function des Krtiimmungsradius allein ist. Offenbar wird jede 
solche Curve auch durch jede endliche Bewegung wieder in eine derartige 
Curve verwandelt. 


§ 4. Hinige Bemerkungen tiber Untergruppen der allgemeinen 
projectiven Gruppe. 


Die allgemeine achtgliedrige projective Gruppe der Hbene besitzt 
ausser den in den vorhergehenden Paragraphen besprochenen Gruppen 
noch eine sehr grosse Anzahl von Untergruppen, wie wir schon be- 
merkten. Hin allgemeines Princip, vermége dessen man viele derselben 
finden kann, kann schon aus dem Bisherigen abgeleitet werden: 

pepenccenen Die allgemeine lineare Gruppe kann definiert werden als der 
toten Unter Inbegrift aller projectiven Transformationen, welche die unendlich 
ferne Gerade in sich iiberfiihren, d. h. als der Inbegriff aller Trans- 
formationen tiberhaupt, welche die Differentialgleichung zweiter Ord- 


nung (vgl. Satz 12 in § 3 des 2. Kap.) 

y= 0) 
invariant lassen und iiberdies jede Differentialgleichung erster Ordnung 
von der Form 

y = Const., 
die ja eine Parallelenschar vorstellt, wieder in eine soleche (nur mit 
anderem Werte der Constanten) verwandeln. Oder auch: Sie kann 
definiert werden als der Inbegriff aller Transformationen, welche die 
Differentialgleichung aller Parabeln 
By"? — By" — 


invariant lassen, wie wir oben in einer Anmerkung ausftihrten. (Vel. 
Satz 3 in § 1 dieses Kapitels.) 

Die specielle lineare Gruppe ferner kann definiert werden als der 
Inbegriff aller projectiven Transformationen, welche die Flicheninhalte 
in gleich grosse iiberfiihren (nach Satz 10 des § 2). | 

Die Gruppe der Bewegungen endlich besteht aus allen projectiven 
Transformationen, welche die Entfernung zweier beliebiger Punkte, 
also eine gewisse Function, ungeindert lassen. 

In allen drei Fallen also sind die Gruppen definiert dadurch, dass 
sle gewisse Gebilde in sich iiberfiihren. 
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Betrachten wir entsprechend alle projectiven Transformationen 
Sa, S,---, die irgend ein gewisses Gebilde J’ invariant lassen. 
Unter #” mag ein Punkt oder eine Gerade oder tiberhaupt eine Figur 
oder auch eine oder mehrere Differentialgleichungen oder endlich auch 
eine Function der Coordinaten mehrerer gleichzeitig transformierter 
Punkte verstanden werden. Alsdann ist in symbolischer Bezeichnung: 


(P)Sa= (Ff), E)S = (F),-«:. 

Daher ist auch 

(F)SaS, = (Ff), 
in Worten: Die Aufeinanderfolge zweier Transformationen dieser 
Schar lasst ebenfalls # in Ruhe und gehért mithin der Schar an. 
Die Schar hat also die Gruppeneigenschaft. Ist S;* die zu S, inverse 
projective Transformation, so folgt aus 

CON ore Cy 
unmittelbar 

eoeepiom 


d.h. auch S;° gehdrt zur betrachteten Schar. Die Gruppe enthilt 
folglich zu jeder ihrer Transformationen auch die inverse. So werden 
wir zu dem wichtigen Principe gefiihrt: 

Theorem 11: Die Schar aller projectiven Transformationen ™im al- 


gemeines 
der Ebene, welche ein gewisses Gebilde in Ruhe lassen, besitatPyrcr a 
die Gruppeneigenschaft. Die Transformationen der Schar vor Unter- 


gruppen. 
ordnen sich paarweis als invers zusammen. 


Z. B. wollen wir alle projectiven Transformationen aufstellen, Beispicle 
welche den Anfangspunkt in Ruhe lassen. Offenbar haben sie die 
Form: 

a a,0 + by ie at + bey 

Z a,z + by + ¢’ “1 a,2 + bsy + 6, 
Die Zahler sind homogene lineare Functionen von x und y. Alle diese 
Transformationen bilden eine Gruppe. Wenn man zwei derselben nach 
einander ausftihrt, etwa die vorstehende und diese: 

@, 2, + Bim yy tt BY, 
ot, + BsY, + Ys’ a os t,t By, +45” 
so findet man in der That, dass sich x, und y, auch als linear ge- 
brochene Functionen von # und y mit homogenen Zihlern darstellen. 

Diese Gruppe enthilt sieben Parameter, auf deren Verhiltnisse es 
aber nur ankommt, sodass nur sechs und — wovon man sich leicht tiber- 
zeugt — auch gerade sechs wesentlich sind. Die Gruppe ist also eine 
sechsgliedrige Untergruppe der allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene. 


Lie, Continuierliche Gruppen. 8 


Ly = 
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In schon Ofters durchgeftihrter Weise kénnten wir ihre infinitesimalen 
Transformationen bestimmen. Aus der allgemeinen infinitesimalen pro- , 
jectiven Transformation: 
Of = (a + cx + dy + ha? + hay)p + (6 + ea + gy + hay + ky’)q 
sind sie jedoch schneller abzuleiten. Diese namlich lasst den Anfangs- 
punkt in Ruhe, wenn die Incremente von x und y fiir « = y = 0 ver- 
schwinden, d. h. wenn a =} = 0 ist. Die verbleibende infinitesimale 
Transformation ist daher linear ableitbar aus den sechs von einander 
unabhangigen : 
Zp, YP, 24, Yd, @ p+ aeyg, cyp + yg. 

Man bemerke, dass die Klammerausdriicke zwischen diesen sich auch 
linear mit constanten Coefticienten aus ihnen zusammensetzen lassen. 

Ferner bilden alle projectiven Transformationen, welche zwei 
Punkte, etwa die unendlich fernen Punkte der Axen, in Ruhe lassen, 
eine Gruppe. Dieselbe muss die Geradenschar 2 — Const. ebenso wie 
die Schar y = Const. jede in sich iiberfiihren, d. h. sie hat die Form: 


t= U4t+, ¥ = bY + % 
und ist demnach wiergliedrig. Ihre allgemeine infinitesimale Transfor- 
mation ist linear aus den vier von einander unabhiangigen 


P, I, ©P, Yd 
ableitbar. Man bemerke, dass auch hier alle Klammerausdriicke linear 
mit constanten Coefficienten durch p, g, xp, yq ausdriickbar sind. 

Alle projectiven Transformationen, welche drei Punkte, etwa den 
Anfangspunkt und die unendlich fernen Punkte der Axen in Ruhe 
lassen, bilden die zweighedrige Untergruppe : 

©, = at, yy = by 
mit den infinitesimalen Transformationen 
xP, Yq. 
Hier ist (vp, yq) = 0. 

Ebenso bilden alle projectiven Transformationen, welche zwei 
Geraden, z. B. die beiden Axen, invariant lassen, eine leicht aufzu- 
stellende vierghedrige Gruppe, deren allgemeine infinitesimale Trans- 
formation sich linear aus 

cp, yd, Epraryg, cyp + y'q 
zusammengesetzt. Auch hier gilt die die Klammerausdriicke betreffende 
Bemerkung wie in allen bisherigen Beispielen. 


Alle projectiven ‘Transformationen, die einen Kegelschnitt, z. B. die 
Parabel 
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y—ite’—0 


in sich tiberfiihren, bilden eine dreigliedrige Gruppe, deren allgemeinste 
infinitesimale Transformation sich nach § 4 des 3. Kap. linear aus | 


p+2xq, «p+ 2yq, (@—y)p+ xyq 
ableiten lassen. Man mache auch hier die Probe mit den Klammer- 
ausdriicken. 
Man kénnte so viele Untergruppen der allgemeinen projectiven 
Gruppe aufstellen. Hine vollstiindige Bestimmung aller Untergruppen 
derselben werden wir in der zweiten Abteilung durchfiihren. 


Kapitel 5. 


Die allgemeine projective Gruppe der geraden Linie und die lineare 
homogene Gruppe der Ebene... 


Schon in § 2 des 1. Kap. haben wir von den projectiven Trans- 
formationen der Geraden in sich gesprochen. Jetzt kommen wir darauf 
zurtick: Wir werden in diesem wichtigen Kapitel alle projectiven 
Gruppen der Geraden mit paarweis inversen Transformationen aufstellen 
und genau untersuchen. 

Das gegenwirtige Kapitel unterscheidet sich also von dem vor- 
hergehenden wesentlich dadurch, dass es nicht wie jenes nur Ubungs- 
stoff darbietet, sondern vielmehr die unentbehrliche Grundlage fiir 
manche kiinftige Betrachtung bildet. 

Zum Schluss betrachten wir die zur Gruppe der Geraden in enger 
Beziehung stehende lineare homogene Gruppe in zwei Verdnderlichen. 


§ 1. Die dreigliedrige projective Gruppe der Geraden und ihre 
eingliedrigen Untergruppen. 


Nach § 2 des 1. Kap. stellt die Gleichung Projective 
ax = b Geraden. 
(1) Tee cael 
eine allgemeine projective Transformation der geraden Linie in sich 
dar. Hierbei sollen die Punkte der Geraden durch ihre — positiven 
oder negativen — Abstiinde 2, x, von einem Nullpunkte auf der 


Geraden bestimmt sein. Wenn man eine allgemeine projective Trans- 
formation der Ebene betrachtet, welche die «-Axe in Ruhe lasst, so 


sieht man ohne Miihe, dass die Punkte dieser Axe durch eine Trans- 
g* 


Gruppe 
derselben. 


Projective 
Transf., die 
drei Punkte 

in drei 


andere tiber- 
h 


fiihrt. 
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formation von der Form (1) in einander tibergefiihrt werden. Die 
Gleichung (1) stellt tibrigens nur dann eine wirkliche Transformation 
dar, wenn sie auch umgekehrt nach a auflésbar ist, wenn also # 
rechts wirklich vorkommt, d. h. wenn die Determinante 


ist. Dies setzen wir daher immer voraus. 
Alle projectiven Transformationen der Geraden bilden eine Gruppe, 
denn wenn nach (1) die Transformation 


pe ees a,x, +4, 

? C, @, + d, 
ausgefiihrt wird, so ergiebt sich als die Transformation, welche der 
Aufeinanderfolge beider Aquivalent ist, durch Elimination des Zwischen- 


wertes x, folgende: 
_ (aa + b,¢)@ + (a,b + bd) : 
(a+ dcx + (eb + d,d) 


Xe 


Sie hat aber wieder die Form (1), wie zu beweisen war. Auch ist 
die Auflésung von (1) nach & eine projective Transformation, die zu 


(1) inverse : 
mdi Wie 


cx, — a 


CC ——— 


Ferner stimmen zwei Transformationen von der Form (1) nur dann 
tiberein, wenn die Verhiltnisse der Constanten a, b, c, d bei der einen 
gleich den entsprechenden Verhidltnissen dieser bei der andern sind. 
Von den vier Parametern a, b, c, d sind also gerade drei wesentlich. 

Theorem 12: Alle projectiven Transformationen der geraden 
Linie in sich bilden eine continuierliche Gruppe mit paarweis 
inversen Transformationen. 

Wir bemerken noch wie in § 2 des 1. Kap., dass die Beziehung (1) 
zwischen « und x, auch in Form einer bilinearen Relation 


(1’) exx, + dx,—axr—b=0 
geschrieben werden kann. 


vir 


Nehmen wir irgend welche drei Punkte (2’), (@”), (@”) an und 
untersuchen wir, ob es eine projective Transformation giebt, die sie 
in drei beliebig, aber bestimmt gewahlte Punkte (x,’), (a,”), (2,'”) 
der Geraden iiberftihrt. Hs fragt sich also, ob man a, b, ¢, d so be- 
stimmen kann, dass gleichzeitig nach (1’): 


Die dreigliedrige proj. Gruppe der Geraden und ihre eingliedy, Untergruppen, 117 
va +b—wz'¢ —2/d =0, 

(2) aa + b— 2'a,"¢ —-a«,"d =0, 
wa + b A Oe G ooo aro — 0) 


wird. Dividiert man durch c¢, so erhiilt man drei lineare Gleichungen 


Pee woe Wages ©. : 
fiir 3G ¢ mit der Determinante 
a t am a ut OG ” , 
| Reet eS tee 
pte ieee) pee 1 1 
| @ 1 —2, FM eT UN UME 
gl" 1 Sm a," bs ¥ 1 1 


Diese Gleichungen lassen sich stets befriedigen, es sei denn die Deter- 
minante Null. Tritt letzteres ein, so nehmen wir in (2) c= 0 an und 
erhalten drei homogene Gleichungen in a, b, d mit verschwindender 
Determinante, deren zweireihige Unterdeterminanten nicht samtlich 
verschwinden, sobald keine zwei der Coordinaten w’, v7’, av” und auch 
keine zwei der Coordinaten z,', x,”, x," einander gleich sind. Die 
Verhaltnisse von a, b, c, d lassen sich also auch dann eindeutig bestimmen. 

Satz 1: Es giebt stets eine und nur eine projective Transformation, 
die drei getrennte Punkte der Geraden in irgend drei getrennte Punkte auf 
thr tiberfiihrt. 

Dass hier die Determinante ad — bc wirklich versehieden von 
Null wird, liegt darm, dass die Transformation, wenn ad — bc = 0 
ware, alle Punkte in denselben Punkt iiberfiihren wiirde. 

Setzt man insbesondere z,= a’, v7, = 2", v7," = x’, so reducieren 
sich die Gleichungen (2) auf diese: 


“x (a—d)+b—2%c =0, 

ze (a—dj)+b—a"ce =0, 

“’(a—d)t+b—#°c=0, 
deren Determinante 


te ie — a" - |, 
| gL — oe? =e — 2) — ae" — wv’) 
| agit 1 ae gl? | 


wht 


nicht verschwindet, solange keine zwei der Punkte (a’), (w”), (#'”) au- 
sammenfallen. Es folgt also a=d, b =0, c= 0; (1) reduciert sich 
mithin auf die identische Transformation v= z. 

Satz 2: Die einzige projective Transformation, die drei getrennte 
Punkte der Geraden in Ruhe lisst, ist die identische. 


Man kann fragen, ob bei einer Transformation (1) tberhaupt Invariante 
Punkte in Ruhe bleiben. Dass es nicht mehr als zwei invariante 
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Punkte geben kann, ist sicher. Der Punkt (x) bleibt nur dann bei 
(1) oder (1’) in Ruhe, wenn 

ca? + (d—a)e —b = 0 
ist. Dies ist ftir ~ eine quadratische Gleichung. 

Ist c+ 0, so hat sie zwei endliche Wurzeln x, die aber zusammen- 
fallen kénnen. Es giebt also dann zwei (reelle oder imaginare) ge- 
trennte oder zusammenfallende invariante Punkte. Ist ¢ =O und 

b : : 
See gleich- 
zeitig a= d, so giebt es, da dann }+-0 sein muss, weil (1) sonst 
die Identitat ware, keinen invarianten Punkt. 

Diese Ausdrucksweise ist nicht ganz correct. Es giebt namlich 
unter Umstinden einen unendlich fernen invarianten Punkt, denn der 
Bruch (1) wird fiir «= co ebenfalls unendlich gross, sobald c= 0 
ist. Dann also wird der unendlich ferne Punkt der Geraden in sich 
tibergefiihrt, er ist invariant. Wir kénnen dies auch so einsehen: 
Benutzen wir den reciproken Wert der Abscissen 7, x, als Coordi- 
naten &, &,, fiihren wir also die projective Transformation aus: 


a=-d, so haben wir einen invarianten Punkt 7 = 


eons ee 
ED! a? 
so kommt statt (1): 
aa e+ dé - 
H a+ bé 


Ist ¢ + 0, so folgt fiir € =O ein von Null verschiedenes &,. Dagegen 
wenn c= 0 ist, so wird mit =O auch &£ = 0. Dabei ist §&—0 
Doppelwurzel der Gleichung 
p= i 
a + bE? 
sobald a =d ist. § =O und & =O stellen aber den unendlich fernen 
Punkt « = oo oder x, = oc der Geraden dar. Im Falle ¢c =O und 
a@ == d hat man ihn also als einen doppelten invarianten Punkt auf- 
zufassen. 
Satz 3: Hine projective Transformation der Geraden liisst, sobald 
ste nicht nur die Identitit ist, gerade zwei Punkte invariant, die unter 
Umstanden zusammenfallen kinnen. 


Inf. project. Die G: e ‘4 : ; . / ; ; 
dnt project ie Gruppe aller Transformationen (1) besitzt, wie wir wissen, 


Geraden. die identische Transformation, die sich ergiebt, wenn in (1) a =d und 
b=c =O gesetzt wird. Wiahlen wir 


a—=a+adt, b=bdt, c=cdt, d=a+ddt, (a,+0), 


so erhalten wir also dte allgemeine infinitesimale Transformation der 
Gruppe : 
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@) ee 
Offenbar kann ohne Schaden a, = 1 gesetzt werden. Da ferner 
Ste tifa 1— (cet d)de+--- 
ist, so folgt: 
x, = (x + (ax + b)dt)(1 — (ca + d)dt+---) 
= «+ (ax+ b—ca®?— dr)dt+.---, 
sodass w den Zuwachs erhiilt: 


Oz = (b+ (a— d)a — ca#*)dt+---. 
Das Glied erster Ordnung verschwindet hier nur dann, wenn a=), 
bc =O ist. Dann aber reduciert sich die infinitesimale Transfor- 
mation (3) auf die Identitét. Also kann in einer wirklichen infini- 
tesimalen Transformation das unendlich kleine Glied erster Ordnung 
nicht Null sein; es ist daher stets gestattet, die unendlich kleinen 
Glieder héherer Ordnung diesem gegentiber zu vernachlissigen. Wir 
setzen also: 
dx = (6 + (a — d)x — cx*) dt 
oder, bei anderer Bezeichnung der Constanten: 
Ox =(a-+ Bu+ yx*)dt. 
Das Symbol dieser infinitesimalen Transformation ist 
Uf = («+ Ba + yap. 

Also folgt: 

Satz 4: Die allgemeine imfinitesimale projective Transformation der 
Geraden ist linear ableitbar aus den dreien: 

P, ©p, X"p. 

Demnach giebt es, da es nur auf die Verhialtnisse der Con- 
stanten «, 8, y ankommt, gerade oo” infinitesimale projective Trans- 
formationen der Geraden. 


Die Aufsuchung der invarianten Punkte bei vorgelegter ifini- 

tesimaler projectiver Transformation 
Uf = («+ Bo + pa*)p 
wollen wir hier besonders erwihnen: Die Function « + fu + yx? 
ist quadratisch, wenn y= 0 ist, und zerfallt dann in zwei lineare 
Factoren. Sind diese verschieden, so hat Uf die Form 
y@ —m)(e—n)p (m+n). 

Offenbar lasst dann Uf die Punkte « =m und « =v in Ruhe. Sind 
die Factoren gleich, so hat Uf die Form 
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y(%@ — m)°p 
und lasst im Endlichen sicher nur den Punkt 4 =m in Ruhe. Um auch 


das Unendlichferne zu untersuchen, fiihren wir § = = als Variabele 


ein und erhalten als Symbol: 
meg ee ein 
yd Em) & 
Fir & = 0 oder = oo ist dies nicht Null, also ist der unendlich 
ferne Punkt nicht invariant. «=m ist vielmehr doppelt zahlender 
invarianter Punkt im Endlichen. 
Wenn nun y = 0 ist und 6B +0, so hat Uf die Form: 


B(& — m)p 


und lasst den Punkt « = m invariant. Fiir § = < kommt das Symbol 
of 
— BEA — m6) o, 


das fir =O oder «= oo verschwindet. Daher ist auch der un- 
endlich ferne Punkt invariant. 
Wenn endlich y = 6B = 0 ist, so bleibt 


ap 
und diese infinitesimale Translation lasst keimen im Endlichen gelegenen 
Punkt in Ruhe, wohl aber den doppelt zu zihlenden unendlich fernen. 


Bingl Pe) Jede dieser infinitesimalen projectiven Transformationen erzeugt 
sIUppe, er- 


zeugt von nun, Wie wir beweisen werden, eine eingliedrige Gruppe von projec- 

inf. project. | - , s p Pe oh 

Transform. tiven Transformationen. Wir werden die verschiedenen Méglichkeiten 
einzeln behandeln. 

Ester’ Fall. Es seien zwndchst jene beiden Factoren von einander verschieden, 


also — da es auf einen Zahlenfactor nicht ankommt: 

Uf = (e — m)(«— np, 
wo m=-n ist. Uf lasst die Punkte «=m und « =n und sonst 
keinen Punkt in Ruhe. Hs ist sehr leicht, alle endlichen projectiven 


Transformationen aufzustellen, welche eben diese beiden Punkte in 
Ruhe lassen. Ist naimlich 
eee ax + b 
1 cata 
eine solche und eliminiert man x aus dem Bruche 
xe — mM 
xn? 
indem man @, einftihrt, so erhalt man eine lineare gebrochene Function 
von z,. Setzt man x =m, so ist der Bruch Null. Da fir «= m 
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auch #, == m sein soll, so muss also der neue Bruch ebenfalls fiir 
x, = m verschwinden, d. h. sein Ziihler muss ein Vielfaches von x, — m 
sein. Kntsprechend ist sein Nenner ein Vielfaches von 2, —n, Wir 
sehen also, dass bei jeder projectiven Transformation, welche die ge- 
trennten Punkte (m) und (”) invariant liisst, eine Gleichung besteht 
von der Form: 

© i 


aus der sich also die Transformation in der gewohnlichen Form durch 
Auflésen nach , ergiebt. 

Hierin tritt nur eine willkiirliche Constante @ auf. Es ergeben 
sich also gerade cot Transformationen der gesuchten Art. Dieselben 
bilden fiir sich eine Gruppe, denn die Aufeinanderfolge zweier dieser 
Transformationen laisst auch die Punkte (m) und (m) in Ruhe und 
gehért daher ebenfalls zu diesen oo! Transformationen. Auch enthalt 
diese Gruppe zu jeder ihrer Transformationen die inverse, die man 


dadurch findet, dass man statt @ den Wert . setzt. Wir haben somit 
die allgemeinste projective Gruppe construiert, welche zwei getrennte 
Punkte (m) und (m) in Ruhe lasst. 

Es lasst sich umgekehrt leicht bestitigen, dass unsere eingliedrige 
Gruppe von der infinitesimalen Transformation 


Uf = (« -— m)(« — n)p 
erzeugt wird. Die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe Uf 
findet man ja durch Integration der Differentialgleichung 


dz, 


(5) (2, — m)(“, — n) == dt 


unter der Bedingung, dass sich w, fiir {== 0 auf « reduciere. Die 
Differentialgleichung (5) aber lisst sich so schreiben: 
dx, _—«_— ax, 
x, — m tL, — Nn 


= (m — n)dt 
und besitzt daher die Integralgleichung: 


log = — = = (m — n)t + Const. 


v7) 3 
i reducieren soll: 


oder, da die linke Seite sich fiir ¢ = 0 auf log —— 


io. 
z—n?’ 


CF a = ; 
Fine wn n)t + log 


log 
"laa oe 


Ce i) 
v,— nn C= WN 


Zweiter 
Fall. 
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‘ 


Diese Gleichung hat in der That die Form (4). Nur ist statt des 
Parameters 9 der Parameter ¢ gebraucht, indem (m — n)t = log ¢ ist. 
Es hat sich also ergeben, dass die infinitesimale projective Trans- 
formation : . 
Uf = (a — m)(* — n)p 
eine eingliedrige projective Gruppe erzeugt, deren endliche Gleichung 
man durch Auflésen der letzten Gleichung nach ¢ erhalt. Diese Auf- 


lésung giebt: 
PAC she eis A oe) 
(et? — eo?) + me”! — me 

Implicite haben wir hiermit auch bewiesen, dass, wenn eine infinitesi- 
male projective Transformation Uf zwei getrennte Punkte # = m und 
x =n invariant lisst, diese Punkte auch bei jeder von Uf erzeugten 
endlichen Transformation in Ruhe bleiben. Dies hitte auch aus einem 
allgemeinen Satze gefoleert werden kénnen, den wir an anderer Stelle 
bewiesen haben*). 


Es mégen gweitens die linearen Factoren des in Uf vorkommenden 
quadratischen Ausdruckes iibereinstimmen: 


Uf = (a — m)*p. 


Hier ist die directe Integration der Differentialgleichung, welche die 
von Uf erzeugte eingliedrige Gruppe bestimmt, namlich der Gleichung : 
dx, E 
(6) (@, iy m)? = dt, 
sehr einfach. Es kommt: 

1 


— —— =/-+ Const. 


x, — mM 


oder, da sich a, fiir ¢= 0 auf w reducieren soll: 
1 1 
i te ES Ar 
x, — m x —m 

oder endlich: 
_ (t— mix + mt 
~ —te+1+ mt 
In der That sind diese co! Transformationen projectiv. 

Wir hiitten auch so vorgehen kénnen: Uf lisst nur den Punkt 
«== m in Ruhe. Fragen wir yorerst nach allen endlichen projectiven 
Transformationen 


#; 


Pere +b 

MS cpick a? 
welche auch nur den Pankt «= m i : 
welche auch nur den Punkt «7 = m in Ruhe lassen. Der Bruch ——— 


x— m 


*).,,Ditigin. mm, jnfebre soa: 
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wird vermége einer solchen Transformation in eine linear gebrochene 
: 1 . : 
Function von «, verwandelt. Da yum tir & =m unendlich gross 


wird, und da dem Wert x =m der Wert x, = m zugehért, muss der 
Nenner des neuen Bruches ein Vielfaches von x, — m sein. Sei also: 


1 me an  @ 


c— m x, —™m 


Diese Gleichung, welche die obige Gleichung der Transformation ersetzt, 
soll nun fiir «=, die Doppelwurzel m haben. Dies aber tritt dann 
und nur dann ein, wenn 


1—om-+o, 
d. h. ‘ 
1 — 
o— —_* 
. m 
ist, sodass kommt: 
Life the? Qaim 
Z—-m  m(xe,—m) 
i= : : “ 
oder, wenn ® mit 9 bezeichnet wird: 
= 1 1 
1 = = : 
(7) “x, —m eae 


In dieser Form sind also alle endlichen projectiven Transformationen 
enthalten, die nur den einen Punkt x = m invariant lassen. 

Alle diese co’ projectiven Transformationen bilden eine Gruppe, 
denn zwei solche Transformationen lassen nach einander ausgefiihrt 
ebenfalls nur den Punkt (m) in Ruhe. Die zur obigen inverse Trans- 


formation ergiebt sich, wenn o durch — o ersetzt wird. Soll nun, 
was wir zu beweisen wiinschen, diese Gruppe die von 
Uf = (« — m)*p 


erzeugte sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass @ diejenige 
Function von ¢ ist, ftir welche die Gleichung (7) die Integralgleichung” 
von (6) wird. Aus (7) aber folgt durch Differentiation nach ¢: 


dx, 
Flam wy = 4°? 
also wegen (6): 
do = — dt, 
o = —t + Const. 
oder, da sich (7) fir ¢ 0 auf die Identitaét reducieren soll: 
o =—1. 


Wir kommen also in der That zu der schon vorher abgeleiteten end- 


lichen Gleichung : 
1 1 
L—m = x£—m 


Dritter Fall. 
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Sei drittens der in Uf auftretende Ausdruck nicht quadratisch, 
sondern nur linear, also: 


Uf = (“& —.m)p. 
Hier liefert die Integation der Differentialgleichung 
Ci 
(8) oh ae dt 


sotort : 

XL, — m = e’- Const. 
oder, da x= fiir ¢ =O sein soll: 

L, — m =e'(a — m) 
oder auch 

L, = (« — me +m. 
Dies sind wieder projective Transformationen. Um auch den anderen 
Weg einzuschlagen, fragen wir nach allen endlichen projectiven Trans- 
formationen, welche wie Uf den Punkt (m) und den unendlich fernen 
Punkt in Ruhe lassen. Eine solche, die den unendlich fernen Punkt 
in Ruhe lasst, hat nach dem Friiheren allgemein die Form: 


“x =ox+oe. 

Fiir « =m soll 2, == m werden. Es ist daher 6 = (1 — o0)m und es 
kommt: : 

(9) L, — m= o(4& — Mm). 

Diese Gleichung stellt cot endliche paarweis inverse projective Trans- 
formationen dar, die eine Gruppe bilden. Um zu beweisen, dass diese 
Gruppe von Uf=(«# — m)p erzeugt wird, ist nur noch zu zeigen, dass 
sich g so als Function von ¢ wahlen laisst, dass (9) die Integral- 
gleichung von (8) wird. Dies aber leistet die Annahme 9 =e, wo- 


.durch wir zu der vorher gefundenen endlichen Gleichung gelangen. 


Vierter Fall. Viertens endlich sei 
Uf =p. 
Hier erhalten wir die eingliedrige projective Gruppe 
“=x+t 


Gesamt- 
ergebnis. 


aller Translationen. 

Wir bemerken nun noch, dass jede endliche projective Transfor- 
mation, wie in Satz 3 gesagt wurde, zwei Punkte invariant lasst. Sie 
gehort daher sicher irgend einer und nur einer unserer eingliedrigen 
Gruppen an. 

Demnach kénnen wir das Theorem aussprechen: 

Theorem 13: Die von einer infinitesimalen projectiven Trans- 
formation der Geraden erzeugte eingliedrige Gruppe besteht aus 
lauter projectiven Transformationen. Die Gruppe aller pro- 
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jectiven Transformationen der Geraden zerfillt demnach in 
co” eingliedrige Untergruppen mit paarweis inversen Trans- 
formationen. Jede endliche projective Transformation der Ge- 
raden gehort einer und nur einer derselben an. 

Insbesondere hat sich ergeben: 

Satz 5: Jede eingliedrige projective Gruppe der Geraden mit paar- 
weis imversen Transformationen besteht aus allen projectiven Transfor- 
mationen, welche gerade zwei gewisse Punkte invariant lassen, die auch 
zusammenfallen konnen. 

Dadurch, dass wir auf die infinitesimale Transformation Uf eine 
passende projective Transformation ausiiben, kénnen wir immer er- 
reichen, dass der eine bei Uf invariante Punkt ins Unendlichferne 
riickt. Der Punkt 2 =m z. B. wird durch 

Pais 
x—™m 
ins Unendlichferne transformiert. Lisst Uf zwei getrennte Punkte in 
Ruhe, deren einer dann also unendlich fern liegt, so hat Uf die Form 
(« — n)p und kann durch die projective Transformation 2 = 2 —n 
auf die Form xp gebracht werden. Liasst Uf den doppelt zihlenden 
unendlich fernen Punkt invariant, so hat sie die Form p. 

Bezeichnen wir nun noch diejenigen Untergruppen der dreiglied- 
rigen projectiven Gruppe der Geraden als mit einander innerhalb dieser , (eich, 
Gruppe gleichberechtigt, welche durch Ausfiihrung irgend emer projec- ,Uner 
tiven Transformation der Geraden in einander iibergefiihrt werden 
kénnen, so kénnen wir also sagen: 

Theorem 14: Jede eingliedrige Untergruppe der allgemeinen Tyrer der 


eingliedrig. 


projectiven Gruppe der Geraden mit paarweis inversen Trans- Unter 


gruppen. 


formationen ist innerhalb dieser Gruppe gleichberechtigt mit 
einer der beiden Untergruppen: 


peat: 


Dass diese beiden nicht in einander tiberfiihrbar sind, liegt auf 


der Hand. 


§ 2. Die zweigliedrigen Untergruppen der allgemeinen projectiven 
Gruppe der Geraden. 


Wir fragen nunmehr nach allen zweigliedrigen Untergruppen der Beatles: 
allgemeinen projectiven Gruppe der Geraden mit paarweis inversen gruppen. 
Transformationen, also nach allen continuierlichen Scharen von co? 
projectiven Transformationen der Geraden, welche die Gruppeneigen- 
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schaft haben und zu jeder ihrer Transformationen auch die inverse 
enthalten. 

Wir stellen zu ihrer Bestimmung diese Betrachtung an: Irgend 
ein bestimmt gewihlter, aber sonst beliebiger Punkt p der Geraden 
wird von den gesuchten oo? Transformationen in die verschiedenen 
Punkte der Geraden iibergefiihrt. Weil aber diese nur oo’ Punkte 
enthilt, so folgt, dass es sicher in der gesuchten Untergruppe oo* pro- 
jective Transformationen giebt, die jenen Punkt p in einen bestimmten 
anderen Punkt tiberftihren, also auch sicher oo' Transformationen, 
welche den Punkt p in sich verwandeln, ihn in Ruhe lassen. Diese 
oo! Transformationen bilden natiirlich fiir sich eine Gruppe, denn wenn 


(p)S = (p), (p) T= (p) 
PST —(p) T— @ 
(p)S = (p) 
= (ne 


‘ist, so folet, dass diese von oo’ projectiven Travsformationen gebildete 
Untergruppe zu jeder ihrer Transformationen die inverse enthilt. Die 
gesuchte zweigliedrige Gruppe enthilt also oo! eingliedrige Unter- 
gruppen mit paarweis inversen Transformationen. 

Jede dieser eingliedrigen Untergruppen wird von einer infinitesi- 
malen projectiven Transformation erzeugt*). Mithin enthalt die ge- 
suchte zweigliedrige Gruppe auch oo? infinitesimale Transformationen. 

Wenn Uf und Vf zwei derselben sind, von denen wir natiirlich 
voraussetzen, dass sie sich nicht nur um einen constanten Factor 
unterscheiden, so kénnen wir einsehen, dass auch aUf-+ bVf eine 
infinitesimale Transformation derselben ist, wie auch die Constanten a, b 
gewaihlt sein mégen. Denn die von 


ist, so ist auch 
Da ferner mit 


auch 


Uf = &p 
erzeugten endlichen ‘lransformationen haben die Form 
%=a+et-4+--., 
die von 
Vis ep 


*) Dieser Schluss ist nicht einwandfrei. Es ist ja keineswegs ausgeschlossen, 
dass die eingliedrige Untergruppe aus mehreren continuierlichen Scharen von 
Transformationen besteht, also keine continuierliche Gruppe ist. Wir halten es 
aber fiir angebracht, hier tiber dies Bedenken schnell hinwegzugehen. Der Haupt- 
satz im Kap. 9 des zweiten Abschnittes wird eine ltickenlose und kurze Bestimmung 
aller im Texte gesuchten Gruppen liefern. (Siehe Schluss des § 4 des 9. Kap.) 
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erzeugten die Form 
=a+ b+... 

Hier sind die Reihenentwickelungen als Potenzreihen nach ¢ zu denken, 
die fiir hinreichend kleine Werte von ¢ convergieren. Alle diese Trans- 
formationen gehéren der zweigliedrigen Gruppe an, insbesondere also 
auch diejenigen, die wir erhalten, wenn wir ¢ durch a oder b ersetzen, 
dabei unter a@ und b hinreichend kleine Zahlen verstehend. Fiihren 
wir die beiden Transformationen 


m= 0+ Ea)a pe 
y= @, + E(a,)b+--- 


nach einander aus, so miissen wir also wieder eine Transformation 
der zweigliedrigen Gruppe erhalten. Wir bekommen aber: 


tm =o bat-- + Ee + bat--)b4--., 
also, da € bei hinreichend kleinem @ nach Potenzen yon a entwickel- 
bar ist: 


und 


t= a + Eula + Eb +---. 
Hier schreiten die Reihen nach Potenzen von a und b fort, und die 
Gleder hoherer als erster Ordnung in a@ und Bb sind nicht mit- 
geschrieben. Wahlen wir a und 0 infinitesimal, indem wir sie durch 
adt und bdt ersetzen, so erhalten wir die folgende infinitesimale Trans- 
formation, die ebenfalls der zweigliedrigen Gruppe angehért: 


r,=a“2-+ (a&+ bé)dt+---, 
deren Symbol lautet 
a Uf + bYVf. 
Hiermit ist die obige Behauptung bewiesen. 

Sicher lassen die oo! infinitesimalen Transformationen unserer 
zweigliedrigen Gruppe nicht simtlich je nur einen (doppeltzihlenden) 
Punkt invariant. Denn wenn Uf den Punkt =m, Vf den Punkt =n 
in Ruhe lasst, so kann gesetzt werden: 

Cn ? Vie=(fe—n) p, 
sodass kommt: 
aUf + bVf= [a(a — m)? + b(a — n)* |p. 
Diese Transformation aber lasst bei geeigneter Wahl von a und b 
zwei verschiedene Punkte in Ruhe. 

Andererseits giebt es in der zweigliedrigen Gruppe sicher infinitesi- 

male Transformationen mit nur je einem invarianten Punkte, denn wenn 
Uf=@—me—np, VT=@—Ne—sp 


ist, so ist 
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aUf + bVf=[(a + b)a? —(a(m + n) + d(r + 8))u + amn + brs]p 


und hier lassen sich @ und 6 so wahlen, dass der quadratische Aus- 
druck ein vollstindiges Quadrat wird, d.h. aUf-+ 6Vf nur einen 
Punkt in Ruhe lasst. 


Mithin folgt: Die gesuchte zweigliedrige Gruppe enthilt eine 
discrete Anzahl von infinitesimalen Transformationen, die nur je 
einen Punkt in Ruhe lassen, und zwar mindestens eine solche Trans- 
formation. Ftihren wir nun auf eine infinitesimale Transformation S 
unserer gesuchten Gruppe irgend eine Transformation 7’ dieser Gruppe 
aus, so geht S tiber in die infinitesimale Transformation Z—1ST, die 
ebenfalls der Gruppe angehort. (Siehe Satz 6, § 2 des 3. Kap.) Nach 
dem Satz 9 des § 2, 3. Kap., folgt ferner, dass, wenn S nur einen 
Punkt p in Ruhe lasst, dasselbe von Z7-+ST gilt, indem diese Trans- 
formation den Punkt in Ruhe liasst, in den p vermoge 7’ iibergeht. 
Wahlen wir nun Z auf alle modgliche Weisen aus der gesuchten 
Gruppe aus, so erhalt der neue Punkt, wenn er nicht bei allen diesen 
Transformationen invariant bleibt, unendlich viele Lagen (p)Z. Dem- 
entsprechend miisste die Gruppe unendlich viele infinitesimale Trans- 
formationen enthalten, die nur je einen Punkt in Ruhe liessen. Dies 
uber ist ausgeschlossen. Mithin ist p invariant. 

cage Alle Transformationen der gesuchten zweigliedrigen Gruppe lassen 
Punktes. algo einen bestimmten Punkt, etwa den Punkt 2 = m, mm Ruhe. Ks 
giebt aber auch gerade nur co” projective Transformationen der Ge- 
raden, welche den Punkt « = m in Ruhe lassen, namlich die oo! infini- 
tesimalen 
(a — m)(ax + b)p 
und die von ihnen erzeugten endlichen. Alle diese bilden eine Gruppe, 
da die Aufeinanderfolge zweier dieser Transformationen wieder eine 
projective Transformation ist, die den Punkt «=m in Ruhe lisst. 
Auch liasst die zu jeder dieser Transformationen inverse eben den 
Punkt « = m invariant. 

Die gesuchte Gruppe enthilt die oo! infinitesimalen Transforma- 

tionen, die linear aus 

(«© —m)p, x(a — m)p 
oder auch aus 

(a —m)p, (x — m)*p 
ableitbar sind. 

Wenn der invariante Punkt unendlich fern ist, so modificieren 
sich diese etwas. Alsdann lautet die allgemeine infinitesimale Trans- 
formation der Gruppe: 

(ax + b)p 
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und ist also linear aus p und ap ableitbar. Auf diese Form lisst sich 
die Gruppe, die 2 = m in Ruhe lisst, dadurch bringen, dass man ver- 
mége der projectiven Transformation 


eine neue Variabele einfiihrt. Unter Benutzung einer im vorigen Para- 
graphen erklarten Redeweise kénnen wir mithin sagen: 
Satz 6: Jede in der allgemeinen projectiven Gruppe der Geraden Tyres der 
zweigliedr. 


enthaltene zweigliedrige Untergruppe mit paarweis inversen Transforma- pate, 
tionen ist innerhalb dieser Gruppe gleichberechtigt mit der Gruppe 


Die Ergebnisse dieses und des vorigen Paragraphen zusammen- 
fassend, wollen wir noch sagen: 
Theorem 15: Jede in der allgemeinen projectiven Gruppe 2¥P2. 
; : : aller proj. 
der Geraden enthaltene zweigliedrige Untergruppe mit paar-Grpren der 


weis inversen Transformationen ldsst sich definieren als der tet: 
Iinbegriff aller projectiven Transformationen, die einen ge- 
wissen Punkt der Geraden in Ruhe lassen. Eine eingliedrige 
Untergruppe mit paarweis inversen Transformationen besteht 
aus allen projectiven Transformationen der Geraden, die 
zwei gewisse, eventuell zusammenfallende, Punkte invariant 
lassen, wihrend keine derselben noch einen anderen Punkt 
ungedindert ldsst. Jede projective Gruppe der Geraden mit 
paarweis inversen Transformationen ist vermoge einer geeig- 
neten projectiven Transformation auf einen der Typen zurick- 
fiihrbar: 

DP, EP, Hp; 

P, &P; 

P; “Lp. 

Wir bemerken noch, dass der Klammerausdruck der infinitesimalen Kiammer- 

Transformationen der zweigliedrigen Gruppe ues 
P, Xp 
einfach liefert: 
(p, =p) =p. 

Wir werden spater (zuniachst im zweiten Abschnitte fiir projective 
Gruppen, vgl. Kap. 9) darthun, dass die infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f--- U,f einer etwa r-gliedrigen Gruppe stets in der eigen- 
titimlichen Beziehung stehen, dass jedes 


Lie, Continuierliche Gruppen. 9 
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(UU) aie Usf 
ist, wo die ¢z., gewisse Constanten vorstellen, Wenn wir diesen Satz 
fiir den Augenblick einmal als:schon bewiesen annehmen, so kénnen 
wir das Problem der Aufsuchung der zweigliedrigen Untergruppen der 
allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene auch so stellen: Ist 


— —— —— pad 
Uf =); U,f = xp, U;f = «"p, 
so soll man aus ihnen zwei sich nicht nur um einen constanten 


Factor von einander unterscheidende infinitesimale Transformationen mit 
Hiilfe constanter Factoren a, 6 zusammenstellen, etwa 
Vf = a, U,f + a, U,f + 43 Us, 
Vif = 6, U,f + 0, Uf + 6; Usf, 
sodass (V,V,) sich in der Form ausdriickt: 
(V, V2) = «Vif + BVaf, 
in der a, B Constanten bedeuten. Da offenbar 
Gj ur U0) Seu, ee 
ist, so kommt also die Forderung: 
(Vi, V2) = (a,b, — 4b,) Ui f + 2 (a,b; — a56,) U2f + (abs — ab) U5f 
= (wa, + Bb,) Uf + (wa, + Bb.) U2f + («as + Bb) Usf. 

Sie zerfallt in drei einzelne zur Bestimmung von @,, a, a3, b,, b,, bs 
und «, 6. Man kann zeigen, dass sich diese Forderungen in all- 
gemeinster Weise dadurch erfiillen lassen, dass man V,f und JV,f als 
lineare Combinationen der beiden infinitesimalen Transformationen 
(a —m)p und («—m)*p oder von p und zp wihlt, sodass man wieder 
zu den gefundenen Gruppen gefiihrt wird. 

Dies hier nur skizzierte Verfahren dient dazu, die Untergruppen 
an der Hand einer allgemeinen Methode ohne Kunstgriffe zu bestimmen, 
einer Methode, von der wir spiter ausfiihrlich sprechen werden. 


§ 3. Invarianten der allgemeinen projectiven Gruppe der Geraden 
und ihrer Untergruppen. 


Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, ob es bei der all- 

Bess, UNWIN Si one Es 
nvariante gemeinen projectiven Gruppe der Geraden Invarianten mehrerer Punkte 
Punkte. giebt, priciser gesagt: Wir greifen mehrere beliebige Punkte (a), 

f (“4 oo s . . . 
(@), (#”) --+ heraus, fiihren sie durch irgend welche projective Trans- 
. . ld ut oe 

formation in neue Lagen (4), (#,'), (#,)--- tiber und untersuchen, 


ob es Functionen (a, 2, v’+-++) giebt, die sich bei allen Transfor- 
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mationen der dreigliedrigen Gruppe nicht andern, also stets die Be- 
dingung erfiillen: 
r Za t wr 
Q(x, wy’, a, s-)e= Q(x, ww a3 
Zunichst miisste eine derartige Function bei der allgemeinen infini- 
tesimalen projectiven ‘Transformation der Geraden 


(a + Bu + ya")p 


ungedndert bleiben, also insbesondere auch bei den drei einzelnen 


DP, ep, x*p. 
Bei der ersten wichst #« um 0¢, 2 entsprechend auch u.s. w., also 
& um | 
62 


02 ) 
(S+s+-- Ot. 
Bei der zweiten nimmt 2 zu um 
( OQ en SS 
oF = ee 


ja + # 5g ++) et 


und bei der dritten um 

(oe + ee Seppe 
Wir haben also zu verlangen, dass diese drei Incremente Null werden. 
Dies liefert drei von einander unabhingige partielle Differentialglei- 
chungen fiir 2, die ein sogenanntes vollstandiges System bilden. Nach 
der allgemeinen Theorie der vollstandigen Systeme (vgl. 8. 108) haben 
sie nur dann eine gemeinsame Lésung 8, wenn die Zahl der Ver- 


inderlichen 2, -- grésser als drei ist. 
Nehmen wir daher zunachst 2 als Function der Abscissen , 2’, Invariante 


von vier 


a”, «” von vier Punkten an. Dann kommt: Punkten, 
4 + ge + aH, 
ooo a 2 + 2" od! oe =, 


Die erste Gleichung sagt aus, dass 2 nur von den Differenzen 


wet adA 


b=f— 2, US —2, WH“ —«£ 
abhingt, sodass sich die zweite Gleichung auch so schreiben lasst: 
/ 02 ZA 62 tt 02 
uae U au? 1 Agim 
Sie ist Aaquivalent dem simultanen System 
dui du’ du” 


——— le ae 717 
Uw Ub U 


und sagt daher aus, dass % nur von den Quotienten 
ous 
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abhingt, sodass noch als letzte Differentialgleichung bleibt: 
0 Q 02 
CPO sr 10a a 


Aquivalent ist ihr die gewohnliche Differentialgleichung 
dv a, dw 
(~—1)v (w—1)w 


oder 


dv dv dw dw 
j= il i 00 iy == i w? 
die das Integral hat: 
vu—1 w—t1 
A= : 
v w 
oder 
ia ne 
A= Gp a rH 
uw ul 
oder endlich 
Wi a GY 
A=—> 2 ih . 
Gh = fp Gk SS ae 


vogbrel Dies aber ist eines der Doppelverhiiltnisse der vier Punkte (a), (a’), 
(x), (#”’). Bekanntlich haben vier Punkte im ganzen sechs Doppel- 
verhaltnisse, deren Werte unter einander zusammenhingen. (Vel. eine 
Anmerkung in § 1 des 1. Kap.) Die fiinf anderen Doppelverhialtnisse 
sind also von diesem einen abhangig. 

8 ist also notwendig eine Function dieses Doppelverhiltnisses. 
Man kann aber auch zeigen, dass dies Doppelverhilinis 4 bei jeder 
endlichen projectiven Transformation der Geraden invariant bleibt, wie 
wir in § 2 des 1. Kap. schon gesehen haben. Demnach sagen wir: 

Satz 7: Die eimzige Invariante von vier Punkten der Geraden gegen- 
liber der allgemeinen projectiven Gruppe der Geraden ist thr Doppelver- 
héiltnis. 

ene Fragen wir nach den Invarianten von fiinf Punkten, so handelt 


ee ne es sich zunichst um die Integration des dreigliedrigen vollstindigen 
unkten. 


Systems: 
62 0 2 02 02 02 
Bag oS pag ei geet Te pare gee 
OQ At: 0 2 ff CQ tr 02 EW CQ 
Dg ee Balt Oe ge Be pee le eee 


Ooms... eee Wet ne 
Oa 1 Ge th age eh Gyr © een 


in fiinf Veriinderlichen. Dasselbe besitzt 5 — 3 = 2 von einander un- 
abhingige Lésungen. Offenbar kénnen wir als diese Lésungen die 
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’ 4 an 2 RF 


Doppelverhaltnisse (wavav'”) und (wa’a”v"Y) benutzen, die ja In- 
varianten und von einander unabhiingig sind. Es ergiebt sich also 
nichts interessantes Neues. Dasselbe gilt von den Invarianten von 
6, 7-+ Punkten. 

Satz 8: Die Invarianten von beliebig vielen Punkten der Geraden 
gegeniiber der allgemeinen projectiven Gruppe der Geraden sind beliebige 
Tunctionen der Doppelverhiltnisse dieser Punkte. 


’ . 1o0]7 io" o Invarianten 
Hine jede zweigliedrige Untergruppe riage 
} +. 2 gliedrigen 

(ec —m)p, (« — m)*p ‘ Unter- 


gruppen. 


der allgemeinen projectiven Gruppe der Geraden dagegen liefert noch be- 
sondere Invarianten. Hier haben schon drei Punkte (wx), (a’), (a) eine 
Invariante, niimlich das Doppelverhiltnis, das sie mit dem invarianten 
Punkt (m) bilden. Verlegt man den invarianten Punkt ins Unendliche, 
sodass die Gruppe 

p, «p 


= : ‘ “— 2x eee 
kommt, so erhalt man die Invariante Wop uf die sich alsdann das 


Doppelverhaltnis reduciert. Diese zweigliedrige Gruppe lisst demnach 
das Verhiltnis der gegenseitigen Entfernungen von drei Punkten un- 
geindert. Jede Invariante von vier Punkten ist hier eine Function der 
beiden Verhaltnisse der gegenseitigen Hntfernungen derselben u.s. w., 
was man leicht von yornherein einsieht, aber auch rechnerisch ab- 
leiten kann. 


: E Seal oA . 7 Allgemeine 
Zum Schluss noch eine Bemerkung: Man kann in der Gleichung eqn’, 


eines 
— ax + b Strahlen- 
1 Cx ok d biischels. 


die Verinderliche x anstatt als Coordinate eines Punktes der Geraden 
als Coordinate eines Strahles durch einen festen Punkt deuten. Doch 
wollen wir zum Unterschied alsdann w statt x schreiben: 
eae : 

cut+td 
Wenn wir unter w die Tangente des Winkels verstehen, die ein Strahl 
durch einen festen Punkt mit einem Anfangsstrahl durch diesen Punkt 
bildet, so ordnet die Transformation jedem Strahle (w) durch diesen 
festen Punkt einen anderen Strahl (w,) durch denselben zu, kurz sie 
giebt eine Transformation der Strahlen eines Biischels. Da nach einer 
Bemerkung zu Anfang des § 3 des 2. Kap. das Doppelverhaltnis von 
vier Strahlen éines Biischels gleich dem der Tangenten ihrer Winkel 
mit einem bestimmten Strahl ist, so folgt auch, dass unsere Trans- 


Uy 
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formation stets vier Strahlen in vier Strahlen mit demselben Doppel- 
verhiltnis tiberfiihrt. Man kann auch leicht einsehen, dass die obige 
Gleichung die allgemeinste derartige Transformation der Strahlen eines 
Biischels vorstellt, denn nach § 2 des 1. Kap. ist die obige Gleichung 
die allgemeinste, welche vier Werten w, w’, u’, w” vier solche Werte 
Wy, Uy, Uy, w,” zuordnet, dass 


COR LF. 


(0b yy”) = (Uae 


ist. Alle bisherigen Betrachtungen dieses Kapitels lassen sich also 
ohne Miihe iibertragen auf die allgemeine projective Gruppe der Strahlen 
eines Strahlenbiischels. 

Diese Ubertragung werden wir im nachsten Paragraphen verwerten. 


§ 4. Die lineare homogene Gruppe der Ebene. 


Als letztes Beispiel einer projectiven Gruppe betrachten wir jetzt 
die lineare homogene Gruppe der Ebene, deren allgemeine Gleichungen 
lauten : 

(10) L=an+by, y,=ca+dy. 
Nach § 1 des 4. Kapitels stellen diese Gleichungen, sobald sie auch 
nach w, y auflésbar sind, sobald also die Determinante ad — be, die 
wir kurz die Determinante der Transformation nennen, von Null ver- 
schieden ist, alle diejenigen projectiven Transformationen der (wy)-Ebene 
dar, welche die unendlich ferne Gerade und tiberdies den Anfangs- 
punkt in Ruhe lassen. Dass ihr Inbegriff eine Gruppe bildet, folgt aus 
dem Theorem 11, § 4 des 4. Kap., unmittelbar. Zwei solche Trans- 
formationen sind nur dann identisch, wenn a, 6, c, d in der einen die- 
selben Werte haben wie in der anderen. Die Gruppe enthalt folg- 
woewnttiche ch veer wesentliche Parameter und ist viergliedrig. Auch enthalt sie 
Parameter. aygenscheinlich zu jeder ihrer Transformationen die cnverse. 
_Infiniteste Fir a=d=1, b=c=0 ergiebt sich die identische Transfor- 
mationen. mation, also fiir unendlich wenig davon abweichende Werte der Para- 
meter eine infinitesimale. Danach besitzt die Gruppe die oo® infini- 
tesimalen Transformationen 


Uf = (ax + By)p + (ve + Oy)q, 
die linear aus wp, yp, xq, yq ableitbar sind. Jede dieser oo® infini- 
tesimalen Transformationen erzeugt eine eingliedrige Gruppe mit paar- 
weis inversen Transformationen, und zwar sind diese Transformationen 
ebenfalls lear und homogen. Es folgt dies unmittelbar aus den 
Mormeln (2), (3), (4) des § 1 des 4. Kap., in denen o,, B,, @, 6, durch 
a, B, y, 0 und a,, b,, a, b, durch a, 6, c, d zu ersetzen sind, wahrend 
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daselbst y, = y, = ¢, = cy = 0 angenommen werden muss, Ganz 
analog den damaligen Folgerungen kénnen wir jetzt den Schluss ziehen: 
Satz 9: Die viergliedrige lineare homogene Gruppe der Ebene cer .Ze*allon 


‘ill * 3 . F . , : der Gruppe 
fallt in emgliedrige Untergruppen mit paarweis inversen Transfor-™ eee 
3 * . arts aoe % f Unter- 
mationen, deren jede von einer infinitesimalen Transformation der vier- 8™vren. 
gliedrigen Gruppe erzeugt wird. Diese infinitesimalen Transformationen 


sind linear ableitbar aus: 
cP, YP, XQ, Y¢. 


Jede endliche Transformation der viergliedrigen Gruppe gehért einer oder 
emer discreten Anzahl der erwiihnten eingliedrigen Untergruppen an. 


Mit einander innerhalb der linearen homogenen Gruppe gleich-, “ier 
. > * -! 5 . IELOC Wage e 
berechtigt nennen wir wieder solche Untergruppen derselben, die durch Unter- 


gruppen. 


lineare homogene Transformation in einander tibergefiihrt werden 
kénnen, — 


Die in Rede sichende Gruppe hingt eng zusammen mit der all- 21*#mmen- 


_ ‘ s hang mit 
gemeinen projectiven Gruppe der Geraden oder eines Strahlenbiischels 4" PrOlees 
a i tee ; ‘ yruppe der 
oder, allgemein gesagt, der einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, cinfachen 
£ aa a s annig- 
Wenn wir namlich faltigkeit. 
4 4 
¥ = U, WA | Uy, 
- x Ly 
setzen, so kommt nach (10): 
c du 
(11) OS ar ? 
a+ bu 


d. h. die Verhaltnisse « werden bei der linearen homogenen Gruppe 
unter einander transformiert vermége der allgemeinen projectiven 
Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit u. Dass uw, sich durch w allein 
ausdrtickt, hat seinen geometrischen Grund darin, dass die Gruppe (10) 
den Anfangspunkt invariant lasst und demnach die Strahlen 


= Const. 
durch den Anfangspunkt unter einander vertauscht. Wir koénnen kurz 
sagen: Die Strahlen des Biischels durch den Anfangspunkt werden bei 
der linearen homogenen Gruppe so transformiert, wie die Punkte der 
Geraden bei der allgemeinen projectiven Gruppe der Geraden. (Vgl. die 
Schlussbemerkung des § 3.) 

Jeder Transformation (10) der linearen homogenen Gruppe der 
Punkte (a, y) gehort dementsprechend eine ganz bestimmte Trans- 
formation (1) der allgemeinen projectiven Gruppe der einfachen 
Mannigfaltigkeit der Strahlen w zu. Sind also 7., T, zwei beliebige 
Transformationen der Gruppe (10), deren Aufeinanderfolge der Trans- 
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formation Z(qs) eben dieser Gruppe Aquivalent ist, bezeichnen ferner 
S., S, die zu 7,, T, gehorigen Transformationen (11) der Strahlen w 
und ist schliesslich die Aufeinanderfolge S,S, aquivalent der Trans- 
formation Sia» der Gruppe (11), so liegt es in der Natur des geome- 
trischen Zusammenhanges der 7 und S, dass Ty, die Strahlen des 
Biischels uw = Const. vermége Sq») transformiert. 

Danach leuchtet auch ein, dass jeder Untergruppe der linearen 
homogenen Gruppe mit paarweis inversen Transformationen auch eine be- 
stimmte Untergruppe der Gruppe (11) des Strahlenbiischels oder der em- 
fachen Mannigfaltigkeit wu entspricht (die allerdings wenigergliedrig 
sein kann) und dass auch die letztere paarweis inverse Transforma- 
tionen hat. 

Nun wissen wir aus Theorem 15 des § 2, dass eine in der 
Gruppe (11) enthaltene Untergruppe mit paarweis inversen Transfor- 
mationen entweder aus allen den Transformationen (11) besteht, die 
simtlich ein und denselben Strahl, und zwar jede nur diesen einen, 
invariant lassen, oder aus allen denen, die zwei bestimmte Strahlen, 
oder endlich aus allen denen besteht, die einen bestimmten Strahi in 
Ruhe lassen, wahrend jede der Transformationen ausser diesem einen 
noch irgend einen anderen Strahl ungedndert lassen kann. 


pe cccremune Diese Bemerkungen verwerten wir, um alle in der linearen homo- 

der Unter- . . . 

ernppen. genen Gruppe enthaltenen Untergruppen mit paarweis inversen Trans- 
formationen zu bestimmen. Wollten wir direct zwischen den Coeffi- 


cienten a, b, c¢, d der linearen homogenen Transformation 
= ak + by, y, = cx + dy 

solche Relationen 2(a, b, c, d) =O festzusetzen suchen, durch welche 
aus den co* Transformationen solche co? oder oo? oder co! heraus- 
gegriffen wtirden, die eine Gruppe fiir sich bilden, so wtirden wir 
zu gewissen Functionalgleichungen fiir die Functionen 2 geftihrt 
werden, deren Auswertung besondere Schwierigkeiten macht. Durch 
Verwertung jedoch der gleichzeitigen Transformationen der Strahlen 
durch den Anfangspunkt lasst sich das Problem ohne grosse Mtihe 
bewaltigen, wie wir jetzt zeigen werden. Wir schicken dabei voraus, 
dass wir von allen mit einander gleichberechtigten Untergruppen nur 
eine, ihren Typus, zu bestimmen brauchen, um ohne weiteres alle zu 
kennen. 

Durch eine lineare homogene Transformation aber lassen sich 
zwei beliebige Strahlen des Bitischels w= Const. in zwei bestimmte 
Strahlen desselben iiberfiihren. Demnach sagen wir: Wir suchen 
diejenigen Untergruppen der linearen Gruppe, bei denen 
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A) entweder alle Strahlen wu = Const. 

B) oder nur ein (doppeltziihlender) Strahl w — 0 

C) oder zwei Strahlen w= 0 und w= oo 

D) oder ein Strahl «= oo 

FE) oder kein Strahl 
invariant bleiben. In diesen fiinf Fallen erfahrt w alle Transforma- 
tionen von der Form: 


A) % = % 

B) u=utm 

C) au, = mu 

D) uy = mu+n 
au +b 

#) % = cu +d? 


in denen also m, n, a, b, ¢, d willkiirliche Parameter bezeichnen. Die 
Palle B, C, D, E entsprechen den in Theorem 15 des § 2 angegebenen 
typischen Formen p; xp; p, xp; p, xp, xp der allgemeinen projectiven 
Gruppe, geschrieben in x statt wu. 

Wir erledigen die fiinf Falle nach einander. 


A) Hier ist Erster Fall. 
U, = U 
oder 
YY y 
Fo ee) 
x, xz 


d.h., da x, und y, sich linear und homogen durch «a, y ausdriicken 
sollen: 

ee OU hy 2 OF 
Es ist dies die eingliedrige Gruppe: 


| ep—+yq |- 
Ceca ea : Zweiter 
B) Hier ist ee 

uw =u+m, 

also 
Y1_ ¥ + Mme 
fe ey 

daher : 


t,—=0x, ¥, =o(y-+ mz). 


m ist willkiirlich. Ist @ keine Function von m, sondern auch will- 
kiirlich, so ist dies eine zweigliedrige Untergruppe mit paarweis in- 
yersen Transformationen und kann auch so geschrieben werden: 


hy = OL, Yi = OY T OF. 
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Thre allgemeine infinitesimale Transformation erhilt man, indem man 
=1-+ adt, o = bot setzt, in der Form 

a(zp + yg) + bag. 


Sie ist offenbar linear ableitbar aus: 


“aq “p+ yq 


Wenn aber zwischen @ und m eine Relation besteht, wenn also die 
gesuchte Gruppe nur eingliedrig ist, so muss diese sicher @ enthalten, 
denn sonst wire m = Oonst., was ja ausgeschlossen ist. Sei also: 
@ = y(m) 

die Relation. Ftihren wir nun zwei der Transformationen, etwa: 

a —=y(m)c, Y¥, = p(m(y + mz), 

by = P(M)%,, Yo = P(ImM)(Y, + M4) 
nach einander aus, so kommt: 

Ly = P(m)p(m,)z, Yo = p(m)p(m)(y + (m + m)z). 

Dies aber soll wieder eine Transformation der Untergruppe sein. Sie 
muss daher die Gestalt haben: 


m= —(M)2, w= 9(M)(y + Ma). 


Es ist aber M=m-+™,, und m muss die Functionalgleichung er- 
fiillen : 


(12) p(m + m,) = p(m)p(m,). 
Durch Differentiation nach m resp. m, folgt hieraus: 
og (m , 
op tM) — 9! (m)p(m,), 
Om(m + m,) ; 
ine pee p(m)y (m,). 


Die linken Seiten sind beide gleich gm + m,) und also ist auch 
p(m) __ 9 (m) | 
g (1) gp (m;) 

Demnach ist dieser Bruch eine bestimmte Zahl ¢ und also: 


log p(m) = cm + Const., 
y(m) = ye. 
Setzen wir diesen Wert in die Functionalgleichung (12) ein, so kommt: 
perm) = PARLE CN 
also y= y*. Da g(m) sicher verschieden von Null sein muss, so ist 
y = 1, und die Gleichungen der Gruppe lauten: 


f= ne. yt emy + mena. 
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Sie stellen in der That eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen 
Transformationen dar. Ihre infinitesimale Transformation ergiebt sich, 
wenn m= Ot gesetzt wird, in der Form 


cxp + (cy + 2)q 


oder: 
xg + e(xp + yq) |- 
C) Wir setzen jetzt: Dritter Pall, 
U, == Mu 
oder 
a a 
Am”, 
ay 
d. h. 


L=0L, ¥, =omy. 
Besteht zwischen @ und m keine Relation, so ist dies offenbar eine 
zweigliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. Ihre all- 


gemeine infinitesimale Transformation liefert die Annahme 9 =1-+ adt 
m= 1-+ bdt in der Form: 


a(ep + yq) + byg. 
Sie ist also linear aus xp + yq und yq oder also aus 


? 


op yg | 


ableitbar. 
Wenn aber g eine Function des Parameters m ist, so ist die ge- 
suchte Gruppe bloss eingliedrig. Sei also etwa: 
CS v(m), 
so liefert die Aufeinanderfolge von: 
m= v(m)c, y= mo (mys 
hy = YM )E,, Yo = MY(M) YH 
die Transformation _ 
l, = y(m)v(m,)z, Y, = mm, v(m) v(m)y. 
Sie soll auch der Gruppe angehoren, d. h. die Form haben: 
, = V(M)e, y= My(M)y. 
Es muss daher M=mm, und w Loésung der Functionalgleichung 
(13) w(mm,) = v(m) - v(m) 
sein. Setzen wir 
logm—=wu, logm, = wy 
und 
v(m) = d(o) = p(w), v(m) = ve) = PCH); 


so kommt: 
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; p(u + ty) = p(w) > P(e); 
d. h. wie oben ist 


p() = ect 

y(m) = m’. 
Hierdurch wird die Functionalgleichung (13) erfiillt, und unsere Gruppe 
hat die Gleichungen: 


und daher 


y= WL, Y, = merry, 
in denen ¢ eine bestimmte Zahl bedeutet. Ihre infinitesimale Trans- 


formation liefert die Annahme m = 1 -+ d¢ in der Form 


| cup ns (c a L)yg 


Vierter Vall. D) Jetzt nehmen wir an, wu werde in dieser Weise transformiert: 
U,=mu-+ n. 
Hier ist 
ees SUN ee, 
ae x 
und demnach 
= O%, Y, = o(my + nz) 
zu setzen. Ist @ wie m und m vollig willkiirlich, so stellen diese 
Gleichungen offenbar wirklich eine dreigliedrige Gruppe .mit paarweis 
inversen Transformationén dar. Fir 9 =1-+adt, m=1-+ bot, 


n = cot ergiebt sich ihre allgemeinste infinitesimale Transformation: 


a(ap + yg) + byg + cag, 


die linear ableitbar ist aus: 


| 
| xp yq «q |- 


Ks ist aber auch denkbar, dass @ eine Function von m und » 
bedeutet : 
a E(m, n), 
dass also die gesuchte Gruppe nur zweigliedrig ist. In diesem Falle 
betrachten wir alle diejenigen unserer Transformationen: 
(14) tm, = Fm, nx, y, = F(m,n)(my + na), 
die ausser dem Strahl w= co (der y-Axe) auch den Strahl » = 0 
invariant lassen. Da im allgemeinen 
U, = mu-+ n 
ist und die Gleichung 
u=mu+tn 
noch durch 
n 


un —— 
1— m 
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erfiillt wird, so lassen alle diejenigen Transformationen unserer Gruppe 
noch den Strahl w = 0 invariant, fiir die » =O ist. Alle diese 
oo! Transformationen : 


x, = F(m,0)x2, y, = F(m, 0)my 


bilden natiirlich eine eingliedrige Untergruppe der gesuchten Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen, bei der 


uy, = mu 


ist, die wir also schon unter C bestimmt haben. Sie hat danach die 
Form: 

(15) Ga, oY, = an Thy. 

Unsere Gruppe (14) enthalt also unter anderen diese oo! Transfor- 
mationen (15), in denen ¢ eine bestimmte Zahl bedeutet. Andererseits 
betrachten wir alle diejenigen oo! Transformationen unserer Gruppe, 
welche nur den Strahl w= oo invariant lassen, fiir die also 


u=u+tn 
oder m = 1 ist. Dieselben bilden eine eingliedrige Untergruppe mit 
paarweis inversen Transformationen, die wir unter B bestimmt haben: 


(16) T= OE, Yr = "(y+ 22) 
(wo jetzt n statt des dortigen m, a statt c¢ gesetzt ist). Hierin be- 
deutet @ eine bestimmte Zahl. 

Nun muss die gesuchte Gruppe auch jede Transformation ent- 
halten, die durch Aufeinanderfolge der Transformation (16) und einer 
Transformation von der Form (15), etwa dieser: 


Ly = M2, Yo=mtty,, 

hervorgeht. Es kommt: 
(17) La = "2, -y, = Tey + nz), 
m und » sind hierin willkiirlich. Diese Gleichungen stellen immer, 
ob nun a und c Null sind oder nicht, oo? und nicht nur oo! Trans- 
formationen dar, denn sie umfassen ja sicher die oo! Transformationen 
(15), wie auch die oo’ davon verschiedenen Transformationen (16). 
Daher miissen die Gleichungen (17) alle co” Transformationen der ge- 
suchten Gruppe darstellen. Fiihren wir nun zwei Transformationen 
von der Form (17) nach einander aus: 

Tp meer” x, y, = mort ean(y -|- nx); 


c 


ean +1 an ; 
Ly = ME *H,, Yom C *(Yy + 4%), 


so ergiebt sich die Transformation : 
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tg = (mm, e+e, 
yy = (mm, 2+ (mmyy + (mn + myn,)2). 
Dieselbe muss ebenfalls der Gruppe angehoren, also die Form haben: 
ty = Mee%x, y, = Mette"(y + Na). 
Es muss folglich méglich sein, MZ und N so zu bestimmen, dass: 
Meee® = (mm, yvere+n), 
MeetieN — (mm, tet, 
Mette" N = (mm,)ee@+™) (mm,n + m,n) 
ist. Division der zweiten Gleichung durch die erste giebt: 
M=mm,, 


sodass sich die Gleichungen reducieren auf: 
eaN SSS Com), 
e2N N = eeia+m) (n +. ay 2 
WW 


Aus diesen aber folgt: 
N=n+" 


™m 
und 
a(ut ) a(n+n,) 
é mm — e C 


Da n, m, und m vollig willkiirlich sind, so kann diese Gleichung nur 
dann bestehen, wenn a = 0 ist. Folglich lauten die Gleichungen der 
gesuchten Gruppe, die wir oben in der Form (17) geschrieben hatten, 
nunmehr so: 
Ly = ML, Y, = mt1(y + nz). 

Auch enthalt diese Gruppe zu jeder ihrer Transformationen die inverse. 
Indem man m~1- adt, n—bdt setzt, findet man die allgemeine 
infinitesimale Transformation der Gruppe: 


a(cup + (¢ + 1)yq) + bag, 


die linear ableitbar ist aus 


| copt+(e+1)yq xq ; 


Wir fiigen hinzu: Diese Gruppe enthilt die oot Transformationen (16), 
welche nur den Strahl w= oo in Ruhe lassen und, da a = 0 ist, die 
Form haben: 
T=, Y= YT ne. 
Die Determinante dieser Transformationen ist gleich 1. 
Dasselbe gilt natiirlich fiir jede mit dieser Gruppe gleichberechtigte: 
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Jede zweigliedrige Gruppe, welche einen Strahl invariant lagst, enthilt 
oo Transformationen mit der Determinante 1, welche nur diesen einen 
Strahl in Ruhe lassen. 


E) Wir kommen jetzt zur letzten Annahme: 


ae au + b 
1 ew + a 
oder 
Se Aaa Y + be 


v cy +dx’ 
welche liefert : 
@, = o(cy+dx), y= olay + ba): 
Im Gegensatz zu den obigen Fallen bedeuten hier a, b, c, d will- 
ktirliche Parameter, von denen iibrigens, da es nur auf ihre Verhilt- 
nisse ankommt, etwa d = 1 angenommen werden kann: 


t= o(cyt+ 2), y= o(ay + ba). 
Entweder ist nun auch og vdllig willkiirlich. Diese Annahme liefert 
die allgemeine lineare homogene Gruppe: 


tp Yp %G Y@ F 


Oder aber g ist eine Function von a, b, ¢: 
o = FG, 6, c). 

Alsdann ist die gesuchte Gruppe nur dreigliedrig. Betrachten wir 
unter ihren oo* Transformationen diejenigen oo”, bei denen ein be- 
liebig aber bestimmt ausgewihlter Strahl w invariant bleibt. Dieselben 
miissen offenbar eine zweigliedrige Untergruppe mit paarweis inversen 
Transformationen bilden, und, da bei ihnen ein Strahl invariant bleibt, 
eine zweigliedrige Gruppe, die gleichberechtigt ist mit der unter D 
bestimmten zweigliedrigen Gruppe. Aus der Schlussbemerkung zu D 
folet demnach: Die jetzt gesuchte Gruppe enthalt oo’ Transforma- 
tionen mit der Determinante 1, welche einen beliebig gewahlten be- 
stimmten Strahl w und nur diesen invariant lassen. Also umfasst sie, 
da es oo solche Strahlen giebt, co? Transformationen mit der Deter- 
minante 1, deren jede nur einen (doppeltzihlenden) Strahl in sich 
tiberfiihrt. Diese oo? Transformationen sind zu einander paarweis 
invers, bilden aber doch keine zweigliedrige Gruppe, denn weder unter 
D noch unter C haben wir eine zweigliedrige Gruppe gefunden, deren 
simtliche Transformationen je nur eimen Strahl in sich tiberfiihren. 
Es giebt also factisch keine solche zweigliedrige Gruppe. Mit anderen 
Worten: Fiihrt man nach einer jener oo” Transformationen eine 
andere derselben aus, so kann man nicht stets wieder eine jener 


Fiinfter 
Fall. 
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co? Transformationen erhalten. Es mtissen sich so vielmehr mindestens 

oo? Transformationen ergeben. Jene co” Transformationen aber haben 

die Determinante 1. Nach Satz 2, § 1 des 4. Kap., aber ist ihre Auf 

einanderfolge aquivalent mit einer Transformation, die ebenfalls die 

Determinante 1 besitzt. Somit folgt: Die gesuchte Gruppe enthilt 

oo® Transformationen mit der Determinante 1. Andererseits giebt es 

unter den oo* Transformationen : 

,==an-+ by, y, =cx + dy 
gerade oo%, deren Determinante 
ad — be =1 

ist und dieselben bilden nach jenem citierten Satz fiir sich eine Gruppe 

mit offenbar paarweis inversen Transformationen. Also ist unser 

Ergebnis: Die gesuchte Untergruppe ist identisch mit der dreigled- 
Unter-  yrigen Gruppe aller linearen homogenen Transformationen mit der Deter- 


gruppe mit 


der Determi-myimante Hins. Nach § 2 des 4. Kap. folgt auch noch unmittelbar, dass 


nante Eins. 


die allgemeinste infinitesimale Transformation derselben linear aus 


| 2q ap—yq yp 


ableitbar ist. — 


Hiermit ist die Bestimmung der Untergruppen der linearen homo- 
genen Gruppe zu Ende. Bei der unter B bestimmten eingliedrigen 
Gruppe 

Ly = OME, YH oY + mez 

ist noch zu bemerken, dass ¢ durch Ausfiihrung einer passenden linearen 
homogenen Transformation — welche diese Gruppe in eine gleich- 
berechtigte iiberfiihrt — gleich 1 gemacht werden kann, sobald es 
nicht gleich 0 ist. Denn fiihrt man vermége 

Paes , 

Ua ad eee 
neue Variabeln ein, indem man analog 


re 
Wy er are pe s8Y) 

setzt, so kommt: 

, (4 Li a 

Ly == ema, b= eomy +- cme a, 

oder, wenn man cm mit m bezeichnet und die nun unndtigen Accente 
streicht : 

“y= eH, Y, = e™y + mex. 
Hs ist dies die obige Gruppe, in der aber c= 1 gesetzt ist. Thre 
infinitesimale Transformation ist: 


| Sq + ap +yq |. 
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Die fiir ¢ = 0 hervorgehende Gruppe 


=H, Y=y+ me 
hat die infinitesimale Transformation : 
| xq . 


Diese beiden Gruppen lassen sich nicht durch lineare homogene Trans- 
formation in einander iiberfiihren. Die letzte niimlich enthilt im Gegen- 
satz zur ersten nur Transformationen S mit der Determinante 1, die 
immer wieder in Transformationen mit der Determinante 1 tibergehen, 
wenn man yermége einer linearen homogenen Transformation 7’ neue 
Variabeln tiberfiihrt. Denn dann kommt 7-'ST' (nach Satz 6, § 2 
des Kap. 3), und diese hat, wenn 7' die Determinante 4 besitzt, nach 
Satz 2, § 1 des Kap. 4, die Determinante: 
1 

griera 

Ks liegt ferner in der Natur der Sache, dass tiberhaupt keine zwei 
der obenbestimmten Gruppentypen in einander durch lineare homogene 
Transformation iibergefiihrt werden kénnen, da stets zwei gleichviel- 
gliedrige ein verschiedenes Verhalten hinsichtlich der Transformation 
des Biischels «== Const. zeigen, das nicht durch lineare Transformation 
auszugleichen ist. 

Theorem 16: Jede continuierliche lineare homogene GruppeZsmmen- 


stellung 
in zwei Verdnderlichen x, y mit paarweis inversen Transfor- ser in. 


homogenen 


mationen ist durch Ausfiihrung einer geeigneten linearen Gren. 
homogenen Transformation auf einen der folgenden Typen 
zuriickfiihrbar, in denen t, t,, t-- die willkiirlichen Parameter 
bezeichnen: 
4-gledrig: 1) % =tae+hy, y, =e + thy, 
3-ghedrig: 2) 4 =te2+hy, y,=t a + ty, 
wo t,t, — it, = 1 ist. 
3) % = 42, y= hy + Qe, 
2-gledrig: 4) 4% =t2, y=hy + be, 
5) % = 42, Y= by, 
6) a =hr, A= arly utah) 
1-ghedrig: 1) 4% =tx, y,=ty, 
8) a,=en, y, = ey + tex, 
9) v= 2, ¥= y+ ta, 
10) eaeia, wy, ely: 


Lie, Continuierliche Gruppen. i0 
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Die allgemeinste infinitesimale Transformation der betreffen- 
den Gruppe ist jedesmal linear ableitbar aus den folgenden: 


1) | ap yp xg va | 


2) aq “p—Yyq YP | 3) | ap yg %g | 


4) oq np + yd | 6) | wp vg | 6) ; cap + (6+ l)yq aq | 


ag + ap + yg 9) xg |10) cap + (c+ 1)yq F 


Die in 6) und 10) auftretenden Constanten ¢ lassen sich, wie eine 
nahere Untersuchung zeigt, nicht weiter specialisieren. 

Wir bemerken noch, dass wir spater diese Untergruppen der all- 
gemeinen linearen homogenen Gruppen an der Hand einer allgemeimen 
Methode auf kiirzerem Wege bestimmen werden. 


Die dreigliedrige Untergruppe: 


Hy = au + by, y, = cu + dy, 
ad — be = 1, 


Bpeqalle fiihrt den Namen der speciellen linearen homogenen Gruppe. Wir 

Gruppe. kénnen uns die Aufgabe stellen, die Typen von Untergruppen der- 

selben zu bestimmen. Dabei werden wir zwei solche Untergruppen 

es derselben als gleichberechtigt innerhalb der speciellen linearen homogenen 

Unter- Gruppe bezeichnen, welche durch eine lineare homogene Transforma- 

aerselben. tion mit der Determinante 1 in einander tiberfiihrbar sind, und fiir jede 
Schar gleichberechtigter einen Typus aufsuchen. 

Dabei ist Folgendes zu beachten: Ist 7 irgend eine Transforma- 

tion der linearen homogenen Gruppe mit der Determinante 4, und be- 


zeichnet man die Transformation 


okay V 4x, ier V4y, 

welche die Determinante 4 hat, mit 7), so ist offenbar 7'7,—1 eine 
Transformation mit der Determinante 1, die T heissen mége. Auch 
ist 7, wie 7)—1! mit jeder linearen homogenen Transformation vertausch- 
bar. Wenn nun die Transformationen einer Untergruppe der speciellen 
Gruppe mit S bezeichnet werden, und wenn diese Untergruppe inner- 
halb der allgemeinen Gruppe gleichberechtigt ist mit der Untergruppe 
2, etwa dadurch, dass die Ausfiihrung der linearen homogenen Trans- 
formation Z'’ mit Determinante 4 auf die S die 2 liefert: 
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ois Sd a 
so ist wegen: 
LT tee T oders2' == T I, 
auch 


(KE \-US Tr 2, 


Peelers solgtceber b= 7,7", daher :77e' Ta) =< Ti 
= (T 7,)—1, sodass sich ergiebt: 


ee eee 


Hierin kann YZ, mit allen vorkommenden Transformationen in der 
Reihenfolge vertauscht, also an die zweite Stelle gesetzt werden. Da 
aber 7,—* Z) = 1 ist, so bleibt dann nur iibrig: 


TiS 5, 


in Worten: Auch T fiihrt die Gruppe der S in die der & iiber. T aber 
ist eine Transformation der speciellen Gruppe. 

Mithin: 

Satz 10: Sind zwei Untergruppen der speciellen linearen homo- 
genen Gruppe der Ebene mit einander gleichberechtigt innerhalb der all- 
gemeinen linearen homogenen Gruppe, so sind sie auch mit einander 
gleichberechtigt innerhalb der spectellen Gruppe. 


Demnach ergeben Sich alle Typen von Untergruppen der speciellen 
Gruppe, indem man die Typen von Untergruppen der allgemeinen aus- 
wahlt, die zugleich der speciellen Gruppe ganz angehéren. Hierher 


=? 9), 10) fir ¢ = —< des 


gehéren die Typen 2), 6) fiir ¢ = — or 


Theorems 16. Wir sagen daher: 


Theorem 17: Jede continuierliche lineare homogene Gruppe Tyven der 

2 

in ewet Verdnderlichen x, y mit paarweis inversen Transforma-smpren der 

: y ¥ speciellen 

tionen, deren sdmtliche Transformationen die Determinante iin. hom. 

: ae - - 5 5 Gruppe. 
Eins haben, lasst sich durch Ausfiihrung einer geeigneten 
linearen homogenen Transformation, die ebenfalls die Deter- 
minante Eins hat, auf einen der folgenden Typen eurick- 


fiihren: 


| te UT UP | 


| “p—yq oq | 


\ 


| xq | | op— yd : 


10* 
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Sie besteht also entweder aus allen Transformationen mit der 
Determinante Eins oder aus denen, welche sdmtlich ein und 
denselben Strahl durch den Anfangspunkt, oder aus denen, deren 
jede nur diesen einen Strahl, oder endlich aus denen, welche 
simtlich dieselben zwei Strahlen durch den Anfangspunkt in 
sich transformieren. 


Beziehung Zwischen der speciellen linearen homogenen Gruppe der (ay)- 


zur proj. 


Gruppe Hbene und der allgemeinen projectiven Gruppe der einfachen Mannig- 
der einf. ] 
M ig- fs . 
faltigkeit, faltigkeit « = # besteht ein enger Zusammenhang: 
Zu jeder Transformation 
2,=axr-+ by, y,=—cx+dy, ad—be=1 
der ersteren ist eine Transformation der Strahlen w 


i: _ ¢+du 
1" a+ bu 


zugeordnet. Bezeichnen wir die Transformationen der einen Gruppe mit 
Sa, Sg..., die entsprechenden der anderen mit T,, Ts..., so folgt 
aus der geometrischen Beziehung, dass mit 


SaSp= Sap) 
auch 

iy ike Ts = Tp), ~* 
d. h. der der Aufeinanderfolge von S, und Sg iiquivalenten Transforma- 
tion S(as) ist eben die Transformation 7(«s) der Strahlen des Biischels 
zugeordnet, die der Aufeinanderfolge von 7, und Ts dquivalent ist. 
Kine ahnliche Beziehung haben wir schon oben bei der allgemeinen 
linearen homogenen Gruppe angedeutet. Wihrend dort aber umgekehrt 
za einer vorgelegten Transformation der Strahlen: 


x bite se 
1 a+tobu 


oo! Transformationen der allgemeinen linearen Gruppe construiert 
werden kénnen, welche die Strahlen in der vorgeschriebenen Weise 
vertauschen, nimlich diese: 


a, = o(ax + by), y, = o(cx + dy), 
so ist doch unter diesen nur eine discrete Anzahl von Transformationen 
vorhanden, die der speciellen Gruppe angehéren. Es sind dies die 
beiden, in denen @ gemiiss der Bedingung: 
a b 
ie t) ae 
ec — od | 
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oder also in der Form 


anzunehmen ist. Jeder projectiven Transformation der einfachen 
Mannigfaltigkeit « entsprechen also in der speciellen linearen homo- 
genen Gruppe nur zwei — nicht unendlich viele — Transformationen. 
Man nennt diese enge Beziehung zwischen beiden Gruppen den holo- 
edrischen Isomorphismus, waihrend man die Beziehung zwischen der emorphis 
Gruppe in w und der allgemeinen linearen Gruppe, bei der jeder Trans- 
formation der ersteren co! Transformationen der letzteren zugehoren, 
als meroedrischen Isomorphismus bezeichnet. Doch wollen wir hiermit 
den in der Gruppentheorie sehr wichtigen Begriff des Isomorphismus 
nur fliichtig angedeutet haben. 
Wir bemerken nur noch, dass die zu 


VP= (aa + by)p + x — ay)a, 
der allgemeinen infinitesimalen Transformation der speciellen linearen 


homogenen Gruppe, gehérige infinitesimale Transformation Uf der 


Grésse u = z leicht berechnet werden kann. Hs ist ja: 


dy — yd 
ua a 


und daher erfahrt « das Increment: 


oe Ot 


— > Ag x 


= (ce — 2au — bu’) dt, 


sodass 
Uf =(e — 2au — bu’) a 


ist. 


Abteilung II. 


Theorie der projectiven Gruppen in der Ebene. 


Wir beginnen in dieser Abteilung mit der eigentlichen Gruppen- 
theorie, indem wir zunachst den Begriff einer endlichen contuwierlichen 
Transformationsgruppe in der Ebene feststellen und darauf einige all- 
gemeine Siitze tiber beliebige derartige Gruppen entwickeln. Unter 
anderem werden wir finden, dass sich die Transformationen einer 
Gruppe in Scharen anordnen lassen, deren jede eine von einer infini- 
tesimalen Transformation erzeugte eingliedrige Gruppe darstellt. Darauf 
wenden wir uns insbesondere zur Betrachtung der projectiven Gruppen 
der Ebene, die hiernach in lauter eingliedrige projective Gruppen zer- 
fallen. Wir werden einen sehr wichtigen Satz tiber die Klammeraus- 
driicke der infinitesimalen Transformationen der betreffenden emmgliedrigen 
Gruppen beweisen und schliesslich durch verhiltnismissig einfache 
Rechnungen das wichtige Problem der Bestimmung aller sprojectiven 
Gruppen der Ebene erledigen. 

Hierbei bemerken wir vorweg, dass wir uns die vorkommenden 
allgemeinen Functionen immer als analytische Functionen denken, als 
Functionen also, die sich in der Umgebung der in Betracht kommen- 
den Wertsysteme nach dem Taylor’schen Satze in Potenzreihen ent- 
wickeln lassen. 


Kapitel 6. 
Endliche continuierliche Transformationsgruppen in der Ebene. 


Indem wir uns vornehmen, in diesem Kapitel den Begriff einer 
endlichen continuierlichen Transformationsgruppe der Ebene allgemein 
zu entwickeln, bemerken wir vorweg, dass die in der ersten Abteilung 
betrachteten Gruppen von besonderer Beschaffenheit viele Beispiele ftir 
die folgenden Theorien liefern. Dennoch werden wir noch 6fters neue 
Beispiele da angeben, wo dies besonders erwiinscht erscheinen muss. 
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§ 1. Schar von Transformationen. 


Trans- 


formation, 


Zwei Gleichungen von der Form 


(1) a, = 9(2, Y, Ur°*Gy), Y, = V(z, Y, Ay + Or), 

von denen vorausgesetzt wird, dass sie auch nach a, y auflisbar seien, 
stellen, wenn in ihnen den Grissen a,--+a, bestimmte Zahlenwerte 
gegeben werden, eine bestimmte Zransformation dar, die alle Punkte 
(w, y) der Ebene in neve Punkte (#,, y,) tiberfiihrt. Geben wir den 
Gréssen a,---+a, alle méglichen bestimmten Zahlenwerte, so erhalten 


Schar von 


wir eine Schar von Transformationen mit den Parametern a, - - d,. rerandtees 
mationen. 


Erteilen wir den Parametern a,---a, auf zwei verschiedene Arten 
bestimmte Zahlenwerte, so sind zwei Méglichkeiten denkbar: Entweder 
sind dann die beiden zugehérigen Transformationen von einander ver- 
schieden, oder aber sie stimmen tiberein, d. h. sie ordnen beide einem 
beliebigen Punkte (7, y) allgemeiner Lage denselben Punkt (a,, y,) zu. 

Wir wollen einmal den Parametern a,--a, gewisse bestimmte, 
aber allgemein gewahlte Werte a,° -- a,° beilegen, sodass wir die Trans- 
formation erhalten: 


(2) r= 92, Y; a," =e: ar), | P(e, Y; a,° es dir). 
Wenn wir uns dann fragen, ob es noch andere Wertsysteme der 


a,--a, giebt, fiir welche die Transformation (1) mit dieser tiberein- 
stimmt, so werden wir fir a,---a, solche Zahlen zu bestimmen 


Parameter. 


suchen, dass 

p(z, Y, Ge ty) a p(%, Y, a>: Gr) 

P(x, Y, % ++ Ar) = VG, y, Quote a) 
wird und zwar fiir alle Werte z, y. Ist dies nicht zu erreichen, so 
liegt die erste der angegebenen Méglichkeiten vor. Lassen sich aber 
derartige Werte angeben, so sind wieder zwei Falle denkbar: Entweder 
giebt es nur eine discrete (endliche oder unendlich grosse) Anzahl 
solcher Wertsysteme, oder aber es sind unendlich viele continuierlich 
auf einander folgende vorhanden. 


Z. B. wenn die Transformationen vorliegen: Boispiele. 
(3) =U +a, %4=— Yt h, 
so geben verschiedene Wertsysteme der a,, a, auch stets verschiedene 
Transformationen. Dagegen in der Schar der Transformationen: 


(4) t%=24+47, = YF Me 
stimmt die Transformation (a,, a) mit der Transformation (— a, dg) 
tiberein. In der Schar 
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(5) a = 2+ tea, Y= Y + % 

stimmt mit der Transformation (a,, a.) jede Transformation (5) tiber- 
ein, in der fiir a, ein Wert a, + 2h gesetzt wird, wo k eine ganze 
Zahl bedeuten soll. Wenn endlich die Schar vorliegt: : 

(6) = "2+ a +43, Yi = ¥ +, 

so stimmt die Transformation (a,, a, a,) mit jeder Transformation (6) 
iiberein, in der statt a, und a, die Grossen a,-+-4, a,—A stehen, 
wie auch die Zahl 4 gewahlt sein mag. In diesem Beispiele kénnen 
wir, ohne aus der Schar der Transformationen (6) eme, mehrere oder 
gar unendlich viele auszuschliessen, von vornherein die Constante 
a; = 0 annehmen, da sie offenbar zur Allgemeinheit der Schar nichts 
beitrigt, oder auch wir kéunen a, + a, anstatt a, als den einen Para- 
meter betrachten, wobei sich dann zeigt, dass die Schar (6) sich 
eigentlich — wie auch die Schar (4) und (5) — vollkommen mit der 
Schar (3) deckt. In dem Beispiel (6) ist also einer der drei Para- 
meter @,, @,, @3 tiberfliissig. Nicht so in den Scharen (4) und (5). 
Hier wiirde eime specielle Annahme von a, oder a, die Anzahl der in 
den Gleichungen (4) oder (5) enthaltenen Transformationen wesentlich 
beschranken. Wir sagen daher, dass in den Fallen (3), (4), (5) die 
beiden Parameter a,, a, wesentlich sind, dass dagegen im Fall (6) ein 
unwesentlicher Parameter auftritt. 


Hine ganz ahnliche Betrachtung kénnen wir bei jeder Schar von 
Transformationen (1) anstellen. Denken wir uns, es wire méglich, 
ihre Parameter a,--a, durch weniger, also durch nur 7 — 1 Para- 
meter @,-- 0,1 zu ersetzen, wodurch die Gleichungen (1) in neue 
iibergingen: 

Ly = PH, Y, +1), Y= VY, Y, ++ e4), 
so miissten sich diese mit den Gleichungen (1) decken; es miisste also 
moglich sein, fiir alle Wertsysteme x, y und bei beliebiger bestimmter 
Wahl von a,--a, solche Constanten a, -- @,; anzugeben, dass 


P(X, Y, M+ Ar) = 9, Y, O°: 6ty—1), 

p(x, Ge a,) a va, be ec 6ty—1) 
wiirde. Zunachst diirften dann diese Gleichungen # und y nur schein- 
bar enthalten: Sie miissten sich auf Gleichungen zwischen a, -- a, und 
a, ++», allein reducieren. Da sich ferner zu beliebigem Wertsystem 
a,°:@, immer ein Wertsystem a,--@,1 angeben lassen miisste, so 


miissten sie sich dadurch befriedigen lassen, dass man e+: «,—1 gleich 
gewissen [unctionen von a, -- a, setzte; 
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Oy == 0, (0, ++ Gy)s ++ py = 1 (a, ++ ,). 


Dann aber ist es klar, dass, wenn a, -- @,—, in irgend einer Weise be- 
stimmt angenommen werden, damit unmdglich auch die r Constanten 
a,--a, simtlich durch diese Gleichungen bestimmt sind, denn es sind 
dies ja nur r—1 Gleichungen. Vielmehr existieren dann unendlich 
viele eine continuierliche Reihe bildende Wertsysteme a,--a, zu einem 
bestimmten Wertsystem «,--«@,—,;. Mit anderen Worten: Unendlich 
viele eine continuierliche Reihe bildende Wertsysteme a,+-a, geben 
dieselbe Transformation (1). 

Wenn umgekehrt je unendlich viele eine continuierliche Schar 
bildende Wertsysteme a,--a, dieselbe Transformation (1) ergeben, so 
werden diese Scharen von Wertsystemen durch gewisse Gleichungen 
zwischen a,--d, definiert sein und zwar durch hoéchstens r — 1 von 
elmander unabhiingige: 


09, (a, pe a,) ae US aa ,—1 (Ay a Qr—1) = Or —1, 


welche eine Anzahl Constanten a, --«,—; enthalten, so zwar, dass sie 
bei bestimmter Wahl derselben eine Schar von Wertsystemen q, -- a; 
definieren, die simtlich dieselbe Transformation (1) liefern. Diese 
Gleichungen werden aber héchstens r—1 der Constanten a, -- a, be- 
bestimmen, etwa a,--a,—1, wiahrend eine, a,, ganz beliebig bleibt. 
Das Einsetzen dieser Werte wird die Gleichungen (1) auf eine solche 
Form 


“4 >= D(x, Y, O°? Or—1, Gr), Y, == PB, Y, Oy >> Gr—ay Gr) 


bringen, dass, wie auch a, gewahlt sein mag, stets diese Gleichungen 
dieselbe Transformation darstellen, sie also in Wirklichkeit a, gar nicht 
enthalten. Damit wird dann erreicht, dass die Schar (1) durch diese 
neuen Gleichungen mit héchstens »—1 Parametern a,--a@,—; dar- 
gestellt werden kann. Den Parameter a, bezeichnen wir hier als un- 
wesentlich, da es fiir die Allgemeinheit der Schar (1), fiir ihren Um- 
fang, gleichgiiltig ist, ob er etwa einer bestimmten Zahl gleich gesetat 


wird oder willkiirlich bleibt. 


Die Zahl der Parameter a,--a, der Schar (1) lasst sich somit 
dann und nur dann ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit er- 
niedrigen, wenn sich alle méglichen Wertsysteme a, -- a, in Scharen 
von je unendlich vielen continuierlich aufeinanderfolgenden derart an- 
ordnen lassen, dass zwei Wertsysteme derselben Schar von Systemen 
stets die gleiche Transformation (1) ergeben. Ist dies nicht der Fall, so 
sagen wir, dass alle r Parameter a,--a, wesentlich sind. Wenn a,--4, 
wesentlich sind, so giebt es nicht unendlich viele continuierlich auf- 


Unwesent- 
licher 
Parameter. 
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einanderfolgende derartige Wertsysteme. Da es nun oo” verschiedene 
Wertsysteme a,--a, giebt, so sind dann auch in der Form (1) 00” 
verschiedene Transformationen vorhanden. 


Abloitung Wir wollen nun ein analytisches Criterium entwickeln, mit dessen 
eines See . : 

Critoriums Hiilfe wir in jedem gegebenen Falle entscheiden kénnen, ob die 7 Para- 
fiir die E . . 
wesent- meter wesentlich sind oder nicht. 

lichen Para- } ; ; 
se Nehmen wir zuniichst an, die 7 Parameter a,--a, seien nicht 

simtlich wesentlich. Dann existieren gewisse Functionen o, -- &,—m 


von a,--d, derart, dass die Gleichungen (1) durch gewisse andere: 


“= g(a, Y, %y °° Om} Yi v(a, Y, O° Or—m) 


ersetzbar sind, sodass m mit gm und ~ mit @ identisch ist. Dabei ist 
die Zahl r—m der Functionen @, - + &,-—m hdchstens gleich r—l1, also 
y>1. Nun existiert bekanntlich stets eine lineare partielle Differential- 
gleichung: 


0 7) 7) 
AP = 1a, -+ 0) go + pola) E+ + + plq ss) Zo =O 


— und, wenn m> 1 ist, sogar unendlich viele —, der irgend welche 
angenommene Functionen a, --@,—, von ” Gréssen a,--a, gentigen. 
Diese Gleichung wird alsdann auch von jeder Function der Lésungen - 
1, °+ O-—m erfiillt, insbondere also auch von p und w oder endlich yon 
g und yw. 

Wenn umgekehrt gm und w» Lésungen einer solchen partiellen 
Differentialgleichung Af 0 sind, so sind sie Functionen gewisser 
ry — 1 von einander unabhingiger Lésungen 6, (a,--a,)---B-—1(a,-+4,) 
derselben. Sie kénnen also dann auf die Form 


9 = p1 (2, y, By Br—1); y=Yy (x, y, B, ++ Br—1) 


gebracht werden, d. h. in (1) kénnen die y Parameter a,--a, durch 
nur ry —1, namlich 6, -- 6,1, ersetzt werden: Es sind dann nicht 
alle Parameter wesentlich. 

Wir haben damit bewiesen: 


Criterium, Satz 1: Die nach x, y auflosbaren Gleichungen 
aia p(2, Yn Gis: Ar), Vie w(x, Y, A: Gy) 


stellen dann und nur dann oo” verschiedene Transformationen dar, d. h. 
thre r Parameter a,--a, sind dann und nur dann stimtlich wwesentlich, 
wenn es unmiglich ist, r nicht stimtlich verschwindende von x, y freie 
Functionen x, ++ %, von a,++ a, so zu bestimmen, dass identisch 
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wird. 


Zu diesem Criterium kénnen wir auch durch folgende Uberlegung Ree. 
gelangen: Wenn die r Parameter a, -+.a, nicht simtlich wesentlich “eben. 
sind, so giebt es zu jedem Parametersystem a,-+a, unendlich viele 
andere, welche dieselbe Transformation (1) liefern. Da diese Para- 
metersysteme eine continuierliche Schar bilden, so muss folglich wenig- 
stens ein dem System a,--a, beliebig nahe benachbartes Wertsystem 
a, +2, -+:a + existieren, welches dieselbe Transformation (1) 
hiefert, sodass also: 

p(X, Y, G++) = p(x, y, a + &, ++ a + 8), 
U(%, Y, Ge a,) = H(z, Y, Ay + 6, *+ Or + é;) 
wird, Hier kénnen wir rechts die Taylor’sche Entwickelung nach 


é,:-é, ausfiihren, die bei hinreichend wenig von Null verschiedenen 
Werten der ¢ convergieren, sodass sich ergiebt: 


Le ie 
Op(a, Y, Gy ++ Gr) 1 0° 
ad ; ead a i 1p ee Rp Bo 3) 
9 > OW a0 2 > > dai day ©! * ae d 
1 1 
2 


_ Nv @, & Gar) 1 Y 62 
o— > Oi Sick gy or Gosden 


Z 


Wir dividieren beide Entwickelungen durch eines der ¢, etwa &. 
Lassen wir dann das Wertsystem (a + ¢) in einer gewissen Weise 
gegen das Wertsystem (a) convergieren, so convergieren die Quotienten 


ej . : : . : 
S gegen gewisse Functionen von a,--a, und die Glieder der Reihe 
1 


von den Doppelsummen an gegen Null, sodass sich also ergiebt: 


bis 


YOM(L, Y, A+ + Gr) 
Ore oe aan ~ Ui(dy ++ Ar), 


1 


r 


P O(a, UT LO Cae Gr) 
i Pe a Li(G, -* Gr), 


1 
d. h. gm und ¥ erfiillen eine gewisse lineare partielle Differential- 


gleichung 


Aseon ar 
Af= De Ui (Ay oie a,) Cera Ge 
1 


Begrifflichor 
Sinn des 
Criteriums. 


Zur Anwen- 
dung des 
Criteriums. 


Boispicle. 
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Wenn umgekehrt die Functionen p und » eine solche Differential- 
gleichung erfiillen, so schliessen wir rtickwarts, dass das Wertsystem 


G+ my (++ ar)Ot, + Or + (Gy > - ar) Ot 


dieselbe Transformation wie das Wertsystem a,--a, liefert, dabei unter 
Ot eine gegen Null convergierende Grésse verstanden. Zu jedem Wert- 
system (a) existiert also dann ein unendlich benachbartes, das dieselbe 
Transformation liefert. Zu diesem ist wieder ein gewisses Wertsystem 
mit derselben Transformation unendlich benachbart u. s. w., sodass 
sich so aus jedem Wertsystem a,--a, eine continuierliche Schar von 
Wertsystemen ergiebt, denen dieselbe Transformation (1) zugehort. 
Dies ist also der depntliche Sinn unseres Criteriums. Allerdings ist 
die soeben entwickelte Umkehrung nicht ganz streng formuliert, sie 
sollte aber auch nur diese begriffliche Deutung klarmachen. 


Zur Anwendung des Criteriums unseres Satzes wird man bei einer 
vorgelegten Schar (1) so verfahren: Man bestimmt zunichst die Func- 
tionen y,-- 7, in irgend einer Weise so, dass gm und yw jene lineare 
partielle Differentialgleichung erfiillen. Alsdann berechnet man r—1 
von einander unabhangige Lésungen w,--@,—1 dieser Gleichung und 
fiihrt vermége der Gleichungen 


1 (Ay + + Gr) = Oy) + + Op—1 (y+ + Oy) = Ot 

an Stelle von r—1 der Parameter a,--a, die Parameter a, - +o, 1 in 
(1) ein. Dadurch muss von selbst der noch iibrige 7” der Parameter 
a,::a, aus den Transformationsgleichungen herausfallen, sodass die 
neuen Gleichungen der Transformation nur die » — 1 Parameter 
@,-+@,—; enthalten. Sind auch diese noch nicht samtlich wesentlich, 
so kann man dasselbe Verfahren noch einmal anwenden u. s. w. Es 
ist auch nicht schwer, gleich auf einen Schlag mehr als einen un- 
wesentlichen Parameter zu entfernen. Doch gehen wir darauf nicht 
naher ein, da sich in der Praxis meist auch ohne Benutzung der par- 
tiellen Differentialgleichung Af 0O etwa vorhandene tiberzihlige Para- 
meter als solche sofort herausstellen. Es gentigt fiir die Theorie, das 
obige Criterium aufgestellt zu haben. 

Fir den Fall, dass die Schar nur zwei Parameter enthilt, ist die 
Entscheidung leicht: Die beiden Parameter sind offenbar dann und 
nur dann wesentlich, wenn sich die beiden Gleichungen nach ihnen auf- 
lésen lassen. 


1. Beispiel: Sei die Schar von Transformationen vorgelegt: 
% = xcose—ysne+A-+ B, y, «sine + ycosa + C+ D. 


Schar yon Transformationen. 157 


Sie enthalt zuniichst, die fiinf Parameter «, A, B, C, D. Hier sieht 
man yon vornherein, dass sich A+ B und C+ D durch je einen 
Parameter a, b ersetzen lassen: 


LZ,=x£cosa—ysna+t+a, y,=xvsne+ ycosa-+t b. 


Ks ist hier ferner augenscheinlich, dass zwei solche Transformationen 
nur dann iibereinstimmen, wenn a und b in beiden dieselben Werte 
haben, wihrend @ in beiden um ein Vielfaches von 2 variieren kann. 
Es sind also alle drei Parameter a, a, b wesentlich. Um aber auch 
das Criterium des Satzes 1 anzuwenden, haben wir zur Bestimmung 
der x die Gleichungen aufzustellen: 


4,(— “sin a — ycosa) + % =O, 
4,(@ cos a — ysin a) + 7, = 0. 
Sie zerfallen, da die 4 von x und y frei sein sollen, in vier einzelne 
Forderungen, denen nur von 7, = 7. = 7, =O geniigt wird. 
2. Beispiel: Es wird gefragt, ob in der Schar von Transforma- 
tionen: 


4, =e -+ feete, y, = rya's? 
alle drei Parameter a, ), ¢ wesentlich sind. Hier liefert Satz 1 die 
Gleichungen zur Bestimmung der 7: 


(ca 1gb + V8 lgb ~) + y, (wal®? Iga 5 + D8 Iga) + 4, = 0, 
1 (wy a®—* 1g b + yy cya’? Iga )= 0, 
die aber, da sie fiir alle z, y bestehen sollen, in diese zerfallen: 
4, 82"—* ob + x, a8? Igap = 0, 
1 DE" Igh | + 1084-1 Iga + 45 = 0, 


4,02°— lob + 4 a2? lea + =, 
Die erste giebt: 


Setzen wir diesen Wert in die zweite ein, so kommt 
ts = 9, 


wahrend die dritte durch diese Substitution erfiillt wird. Somit kénnen 
wir, da es nur auf die Verhiltnisse der 7 zu eimander ankommt, 


i =alga, ,=—blgb, ~4=0 


setzen. Dies liefert die lineare partielle Differentialgleichung in a, b,c: 
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alga! digo Sf —0, 
die lga-lgb und ¢ zu Loésungen hat. Also wird bei Kinfithrung von 
a= lga-lgb 
und Beibehaltung von ¢ aus den Transformationsgleichungen a und 6 
herausfallen. In der That, es ist 


a 


4= clogs 
d. h. as? = ¢*, blee — e%, und es kommt: 


= xe ter te, y, = rye. 
Statt o kénnen wir e*, statt e* + ¢ direct ¢ als Parameter benutzen 
und erhalten so die bequemere Form: 


L%,=axrte, y, = ary. 


Hier sind a, c wesentliche Parameter. 


§ 2. Gruppe von Transformationen. 
Kis sei wiederum eine Schar von Transformationen vorgelegt: 


(1) t= P(X, Y, ++ Gr), = Ve, Y, A ** Gr) 

und vorausgesetzt, dass a,--a, simtlich wesentliche Parameter seien, 

d. h. dass die Gleichungen (1) wirklich oo” von einander verschiedene 

Transformationen darstellen. 

Jetzt soll aber tiberdies angenommen werden, die Schar (1) be- 

Gruppen. sitze die Gruppeneigenschaft: Es soll die Aufeinanderfolge irgend zweier 
i Transformationen dieser Schar stets einer eingigen Transformation der 

Schar dquivalent sein. 

Bezeichnen wir die zum Wertsystem a, -+-a, gehérige Transforma- 
tion der Schar (1) symbolisch mit 7, so soll also vorausgesetzt 
werden, dass, wie auch a,--a,; b,--b, gewahlt sein moégen, stets ein 
Wertsystem c¢,--c, existiere derart, dass 


a, T, = i 
ist. Analytisch driickt sich dies so aus: 
Analytische Fiihren wir zuerst die Transformation 7, aus, so kommt: 
Darstellung. z 
(7) X= P(e, Y, Ay+* Ar), Y= V4, Y; Cy ++ My). 


T’, ferner fiithrt die Punkte (w,, y,) in neue Punkte (a, y,) iiber: 


(8) Ly = p(a;, Yy, 0, ++ bp), Yo = W(X, Yr, Oy -> b,). 
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Die Aufeinanderfolge 7, 7, ist nun derjenigen Transformation fqui- 
valent, die durch Elimination der Zwischenwerte a,, y, aus (7) und 
(8) hervorgeht: 


(9) ( = 9(p(x, y, a), (a, y, a), b+ b,), 
Ys = v(e(@, Yy, @), va, Y) a), b, - by). 


Hierin ist p(w, y, a,--a,) kurz mit (2, y, a), v(@, y, a+ a,) kurz 
mit w(x, y, a) bezeichnet. Dieser Transformation (9) soll nun eine 
Transformation der Schar (1) Aquivalent sein, d. h. es sollen sich 
solche Werte c,--¢, angeben lassen, dass (9) identisch wird mit: 


Wy = P(X, Y, °° Cr), Yo= Y(%, Y, G++ Gr), 
dass also die Gleichungen 


poz, Y; a), v(a, Y, a), b, = b,) — p(x, Y, 4 °° Cr); 
vv, Y; a), v(x, Y; a), by a by) an p(a, ovine Cr) 


identisch bestehen fiir alle Werte von x und y. Dabei sind die Con- 
stanten a,--a,, b,--b, willkiirlich wahlbar, also die Constanten ¢,- -¢, 
notwendig gewisse Functionen 4,(a,--a,, 0,--0,), -+a,-(a,--a@,, 6, --b,) 
der a und b allein. 

Die Schar (1) stellt somit dann und nur dann eine Gruppe dar, 
wenn es gewisse Functionen 4,(a, b), --4d,(a, 6) giebt, die frei von 
xz und y sind, derart, dass fiir alle Werte von 2, y, a,--a,, b,--b,, die 
Identitiiten bestehen: 


(10) {p(p(a, Y, a), p (a, Y; a), b; re b,) = p (2, Y; A, (a, b), Bic 1,(a, b)), 
lve (2, Y, a), w (a, Y, a), b, a b,) ==? (2, Y, 1,(4, b), ‘2 1,(4, b)). 


Alsdann nennen wir die Schar (1), da sie tiberdies nach Voraus- 
setzung aus oo” verschiedenen Transformationen besteht, eine r-gledrige 
Gruppe von Transformationen. 


Aber noch einige weitere Voraussetzungen wollen wir hier ein fiir 
allemal tiber die Schar (1) machen: Zuniichst setzen wir voraus, dass 
g und w solche Functionen von a,--a, seien, dass eine unendlich 
kleine Anderung der Parameter a,--a, die Transformationen (1) auch 
nur unendlich wenig Aandert, dass also alle co” Transformationen, die 
in (1) enthalten sind, eine continwierliche Schar bilden. Insofern nennen 


r-gliedrige 


Gruppe von 


Transform. 


Sonstige 
Voraus- 
setzungen. 


wir dann die Schar eine continuierliche Transformationsgruppe. Die er- Continuierl. 


wihnte Voraussetzung ist insbesondere erfiillt, wenn gm und p ana- 
lytische Functionen threr Arywmente sind. Wir werden uns in diesem 
Werke stets auf diesen Fall beschranken, ohne es immer ausdrticklich 


Gruppe. 
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hervorzuheben. Dadurch werden fremdartige functionentheoretische 


Untersuchungen von vornherein abgeschnitten. 

pte Ferner werden wir voraussetzen, die Schar (1) enthalte zw jeder 
tionen. ihrer Transformationen auch die inverse. Die zur Transformation (1) 
inverse Transformation, die man bekanntlich dadurch erhalt, dass man 
(1) nach w, y auflést und dann, um bei gewohnter Darstellungsweise 
zu bleiben, x, y mit a, y, und umgekehrt x, y, mit x, y bezeichnet, 
soll also auch dadurch aus (1) hergestellt werden kénnen, dass man 
darin a,-- a, gewisse andere Werte a, -- a, erteilt. Da zu jeder Trans- 
formation eine inverse zugeordnet ist, so mtissen @,--a, gewisse Func- 

tionen der urspriinglichen Parameter a, -- a, sein. 
Beispiele hierzu brauchen wir nicht zu geben, da Abteilung I ge- 


niigend viele enthilt. 


Aus der letzten Voraussetzung kénnen wir einen wichtigen Schluss 
TMentischo yiehen: Ftihren wir nach irgend einer Transformation der Gruppe die 


mation. inverse aus, so ergiebt sich die identische Transformation: 


Di YY 
Da nun die inverse auch in der Gruppe enthalten und die Aufeinander- 
folge zweier Transformationen der Gruppe wieder einer Transformation 
der Gruppe dquivalent ist, so folgt, dass die Gruppe auch die iden- 
tische Transformation enthilt, dass es also solche Werte a,°--a,° der 
Parameter geben muss, fiir die sich (1) auf die identische Transforma- 
tion reduciert, sodass fiir alle Werte von w und y 


(11) p(x, Y, a,° eo a,°) =, pa, Y, a,° a a,) =Y 
ist. 

Satz 2: Jede r-gliedrige Transformationsgruppe mit paarweis in- 
versen Transformationen enthilt die identische Transformation. 


§ 3. Die infinitesimalen Transformationen der Gruppe. 


Wenn wir in den Transformationsgleichungen (1) der Gruppe den 
Parametern a,--a, Werte geben, die unendlich wenig von denjenigen 
Werten a,°--a,° abweichen, welche die identische Transformation liefern, 
so ergiebt sich — wegen der vorausgesetzten Continuitit — eine von 

Infinitesi- der identischen nur unendlich wenig verschiedene, also eine infinitesi- 


male 


Transtor- male Transformation der Gruppe. 


mation. 


Erste Wir werden also setzen: 


Ableitung, 
; — 0 
ay = ay ae 0a,, aU Oh! -+ Oa,, 
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indem da, -- da, gegen Null convergierende Gréssen bedeuten sollen. 
Alsdann giebt die erste Gleichung (1): 

= 9%, y, ay? + OG, ++ Ap) da,) 
oder, da die rechte Seite nach dem Taylor’schen Satze nach Potenzen 
von da,-- da, entwickelt werden kann in eine unendliche Reihe, die 
bei hinreichend kleinen Werten von da, -- 0a, convergiert: 


: % 6 
= 9 (CY 49-048) OPE WOO) day - 


ee 


aisha SE a ae 


Oar 


Die nicht geschriebenen Glieder sind von héherer Ordnung_hinsicht- 
lich da,-:0a,. Higentlich ist die Schreibweise 


Op (x, Y, a,°- - r°) 
0a,° 


sinnlos, da ja a,°--a,° ganz bestimmte Zahlen bedeuten. Wir meinen 
aber damit natiirlich den Ausdruck: 


O(a, Y, ++ Gr) 
0 Gr a 


in dem nach ausgefiihrter Differentiation a,—=a,°, --a,—= a, gesetzt 
werden soll. Wegen (11) kann fiir das erste Glied rechts einfach x 
gesetzt werden, sodass kommt: 


ar, = wf SPE) gq, $$ SPO BO) 54, 4. 
(12) ; Analog wird: 
eg, eee. 


0a,° Oar? 
Hierin ist zur Abkiirzung (qa, y, a,°--a,°) mit (a, y, a°) bezeichnet. 
Diese Gleichungen stellen eine infinitesimale Transformation unserer 
Gruppe dar, denn sie erteilen x, y die unendlich kleinen Zuwiichse: 


J Ap(a, y, a) Op (2, y, @°) 
62 =4,—-2= orate ba, +--+ Se ba, + - 


(12") Oo 0 0 
syn om Ia, 4 PMD 20 


Die Incremente Oz, dy stellen sich als unendliche Reihen nach 
ganzen Potenzen von da,-- 0a, dar. Ist nun keines der r Paare von 
Differentialquotienten 


O(a, y, a° Ow(a, y, a° : 
Pe f ) Sul ) (i =1, 2--r) 


fiir alle Werte von 2, y identisch Null, so kommen wenigstens in einer 
11 


Lie, Continuierliche Gruppen, 


Nachteile 
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der Reihen (12’) stets unendlich kleine Glieder erster Ordnung in den 
da vor, wie auch diese infinitesimalen Gréssen da gewahlt sein mégen. 
Diesen gegentiber kommen dann die unendlich kleinen Glieder hoherer 
Ordnung nicht in Betracht. 

Nan kann es aber unter Umstiinden vorkommen, dass unter den 


der Methode. 


Zweite 
Ableitung 
der infinit. 
Transform. 


y Paaren von Differentialquotienten 


O(a, y, a°) Ow(a, y, a) : 
a aa ae jae Ty (@ he ae r) 


eines, einige oder auch alle identisch fiir alle Werte von 2, y ver- 
schwinden. In diesem Falle dtirfen die hoheren Potenzen von 0a; etwa 
nicht vernachlassigt werden, da die erste gar nicht in (12°) auftritt 
Wir werden dann, wenn in (12) die Zahl da; etwa erst in der k* 
Potenz wirklich auftritt, anstatt da; diese Potenz da;* als infinitesi- 
male Zahl benutzen. Dann aber ist es von vornherein noch keines- 
wegs sicher, ob auch die Entwickelungen (12’) nur nach ganzen 
Potenzen derselben fortschreiten, denn es kénnte ja z. B. auch da;*T! 
mit nicht verschwindendem Coefficienten behaftet sein. 


Um diesen Ubelstand zu vermeiden, sowie um die Frage zu ent- 
scheiden, wie viele infinitesimale Transformationen die Gruppe enthilt, 
insbesondere wie sie mit einander zusammenhangen, schlagen wir ein 
neues Verfahren ein: 

Irgend eine infinitesimale Transformation der Gruppe wird die 
Punkte p(x, y) der Ebene in neue Punkte p’(2’, y’) derselben tiber- 
fiihren, die den Punkten p unendlich benachbart sind. Wir koénnen 
den Ubergang zu den p’ auch so bewerkstelligen: Zunichst fiihren 
wir irgend eme Transformation der Gruppe aus, etwa die zu den Para- 
metern é,---¢é, gehdrige 7,. Dieselbe geleitet die Punkte p in neue 
Lagen ,(#,, y,). (Fig. 24.) Nun existiert eine Transformation S der 
Gruppe, welche die Punkte p, in die Lagen 
p tiberfiihrt, denn diese Transformation ist 
aquivalent der Aufeinanderfolge der zu 7, in- 
versen Transformation T:, welche die p, in 
die  verwandelt, und der infinitesimalen, 
I; welche die p an die Stellen p’ fiihrt. Diese 


P, 


- Transformation S ist also unendlich wenig 

. verschieden von der zu 7; inversen T;, deren 
Parameter é,-- &- gewisse Functionen von 

oe é,:-é,- sind. Ihre Parameter weichen daher 
eee unendlich wenig von é,--é, ab, haben also 


etwa die Werte: 
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a, =@, +028, -:a=% + 06,, 
in denen d¢,-- 06, infinitesimale Zahlen bedeuten. Wie wir auch 
dé,-- de, wihlen mégen, immer ergiebt sich als der Aufeinanderfolge 
7T,S &quivalent eine infinitesimale Transformation der Gruppe. Diese 
Aufeinanderfolge liefert mithin alle tiberhaupt in der Gruppe vorhan- 
denen infinitesimalen Transformationen. 


Wir wollen diese Uberlegung ins Analytische umsetzen: Dig Auto 
artsellune 
Transformation 7, hat die Gleichungen : derselben. 


(13) 2) g(a, Y, 7 Er), Y= V2, Y, °° é;). 
Die Transformation S, welche die Punkte (#,, y,) weiterhin in die 
Lagen (a, y’) iiberfiihrt, und die auch mit 7:15. bezeichnet werden 
konnte, wird dargestellt durch: 
(14) v= P(X, 41,8 +908, --& + 08), 
Y= ¥(%, 41,6 +04, «+t + de). 

Die Aufeinanderfolge beider ist nun die gesuchte infinitesimale Trans- 
formation der (a, y) in die (x’, y’). Sie wird berechnet durch Elimi- 
nation der Zwischenwerte 2,, y, aus (13) und (14). Diese Elimination 
hefert : 

a= p(p(x, y, €), Va, y, €), E+ A8), 

Y= v(9(2, Y; é), p (a, Y; é), é+- 0.3). 
Hierin sind zur Abktirzung die ¢,--¢, eimfach durch ¢, die ¢, + dz, 
-é + Oe, durch €-+ dé markiert. In dieser Form tritt nicht deut- 
lich hervor, dass die Gleichungen eine infinitesimale Transformation 
darstellen. Dies wird aber durch Reihenentwickelung augenscheinlich. 
Da nimlich d¢,--d¢, gegen Null convergieren sollen, so diirfen wir 
die Gleichungen nach Potenzen von dé, -- de, entwickeln: 


L = p(o(z, Yy; é), w(a, Yy; é), é) -— 
: 7) Lp 5 NCR, Wt) El 
+ Sia 22OOu werd 1, 
1 
y = v(9(@, Y, é), W(x, Yy; é); é) 
+ Dos Ow (9 (2, Y; 2 (a, y, €), €) or: 


08% 


Da nun die Transformation 7; zur Transformation 7, invers ist, d. h. 
die Aufeinanderfolge von 
Oa p(x, Y, 8, -.&), = va, Y, €,.. a) 


und 
11* 
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te = P(X, Yi, &-- Er), Yo= W(4,, Yr» E+ + &) 
die identische w=, y,—=vy liefern muss, so ist 
P(P(2, Y, €), VA, Y €), 2) =, 
v(p(a, Y, é), Va, Y, é), é) =Y, 


sodass sich die gefundenen Reihenentwickelungen reducieren auf diese: 


a =o D184 PGs ee Y> ®); ete 
1 


v 


, . 7) vy Y, ©); PU Le ne 
fay t Sa BOO rE yID 4 
1 


Jede infinitesimale Transformation der Gruppe lasst sich somit bei 
geeigneter Wahl der infinitesimalen Zahlen d¢, .. 0, in dieser Weise 
schreiben. Sie erteilt ~ und y die Incremente: , 


ie=2—2 = D0, Ee Y; ove Y, ®), é) -{ oe, 
1 


(15) y 
OM] == y — y — a, 0" Y CAE) + ehetee. 
1 


Wohlbemerkt diirfen die ¢,..¢, im irgend welcher Weise bestimmt ge- 
wihlt werden. Die ¢,..é, sind als Functionen der ¢,..¢,- alsdann 
auch gegeben. 


Nichtver- Die «,..é, kénnen immer so angenommen werden, dass keines der 
schwinden 


der Gliedery Paare von Differentialquotienten 
1. Ordnung. 


Op (92, ¥, £), W(2, Y, €), 2) Ov(p(a, Ys &), W(@, Y, &), 8) 
Us, 08 il oy? gah teeen 
(A= 1, 2..7) 
identisch verschwindet fiir alle Werte von 2, y. Denn wir kénnen 
diese Paare, da (a,, y,) die Punkte sind, in welche die Punkte (a, y) 
bei der Transformation 7’. tibergehen, und also: 


vy = p(x, Y, &y oa er), Yi a wv(a, Y, & ma 7) 


ist, auch so schreiben: 


Op({y, Yr»é Op (x, , »€ . 
EEE 2 Yen ua ns as 3) (@=1, 2..7). 
Hierin sind (a, y,) alle Punkte der Ebene, und das Verschwinden 
beider Differentialquotienten wiirde daher aussagen, dass m und a beide 
den Parameter €; nicht enthalten, dass also — wenn dies eintritt, wie 
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auch die ¢ oder die € gewihlt sein mégen — -die allgemeinen 
Gleichungen 

=P, Y, Y--Ar), Y= (a, Y, a. ay) 
frei von a; sind und die Gruppe folglich gegen die Voraussetzung 
weniger als 7-gliedrig ist. 

Demnach diirfen wir annehmen, die @,..é,- oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, die «,..¢, seien in bestimmter Weise als solche 
Zahlen gewihlt, dass in wenigstens einer der Gleichungen (15) stets 
unendlich kleine Glieder erster Ordnung in den de vorkommen, wie 
auch die d¢; gewihlt sein mégen. Bezeichnen wir dann die Ausdriicke 
(16) — da sie als verinderliche Gréssen nur noch z#, y enthalten — 
mit §;(2, Y); ni(@, Y)s so folgt: 

Satz 3: Jede infinitesimale Transformation einer r-gliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen lidsst sich in der Form schreiben: 

r r 
OL = > ba, yO; ore dy ar > nl, y) Ea ge “3 
1 1 
in der die O¢; irgend welche nicht sdmtlich verschwindende, aber gegen 
Null convergierende Zahlen bedeuten und ferner &; und y; nicht beide iden- 
tisch Null sind fiir irgend. einen der r Werte von i. 

Hiermit sind die infinitesimalen Transformationen der Gruppe ent- 
wickelt in Reihen nach ganzen Potenzen unendlich kleiner Grossen und 
zwar so, dass die unendlich kleinen Glieder erster Ordnung nicht saimt- 
lich absolut verschwinden. 

Das jetzige Verfahren leistet demnach mehr als das friihere, 
das zu den infinitesimalen Transformationen (12°) ftihrte. In der That 
ist die friihere Methode nur ein besonderer Fall der jetzigen, die sich 
ja auf jene reduciert, wenn ¢, = 4,°,..¢-=a,° gesetzt wird. 

Wir kénnen uns die d¢; gegeben denken als Potenzreihen einer 
gegen Null convergierenden Grosse 07, indem wir etwa setzen: 


de, edt-+--+ (i=1, 2-7). 


Die hier nicht geschriebenen Glieder sollen also von héherer Potenz 
in O¢ sein, wahrend die e; nunmehr irgend welche endliche Zahlen be- 
deuten. Nun hat die allgemeinste infinitesimale Transformation der 


Gruppe die Form: 
da Seka ydtt--, dy—= Dlean(w, ydt+---. 


1 if 


Dieselbe erteilt einer beliebigen Function f(z, y) das Increment: 


+ 
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f= ot bu +5 a oy (Sse y) oo Steins (a, nif) di-+---. 
uf 1 


Fiihren wir nun die Bezeichnung ein: 


. r 3 = af 
(17) Uf=&@, ypt+1@, a= Deke, y) a = Derule, Noy 
oder also: 
(17) Uf=k(@, y)p + ale, a= >! oE@ vp + a, 9), 
1 - 
so erfahrt f das Increment: 
df= Uf dt+-. 


Uf setzt sich aber linear mit irgend welchen constanten Coefficienten 
€,..é» zusammen aus den 7 einzelnen Symbolen: 


(18) Of = &p -F 14 @=1,2..r), 
was wir bekanntlich so ausdriicken: Uf ldsst sich linear aus U,f ...U,f 
ableiten. 


Diese 7 einzelnen Symbole U,f..U,f sind von einander unab- 
hangig, d.h. es giebt keine Constanten ¢,..6¢,, die nicht samtlich 
verschwinden und fiir die, wie auch x, y, f gewahlt seien, der Aus- 
druck 

(GU f+ +6UF 
identisch Null wiire. In der That wiirde das Verschwinden dieses Aus- 
druckes nach sich ziehen, dass einzeln 


Qe bek? 6-& = 0; 
om +--+: + oy =O 


ware. Da nun 


gas OP, 3B, ** Br) OW, YW» E+ Er) 
jeg OF; pe ite AS 


war, so kame dann: 
Cp Op __ 
C OF, ne ag Cae = 0; 
ow Ow __ 
1 08, ae O&r 
Bei anderer Wahl der @,..é, hiitten wir andere Constanten Cpe 
Diese letzteren wiiren also gewisse Functionen y,(é, ..@), «. ar(& -~ Er), 


und es wiirde sich somit, wenn die beliebigen =, ..@, durch OO 
die %,, y, durch x, y ersetzt werden, ergeben: 
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/ \ Op(%, Yy a) 0 , 
1 (a) PO Et (a) POU — 0, 


1, (a) OS Y, a) aie bt y,(a) _ an a) a 


Nach Satz (1) des § 1 wiren somit nicht alle + Parameter a, .. a, der 
Gruppe wesentlich, was der Voraussetzung zuwiderliuft. 

Mithin erteilt jede infinitesimale Transformation der Gruppe einer 
nicht gerade speciell gewiihlten, sondern beliebigen Function f der 
Veriinderlichen 2, y ein Increment: 

Se MO Pee 
in dem das Glied erster Ordnung nicht identisch verschwindet. Diesem 
nicht verschwindenden Gliede gegeniiber kénnen aber die héheren Po- 
tenzen von dO¢ vernachlissigt werden, und daher diirfen wir nun all- 
gemein als infinitesimale Transformation 


da = Dis Ei(@, y) ot, AES EG y) ot 


annehmen, also als ihr Symbol: 


U == Dl ei(Eip sted |e 


a 
das sich linear aus U;f.. U,f ableiten lasst. 

Wir sind zu diesem Gesamtergebnis gelangt: 

Theorem 18: Jede r-gliedrige continuierliche Gruppe der 
Ebene mit paarweis inversen Transformationen enthdlt gerade 
und nur r von einander unabhdngige infinitesimale Transfor- 
mationen und gleichzeitig alle, die sich aus thnen linear ab- 
leiten lassen. 


1. Beispiel: Die Gleichungen 
= ar+b, y= aye 
stellen oo? Transformationen dar, die eine Gruppe bilden, denn hieraus 
und aus 
Lg = A,0, +), Y= AWG 
folgt durch Elimination von 2,, y,: 
L,—=a0,0 + (a4b+b,), y= aay + (ue +4), 

und dies ist wieder eine Transformation jener Schar. Hier liefert 
schon die einfache erste Methode alle infinitesimalen Transformationen. 
Es giebt namlich die Annahme a = 1, ) c= 0 die identische, folg- 
lich die Annahme 


Gesamt- 
ergebnis. 


Beispiele. 
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a=1+0a, b=db, c=—de 
die infinitesimale Transformation: 
“=a+adatob, y=ytyoa-+ de. 
Da diese Entwickelungen nach da, 6b, dc mit den Gliedern erster 
Ordnung schon abbrechen, so tritt der Ubelstand, den die erste 
Methode, wie bemerkt, mit sich fiihren konnte, nicht auf. Wir er- 


halten als allgemeinste infinitesimale Transformation, wenn da= «dt, 
Ob = Bot, dc = yodt gesetzt wird, diese: 


(ax + B)p + (ay + 7)4; 
die linear aus ap + yq, p, q ableitbar ist. 
2. Beispiel: Die Gleichungen 


a =ar+0?, y, =ayte 
stellen offenbar auch die dreigliedrige Gruppe dar, die im vorigen 
Beispiel betrachtet wurde. Nur steht anstatt des Parameters 6 der 
Parameter 6”. Dieser rein dusserliche Unterschied bewirkt, dass hier 
die erste Methode Reihen liefert, in denen die Glieder erster Ordnung 
simtlich verschwinden kénnen. Da naimlich a=1, b=c=O die 
identische Transformation liefert, so setzen wir 


a=1-+0¢a, b=0db, c=0¢ 
und erhalten: 
L=x+x0a+d00, y, =y+yda+ 0c 
oder 
dx=—x2da+ 00%, dy=yda+ dc. 
Nehmen wir hierin 0a =—=dc =O an, so verschwinden alle Glieder 
erster Ordnung. Die Glieder erster Ordnung liefern also nur zwei un- 
abhangige infinitesimale Transformationen «wp + yq, q der Gruppe, 
aber nicht auch p. Da aber die Entwickelungen nach da, 0b, dc 
auch hier abbrechen, so liefert das unendlich kleine Glied zweiter 
Ordnung, indem 00? durch 0b ersetzt werden kann, doch noch die in- 
finitesimale Transformation p. 
3, Beismel: Auch die Gleichungen: 


a, =acx+YVb, Y= ay +e 
stellen die im ersten Beispiel betrachtete dreigliedrige Gruppe dar. 
Der rein dusserliche Unterschied besteht darin, dass Yb fiir b ge- 
setzt ist, und bewirkt, dass die erste Methode zur Bestimmung: der 


infinitesimalen Transformationen der Gruppe undurchfihrbar wird. 
Setzen wir nimlich 
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a=1-+d0a, b=db, c=de, 

so komm#t die infinitesimale Transformation: 
dx=xvdatVob, dy=ydat de. 

Aber 0b kann nicht nach Potenzen von da entwickelt werden, da 
Vu an der Stelle «0 singular ist. Die zweite Methode aber fiihrt 
zum Ziel. Es lautet nimlich die Auflésung der Transformation 

@—=sa+Vay, y= ay + 
nach 2, ¥;: 


Beacruch ts __ V8 8 
= — —_ — 
ae e? a= me e,” 


d. h. zur Transformation 7, mit den a ee 
€1,  &, &3 
ist invers die mit den Parametern: 


x = & a & 
Shas 6.2 C5 ines Cot cae a ae 
1 


Wir setzen also: 


de PEW) 94, 4 8 96, +77 bey, 


0%, 
wo 
, (2, Wi, & °° &) Ham + Vic 
ist. Es kommt: 
i 
0x = 2,06, + 2 Vi, 0&. 


Analog kommt, da hier 
VG, Wy ae &) =4Y, + &5 


dy = y, 08, + és. 


ist: 


Noch ist in dx und dy 
UH, = & x + Ve, 4=a8y + & 


und 


pa 
z 


fg = 
2 
& 


zu setzen. Wir kénnen aber vorher ¢,, &, €; irgendwie specialisieren, nur 
nicht so, dass eines der Differentialquotientenpaare a ; a verschwindet. 
Wir setzen also etwa: 

é&=1, ~=—1, 4=—0, 


somit € = 1 und erhalten 7, =x +1, y, =y und daher: 


Ou = (« + 1)de, + = dé, Oy =yde, + O83. 
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Hierin verschwinden die Glieder erster Ordnung nicht, es sei denn, 
dass die dg alle drei gleich Null gesetzt werden. Die allgemeine in- 
finitesimale Transformation der Gruppe ist daher: 


1 
(@+ 1a + o e)p + (ye, + ¢)9, 
also linear ableitbar aus 
(a+1)p+ya, p, g 


oder aus ap+yq, Pp, 4. 
4, Beispiel: Wir wollen die zweite Methode auf die dreigliedrige 
Gruppe: 
az +b 


Tt Tea dopey ara ya 


anwenden, deren infinitesimale Transformationen wir schon in § 1 
des 5. Kap. in der Form p, xp, x*p mit Hiilfe der ersten Methode 
fanden. Die zu 


_ &¢+8 
a Nae eo 1? Tia, 


inverse Transformation wird durch Auflésung nach w, y erhalten: 


1 Eo 
age 
eM is AG a fs 
Life 5 Teale Tt ere, Pel Sets 
= = aby eal 
=) 
Ks ist also: 
= i = & M2 Bp 
f—_——. (= — = ee 
irae y a AD e,? &3 é, 
Setzen wir : 
OD) ne) o o 
Ot Ee ee oe 
‘ O08; C o 
wobei 


ist, so kommt: 


04 = —1_ #, 2, + & 


1 . 
Sopred aumrresray Samer een 
und, da hier Whe,; ¥,, §)=y, ist: 


dy = 0. 
Setzen wir insbesondere etwa «, = « — 1, & == 0, aleoe ne 
ég = — 1, & =O and 2, = x-+1, so ergiebt sich: 


da —= (a+ 1)de + 0s, —a*de,, dy =0, 


also als allgemeinste infinitesimale Transformation 


Kinfiihrung neuer Veriinderlicher in eine Gruppe. ga 


((@ + Le, + e, — x? e)p. 
Sie ist linear ableitbar aus (w + 1)p, p und — ap oder also aus PD, 
wp, «*p. Die Annahme ¢, = 1, «, = & = 0 hitte die erste Methode 
geliefert, 


§ 4. Hinfiihrung neuer Verinderlicher in eine Gruppe. 


Ks sei wieder eine r-gliedrige Gruppe vorgelegt: 
(19) a a p(x, Y, A .. Gr), vi Y (x, Y, Y%-- Gy). 
Jede ihrer Transformationen fiihrt die Punkte (#, y) der Ebene in 
neue Punkte («,, y,) tiber. Dabei kénnen wir unter 2, y bez. 2%, y% 
gewohnliche rechtwinklige Coordinaten mit Cartesischem Axenkreuz 
verstehen oder auch irgend welche durch ein anderes Coordinaten- 
system definierte Variabeln. 

Wir wollen nun durch eine Transformation: Speen 
(20) r= A(a, y),, Y= ule, 9) aa 
neue Veranderliche in die Gruppe einfiihren. Wir kénnen dies so auf- 
fassen, als ob die Punkte nunmehr statt durch die Coordinaten x, y 
durch gewisse Coordinaten r, ) in einem anderen zu Grunde gelegten 
Coordinatensystem bestimmt werden sollen, z. B., wenn die Gleichungen 


(20) diese sind: 

r= Vety, ymarcigé, 
statt durch die rechtwinkligen x, y durch die Polarcoordinaten y, y. 
Der Punkt (w, y) ist in dieser Auffassung identisch mit dem Punkte 
(x, ). Entsprechend werden wir auch die transformierten Punkte 


(a, y,) auf das neue Coordinatensystem beziehen, indem wir analog 
(20) setzen: 

(20°) My = 4%, 1). 1 = H(%, 1): 

Wenn wir vermége (20) und (20°) die Veranderlichen x, ); x,, ), an- 
statt v, y; 2, y, in die Gleichungen (19) der Gruppe einftihren, so 
erhalten wir gewisse Gleichungen, deren Auflésung nach {,, 9, etwa 
ergiebt : 

(21) CL ae D(x, y, G-- Ar), Dy = P(x, y; A-- Gr). 

Dass sie nach x,, }, — wie auch x, ) — auflésbar sind, ist sofort 
einzusehen, da (19) und (20) nach z, y auflésbar sind. Diese neuen 
Gleichungen (21) stellen dann nichts anderes dar als die Transforma- 
tion (19), nur freilich ausgedriickt in einem anderen Coordinaten- 
system, was natiirlich an dem geometrischen Sinn der Transformation 
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nichts indern kann. Da nun die oo” durch (19) dargestellten Trans- 
formationen eine Gruppe bilden, also die Aufeinanderfolge zweier jener 
Transformationen durch eine jener Transformationen ersetzt werden 
kann, und da diese Higenschaft einen rein geometrischen Sinn hat, 
so mtissen unsere oo” Transformationen auch in der neuen Form (21) 
die Gruppeneigenschaft haben. 

Die neuen Gleichungen (21) stellen also ebenfalls eine 7-gliedrige 
Gruppe dar. Aus unserer Uberlegung folgt somit das analytisch zwar 
auch ableitbare, aber doch nicht so evidente Ergebnis, dass, wenn 
man (21) und 


(21’) Sa D(z, Yi, b, ae b,), ), = Pa, Yi, b; oe b,) 


ansetzt und hieraus z,, ), eliminiert, die hervorgehenden Gleichungen 
die Form haben miissen: 


Yo D(z, -8, A, (@,-6) «Ap (@,,0)), De == PE Dit Obes ae) 
Satz 4: LFiihrt man in eine r-gledrige Gruppe 

Ly = O(L, Y, %.- Gr), Y= Vz, Y, Uy -- Gr) 

neue Verdnderliche x, ) und x,, y, em, indem man gleichzeitig 
as A(z, Y), oo ula, y) 
und 
t= AG, 1), Oy = 4 (%, 1) 

setat, so stellen die so erhaltenen neuen Gleichungen 

t= Or, Y, a -.a-), Y= PE, 9, a ..a,) 
wieder eine r-gliedrige Gruppe dar. 


Neue Ver- Nachdem wir dies eingesehen haben, steht es uns nun frei, die 


ainderliche 
cot tem Gleichungen (20) und (20°) in anderer Weise aufzufassen. Wir kénnen 
cate uns vorstellen, y, ) und 2, Y, seien Coordinaten in demselben System 
wie aw, y und #,, y,. Alsdann sind nicht mehr wie frither (#, y) und 
(x, )) identische Punkte, ausgedriickt in verschiedenen Coordinaten- 
systemen, sondern verschiedene Punkte, ausgedriickt in demselben 
Transform. System. Mit anderen Worten: Wir fassen (20) als die Gleichungen 
Gruppe. einer Transformation S auf, welche die Punkte (7, y) in neue Lagen 
(x, 9), also die Punkte (#,, y,) in neue Lagen (x,, ),) tiberfiihrt. In 
dieser Auffassung stellen die Gleichungen (21) diejenigen Transforma- 
tionen Tz, T,.. dar, welche aus den Transformationen 7J,, 7... der 
Gruppe (19) hervorgehen, wenn man sowohl die urspriinglichen als 
auch die transformierten Punkte (x, y) und (a,, y,) der Transformation 
S unterwirft. Hs ist also, wie wir es schon in Satz 5, § 2 des 3. Kap. 


gelegentlich ausgesprochen haben, allgemein 
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Ve SETS. 

Dass Ta, also die Transformationen (21), wirklich eine Gruppe bilden, 
ist zwar schon bewiesen, kann aber auch so eingesehen werden: Ist: 
‘i T, — vhs 

so ist, weil 
Tee ed, = S228, To SHEL 8 
ist: 
fete 2000, Lo — 6 tS = ST, S — Ta 
Dies aber ist der symbolische Ausdruck der Gruppeneigenschaft. 


Jeder Transformation 7, der urspriinglichen Gruppe (19) entspricht 
also eine ganz bestimmte Transformation 


Ta 18 
der neuen Gruppe (21) derart, dass mit 
We T; ——- of ie 
auch 
; iv Ts — Te 


ist. T, und T, sind nur dann identisch, wenn 
past, oO GS 


d. h. wie durch Ausfiihrung von S beiderseits links und Ausfiihrung 
von S—? beiderseits rechts folgt, wenn 


be hs 


ist. Unter den T sind also genau so viele verschiedene enthalten wie 
unter den Z. Die neue Gruppe (21) ist demnach auch r-gliedrig. Ist 
T, zu T, invers, so ist offenbar auch T, zu T, invers, und aus 7,1 
folgt Ta = 1; d. h. diejenigen Werte a,°..a,° der Parameter a, ..a,, 
fiir welche die Gleichungen (19) die identische Transformation dar- 
stellen, geben auch bei der Gruppe (21) die identische Transformation. 

Satz 5: Fiihrt man auf eme r-gledrige Gruppe T., T,... mit 
paarweis inversen Transformationen ene Transformation S aus, so erhiilt 


man wieder eine r-gliedrige Gruppe Ta, T,... mit paarweis imversen 
Transformationen. Es ist allgemem 
Ty SS S—1 T 8. 


Wenn ferner TT, = T, ist, so ist auch TaT,=T,. Die identische 
Transformation der neuen Gruppe gehort zu demselben Wertsystem der 
Parameter der Gruppe wie in der urspriinglichen Gruppe. 


i i . Ahnlicl 
Zwei solche Gruppen 7,, ZJ,.. und T,, T,..., deren eine aus der memes: 
anderen durch Ausfiihrung einer Transformation S hervorgeht, nennen 
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wir einander dhmlich. Unserer ersten Auffassung nach kénnen zwei 
ihnliche Gruppen auch als geometrisch einander gleich, wenn auch 
analytisch verschieden eingekleidet, betrachtet werden. Wir sprachen 
friiher Ofters von gleichberechtigten Untergruppen gewisser projectiver 
Gruppen, z. B. von denen der linearen homogenen Gruppe (in § 4 des 
5. Kap.). Hs ist klar, dass diese innerhalb der linearen homogenen 
Gruppe gleichberechtigten Untergruppen mit einander ahnlich sind und 
zwar vermoge einer linearen homogenen Transformation S. 


pen Wihlt man als Transformation S eine Transformation der Gruppe 
Gruppe in T, T,... selbst, so geht diese Gruppe in sich tiber, denn ist z. B. 
Sa, 
so ist 


Te ae fea: dE) tae 
Die rechte Seite ist aber die Aufeinanderfolge von drei Transforma- 
tionen der urspriinglichen Gruppe, also einer Transformation dieser 
Gruppe dquivalent. T, gehdrt daher dann der alten Gruppe an. Ins- 
besondere ist dann auch T, = T,. 

Satz 6: Fiihrt man auf eme r-ghedrige Gruppe T,, T,... mit 
paarweis inversen Transformationen eme Transformation T der Gruppe 
aus, so geht die Gruppe m sich tiber, indem T thre Transformationen 
unter emander vertauscht. 

Es kann aber auch, wenn S keine Transformation der Gruppe 
T., T,... ist, der Fall eintreten, dass die neue Gruppe T,, T,... mit 
der urspriinglichen Gruppe identisch ist. Hlierfiir ein Beispiel : 

Beispiel. Beispiel: Die Gleichungen: 
i= 24-6, Y= Yo 
stellen die zweigliedrige Gruppe der Translationen dar. Wir wollen auf 
dieselbe die Rotation: 
t—xcosa—ysina, Y—=xsinae+ycos « 
austiben, setzen also noch 
lt, =&,cosa-—y,sma, Y, =x, sina + y, cosa. 
Elimination von x, y und a, y, giebt: 


t, = (¥ cos a+ Y sin w + a)cosa—(—zsina + cosa + b)sin a, 
), = (tcosa+ sina + a)sina« +(—zsina+y cosa + b)cos a, 
oder: 

t,=r-+acosa—bsna, y, —y+asna+t dbeosa. 
Diese neue Gruppe ist in den rechtwinkligen Coordinaten x, ) wieder 
die Gruppe aller Translationen, Man kann namlich die hierin auftreten- 
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den Parameter a, 6 auch durch a cos « — 6 sin « und a sin a + b cosa 
ersetzen : 


t—=tta, y =y+ bd. 


Dass die Rotation jede Translation wieder in eine Translation ver- 
wandelt, liegt offenbar darin, dass sie parallele und gleichlange 
Strecken wieder in parallele und gleichlange Strecken iiberfiihrt. (Siehe 
Fig. 25.) 

Ks sei nun 

Uf = &(@, y)p + a@, y)a 

das Symbol irgend einer infinitesimalen 
Transformation der Gruppe (19). Die 
Gleichungen dieser infinitesimalen Trans- 
formation sind dann von der Form: 
(22)a, e+e, w=ytait, : 
in der ¢ einen gegen Null convergieren- Fig. 25. 
den Parameter bezeichnet und die nicht 
geschriebenen Glieder convergente Reihen nach ganzen Potenzen von ¢ 
darstellen. Auch in diese Transformation (22) unserer Gruppe fiihren 
wir die neuen Verinderlichen xy, ) und x,, 9, vermége (20) und (20°) 
em. Es kommt zunichst: 


hHAeteete, ytatt--) 
= Ae, y) + (FEM ep OO ite, 
also nach (20): 
gp ple nS y) aaa 


und entsprechend 


pot (EM gp EY aty. 


Inf. Transf. 
der transf. 
Gruppe 


Demnach hat die infinitesimale Transformation U/, geschrieben in den 
neuen Veriinderlichen x, ), das Symbol: 


uf = (FEY @, y) + HE” ae, y)) P+ 
+ (HEY g(a, y) + HEY a (c, 9) )a. 


Rechts sind natiirlich noch statt 2 und y vermége (20) y und } ein- 
gefiihrt zu denken. p und q sollen die Differentialquotienten von / 
nach y und y vorstellen. Wir kénnen offenbar Uf ktirzer so schreiben: 


Beispiel. 
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up— (Set fe n)p+ (Bet aja 
oder auch 


Uf= Urp + Ug. 
Wenn wir direct in das Symbol 
Uf=tp+ug 


die neuen Verinderlichen x, ) einfiihren, indem wir f als Function 
von x, 9 auffassen und daher 


_ of _ af ae , af ay 
pase Et goae = on bt oe 
sowie 
g= spt 3 


setzen, so geht Uf tiber in 
g( pt MP ahtal(siyt+ 2a) 


oder 


Ue p-- "Ung; 


also in das soeben erhaltene Uf. Daher gilt 

Satz 7: Fuhrt man in die Gleichungen einer Gruppe im x, y neue 
Verdnderliche x, ) ein, so kann man das Symbol Uf derjenigen infinite- 
simalen Transformation der neuen Gruppe, in welche eme infinitesimale 
Transformation Uf der urspriinglichen Gruppe tibergeht, direct durch Ein- 
fithrung der neuen Verdnderlichen x, ) in das Symbol Uf berechnen. Es 
kommt 


Uf= Urp + Uya, 
wenn man Iwerin noch Ux und Uy durch x, y allein ausdriickt. 

In § 2 des 3. Kap. haben wir schon diesen Satz kurz angedeutet 
und ihn in der Folge bei den Beispielen der ersten Abteilung einige 
Male benutzt. 

Beispiel: Das obige Beispiel der Gruppe: 

%=—X+>a, y¥ =y +), 
die der Transformation 
t=xcosa—ysina, y=asina+yecosa 


unterworfen wurde, wollen wir hier ausfiihren. Die allgemeinste infini- 
tesimale Transformation der Gruppe ist 


Uf=mp + nq (m, n = Const), 


also 
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thet te ox or F 
C= n= —=mMcCcosa—ns 
be Aa + ay cos a SI a, 


Uy =m rs + n o =m sin a + 7 cos a, 
daher das neue Symbol: 
Uf == (m cos « — n sin w) p + (m sin « + n cos a)q. 
Die Coefficienten yon p und q hierin sind Constanten. Uf ist daher 


wieder, wie es nach den friiher zu diesem Beispiel gemachten Be 
merkungen sein muss, eine infinitesimale Translation in x, . 


Kapitel 7. 
Erzeugung einer Gruppe aus ihren infinitesimalen Transformationen. 


Im vorigen Kapitel haben wir nachgewiessen, dass jede Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen gewisse infinitesimale Trans- 
formationen besitzt. Nunmehr werden wir umgekehrt erkennen, wie 
man ausgehend von den infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
wieder zu den endlichen Gleichungen der Gruppe gelangt. 


§ 1. Die von den infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
erzeugten eingliedrigen Untergruppen. 


Wir wissen, dass sich das Symbol der allgemeinsten infinitesi- 
malen Transformation Uf einer r-gliedrigen Gruppe mit paarweis in- 
versen Transformationen : 


(1) Coe, ye, 0, On), Yr UL, Y, G4, 2.-Gn) 
linear aus gewissen 7 von einander unabhiingigen Symbolen 

Uf = (2, yp + a2, y)q @=1,2.-17) 
ableiten lasst: 

Uf=24, Uf + & Uf + +++ + Uf. 

Die Gréssen ¢,,¢,..¢- sind hierin ganz beliebig wiahlbare Constanten. 
Da es bei einer infinitesimalen Transformation Uf auf einen constanten 
Factor nicht ankommt, so sind nur die Verhiltnisse von ¢,, ¢..e, zu 
einander von Belang. Die Gruppe enthilt daher oo”—' verschiedene 
infinitesimale Transformationen. Jede derselben erzeugt eine eingliedrige 
Gruppe von endlichen Transformationen, und es erhebt sich nun die 
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Frage, ob alle diese endlichen Transformationen der r-gliedrigen Gruppe 
(1) angehoren oder nicht. 


ai Um dies zu entscheiden, sei vorausgesetzt, dass 
Transform, ——4 

der Gruppe C= Ep a5 nd 

erzeugt. 


irgend eine infinitesimale Transformation der r-gliedrigen Gruppe ist. 
Wir wihlen alsdann eine Function y von w, y so, dass identisch 


wird, d. h. wir wihlen y als Integral der Differentialgleichung ersten 
Grades 

Des 0) 

fs 7 


zwischen « und y. Darauf nehmen wir y so als Function von a, y 
an, dass identisch 


a 3 
Ute a, 


wird. Es giebt stets, wie man leicht einsieht, eime solche Function 
y, und zwar ist sie von der Function ¢ unabhiangig.- . 


NCES Nunmehr benutzen wir xy und y als neue Verinderliche. Durch 
ariabein 


vermoge U/.Hinfiihrung derselben geht unsere r-gliedrige Gruppe (1) nach Satz (4), 
§ 4 des 6. Kap., wieder in eine r-gliedrige Gruppe iiber, etwa in diese: 


(2) t= D1, 9, a .-47), Y, = HE, Y, % -- a). 
Nach Satz 7, § 4 des 6. Kap., geht ihre infinitesimale Transformation 
Uf in die infinitesimale pier 


Uf = me — Uy st 
der neuen Gruppe (2) tiber. Wee - as Uy =1 wird aber 
Uf= = f 
Die neue Gruppe enthalt demnach die infinitesimale Transformation 
eeat vase eg Meee he Oar: - 
in der die nicht geschriebenen Glieder von zweiter und héherer Ord- 


nung in der gegen Null convergierenden Grésse d¢ sind. 


Folge einer Nach einer allgemeinen Transformation (2) der neuen Gruppe 
endl, u, der 


inf, Transf. wollen wir jetzt diese infinitesimale austiben. Wir haben also zu setzen: 
lo=G tes, Ye + O¢+- 


und y,, ), hieraus vermittelst (2) zu eliminieren. So kommt: 
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(3) % = OC, 9, @++a,)+---, Y= YC, y, a)--0,)+ d¢+- 

Diese Transformation muss wieder der Gruppe (2) angehéren und also, 
da sie nur unendlich wenig von der Transformation mit den bestimmt 
gewihlten Parametern a, ..a, abweicht, aus (2) dadurch hervorgehen, 


dass darin fiir a,.. a, gewisse von diesen Werten nur unendlich wenlg 
abweichende Werte 


a, + da,, ---a,+ 0a, 
gesetzt werden, sodass (3) fiquivalent sein muss mit: 
ogo D(x, Y, ay a ae Oa, , ** Or + Oa;), Yo a PC, Y), Cy a. 0a, ,° ~ Ap da,) 


oder mit: 


t. = Of, age ss) to) aia tas, 


Ci 


oa Pr, Y, ay - - dp) + > aa ma a) da eee 


Es ist also: 


> ee ee) Siigeings eceer e 
(4) 


OF (¢, 9, a, - - Gr) a 
$ TS Oa; +--+ = 0t+ 


1 


Hier sind die durch Punkte angedeuteten Glieder von zweiter oder 
héherer Ordnung in den da links und in d¢ rechts. Da die Trans- 
formation mit den Parameterwerten a; + da; der Aufeinanderfolge der 
Transformation mit den Parameterwerten da; und der infinitesimalen 
Transformation, die d¢ enthalt, aquivalent ist, wie auch xy, ) gewahlt 
sein mégen, so sind die a;-+ da; oder also auch die da; selbst ge- 
wisse Functionen der a; und von 0¢ allein. 


Wenn fiir die da; eben diese Functionen der a; und von d¢ einge- 
setzt werden, so miissen die Gleichungen (4) Identitiiten werden fiir 
alle Werte von xr, y. Umgekehrt werden wir nun die Gleichungen (4) 
benutzen, um daraus die Beziehungen abzuleiten, welche die da, durch 
die a; und durch o¢ ausdriicken. Wir geben nimlich etwa in der 
zweiten Relation (4) den Verinderlichen yz, ) auf r verschiedene Weisen 
- bestimmte, aber irgendwie gewahlte Zahlenwerte. Alsdann erhalten 
wir r Gleichungen zwischen den a,, 0a; und dt und zwar r Gleichungen, 
die von den a;, Oa; und dO¢ nicht nur an den bestimmten Stellen x, y, 
sondern in der ganzen Ebene erfiillt sein miissen, da die da, Func- 


tionen der a; und von O¢, aber frei von y und ¥ sind. 
12* 


Wichtige 
Relationen, 
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Es mogen ®,, ©, ..@, und #, B,.. B, die Werte sein, welche 
® bez. & bei diesen » Annahmen fiir xy, y erhilt. Bilden wir nun 
die Matrix: 


00, 0% 
0 ay Oy 
0D, O®, 
Od, 0 Or 
oP, av,’ 
0a, 0dr 
CE Ae piglet 

C Oy 0 Or 


so ist leicht einzusehen, dass nicht alle r-reihigen Determinanten der- 
selben identisch verschwinden fiir alle + Wertepaare x, y. Nehmen 
wir namlich sogleich in allgemeinster Weise an, dass alle g-reihigen 
Determinanten, nicht aber alle (@ — 1)-reihigen verschwinden, so kénnen 
wir in einer der ersteren, in der nicht alle (e—1)-reihigen Unterdeter- 
minanten Null sind, in einer Zeile fiir das betreffende Wertepaar der 
Veriinderlichen eben x, 9 selbst setzen und haben alsdann eine homo- 
gene lineare partielle Differentialgleichung in a,..a, mit nicht ver- 
schwindenden Coefficienten, die von ®(x, y, a,..a,) bez. P(x, y, a,..a,) 
erfiillt wird. Da nun alle e-reihigen Determinanten verschwinden, so 
wird die Gleichung auch dann bestehen, wenn in ihr die Function ® 
bez. & durch & bez. ® ersetzt wird. Nach Satz 1, § 1 des 6. Kap., 
sind also a,.. a, nicht samtlich wesentliche Parameter der Gruppe (2). 
Dies aber widerspricht der Voraussetzung. Es verschwinden demnach 
auch nicht alle r-reihigen Determinanten der Matrix. Sicher kénnen 
wir folglich aus den Gleichungen, die aus (4) durch besondere Wahl 
von x, ) hervorgehen, passende r herausgreifen von der Form: 


Ui OA, + U2 Ody +--+ UW, Oa, +--+ +--, 
U1 OA, + YO, + +--+ Yr OG, +--+ = dOt+--., 
((=1,2..r—6,j7—1, 2..6) 


und zwar bedeuten darin die w und v gewisse Functionen von a, . . a,, 
deren Determinante nicht verschwindet. Die Glieder héherer Ordnung 
in den da; und in O¢ sind nur angedeutet. Die Coefficienten auch 
dieser Glieder sind Functionen von a, ..a, allein. 

Nun aber folgt aus eimem Satze der Theorie der unendlichen 
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Potenzreihen, dass wir hieraus da,..0a, nach ganzen Potenzen von 
O¢ entwickeln kénnen in der Form 


(5) Oa; = w;,(a,..a,)0¢++-- G—1,2..7r), 


m der keines der w; identisch verschwindet. Denn eines der w; ver- 
schwindet nur dann, wenn unter den obigen x Gleichungen solche der 
zweiten Art gar nicht vorkommen, wenn also o = 0 ist. Dann aber 
verschwinden alle w;, und die Substitution der Werte (5) in die letzte 
Gleichung (4) wiirde zu dem Widerspruch ftihren, dass links O¢ nur 
in héheren Potenzen auftritt, wihrend rechts auch 0d vorkommt. 


Dies ist ein sehr wichtiges Ergebnis. Um es zu verwerten, kehren 
wir wieder zu den Gleichungen (4) zuriick, in denen ry, ) wieder die 
veranderlichen Gréssen sein sollen. Wir bemerkten schon, dass auch 
fiir willktirliche x, diese Gleichungen (4) durch die gefundenen 
Werte (5) identisch erftillt werden miissen. Die Substitution der 
Werte (5) liefert demnach die Identitaten: 


: 
ee LE a + Gr) w;(d,..G,)Ot + +--+, 
v 


Oa 
1 


r 


pe? Ys ty ar) W;(A,..Ap)Ot +> = Ot+--., 


OM 
1 


Hierin sind rechts und links die nur angedeuteten Glieder mit héheren 


ganzen Potenzen von d¢ behaftet. 
Wir dividieren beiderseits durch d¢ und gehen dann zur Grenze 


Null fiir O¢ tiber. Dadurch ergiebt sich: 


[yey sms w= 


OM 
if 


(6) 


- 

CP(r, 9, d,-+ or ; pam 
| 4 EG Ya Gs Da, aV=t, 
a 0 Wi 

1 


und hierin sind w,..w, saimtlich nicht identisch Null. 
Um hieraus Schltisse iiber die Form von ® und & zu ziehen, 
betrachten wir zunachst die lineare partielle Differentialgleichung : 
= of 
(7) DY! Wi (ay »- O) Fa, = 0. 
x 
Sie besitzt »—1 von einander unabhingige Lisungen /, etwa o,(a,..d,), 
. . Ot, —1(4,.. dy), Welche Integrale des simultanen Systems 
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day, iti de — 1) yen SeGae 
W, (G++ Gr) Wy, (a+ Gr) Wr (dy ++ Ar) 


sind. Jede andere Lésung f von (7) muss eine Function von @,..«,—1 
sein und darf ausserdem die in (7) als Variabeln auftretenden a, . . a, 
nicht enthalten. Die erste Identitét (6) aber sagt aus, dass @ eine 
Lésung von (7) ist. Demnach lasst sich @ sicher darstellen als 
Function von @,..o,—1 und von den in (7) gar nicht auftretenden, 
also bei der Integration von (7) die Rolle willkiirlicher Constanten 
spielenden Verdnderlichen ¢, ): 


(8) Ot, ), Y..4/) = CG Pater Otr—1). 
Ferner ist nach (6) & Lésung der Differentialgleichung: 


: - a 
Gye dD} ila, .. a7) Zo met. 
af 


Wenn a(a,..a,) irgend eine particulare Lésung derselben bedeutet, so 
wird also offenbar (ry, ), a,..a,)—a(a,..a,) eine Lésung der 
Differentialgleichung (7), d. h. eine Function von o,..o@-—1 und von 
t, y, die in (7) nicht auftreten, etwa die Function @ (x, y, a, ..a,—1), 
sodass 

(10) Pe YG... Op) = P(E, Y, ts on= 1) ae era 


ist. 


Wir haben also erkannt, dass die Gleichungen (2) der in x, y 
geschriebenen Gruppe sich wegen (8) und (10) auch so darstellen 
lassen : 

(11) ae D(x, Y, a.. tr —1), Yi = P(r, Y, O.. ct —1) +3 a. 

Sind nun a,°..a,° die Werte der Parameter a,..a,, fiir die sich (1) 
und also auch nach Satz 5 des § 4, 6. Kap., die Gleichungen (2) auf 
die identische Transformation reducieren, und setzt man diese Werte 


M @.. ,—1, & ein, wodurch diese etwa in @,°..«°._1, «° tibergehen, 
so muss sich (11) auf 


%=t, W=) 


reducieren. Hs ist also: 
(12) Ge, yw. 0% aj 7, WE, y, «9. oleae 
Wahlen wir weiterhin a,..a, so, dass nur 

Oy = Oo ori n Opa == We 


wird, aber @ einen beliebigen Wert annimmt, was immer angeht, da 
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et, +. @,—1, & unabhiingige Functionen von a,..a, sind, so folgt wegen 
(12), dass die Gruppe alle Translationen von der Form 


(13) t=, 0, =» + Const. 
entnalt, — 


Kehren wir schliesslich zum Ausgangspunkt zuriick: Wir hatten 
in die Gruppe (1) solche Veriinderliche x, ) eingefiihrt, dass eine ge- 
wisse, aber beliebig ausgewihlte infinitesimale Transformation Uf der 
Gruppe (1) die Form einer infinitesimalen Translation in x, y: 


annahm. Jetzt haben wir bewiesen, dass alsdann die neue Gruppe 
auch alle endlichen Translationen (13) enthilt, alle endlichen Trans- 
formationen also, die von Uf erzeugt werden, kurz die eingliedrige 
Gruppe Uf. Fiihren wir schliesslich wieder die urspriinglichen Ver- 
anderlichen x, y ein, so kommen wir zu dem 

Satz 1: Enthdlt eine r-gliedrige Gruppe mit paarweis imversen 
Transformationen die infinitesimale Transformation 
of a 


On Cy’ 


Uf = 
so enthdlt sie auch alle endlichen Transformationen der von Uf erzeugten 
einglhedrigen Gruppe. 

Zusammen mit Theorem 18, § 3 des 6. Kap., giebt dieser Satz das 
Theorem 19: Jede r-gliedrige Gruppe in x, y mit paarweis 
inversen Transformationen und den r von einander unab- 
hiingigen infinitesimalen Transformationen U,f..U,f enthalt 
alle endlichen Transformationen aller co"™—} eingliedrigen 


Gruppen e,U,f +--+ ¢,U,f. 


Bei den in der ersten Abteilung betrachteten projectiven Gruppen 
haben wir dieses Theorem jedesmal besonders bewiesen. Jene Gruppen 
liefern daher viele Beispiele zu unserem Theorem. Um auch einmal 
eine nicht-projective Gruppe zu betrachten, geben wir noch das fol- 
gende Beispiel. 

Beispiel: Die dreigliedrige Gruppe 

n—ot+at+by, yey 
besitzt die drei von einander unabhingigen infinitesimalen Transfor- 


mationen : 
Dea Bd: 


Ergebnis. 


Beispiele. 


Verallge- 


meinerte 
Frage. 


184 . Kapitel 7, §§ 1, 2. 


Die endlichen Gleichungen der von der allgemeinen infinitesimalen 
Transformation der Gruppe 
Uf=(& + @y")p + yd 
erzeugten eingliedrigen Gruppe gehen hervor durch Integration des 
simultanen Systems: 
dx, in dy, 

& + ey" 3 V1 
mit den Anfangswerten v,=— 2%, y, =y fiir ¢=0. Hs kommt zu- 
niachst 


= dt 


1 
g, ME Vitel) at 
oder 
U ped yes, 
Ax, = (e, + eny?e?%*)dt. 


Diese Gleichung giebt integriert, indem y die Rolle einer Constanten 
spielt: 


daher 


L—“=et+ a (e7%* — 1)y?. 


In der That haben die Gleichungen : 
a = 0 ot + s2 (084? — 1g, yy, = erty 


die Form 
%=a-+a+t by’, y, =cy. 


§ 2. Erzeugung einer Gruppe durch ihre infinitesimalen 
Transformationen. 


Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen haben gezeigt, dass 
eine y-gliedrige Gruppe mit den 7 von einander unabhingigen infini- 
tesimalen Transformationen U,f..U,f sicher alle endlichen Transfor- 
mationen enthalt, welche die eingliedrige Gruppe ¢,U,f +--+ e,U,f 
besitzt. 

Hs giebt gerade oo”! solche eingliedrige Gruppen, jede hat oo! 
endliche Transformationen. Wir werden nun darthun, dass alle diese 
endlichen Transformationen aller dieser eingliedrigen Gruppen wirklich 
auch eine Schar von oo” und nicht weniger verschiedenen Transfor- 
mationen bilden. Wir finden es jedoch zweckmissig, zuniichst ein 
etwas allgemeineres Theorem zu beweisen. 


Ks mégen namlich U,f..U;,f die Symbole von irgend welchen 
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ry von einander unabhiingigen infinitesimalen Transformationen in x, y 
sein, wihrend wir es dahingestellt sein lassen, ob sie einer r-gliedrigen abe rae 
Gruppe angehdren oder nicht. Die yr infinitesimalen Transformationen !%f™. 
bestimmen, da sie von einander unabhiingig sein sollen, also keine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten zwischen ihnen besteht, 


eine Schar von oo’~! infinitesimalen Transformationen 

Ss) & U,f + € Uf + pa e,U,f. 
Hier bedeuten e,, e..¢, irgend welche 7 Constanten, auf deren Ver- 
haltnisse allen es ankommt. Jede dieser oo”~' infinitesimalen Trans- 
formationen erzeugt in bekannter Weise eine eingliedrige Gruppe von 
endlichen Transformationen. Die Gleichungen der zur obigen Uf ge- 


ee © . : al 3 . ‘ : Reihenent- 
hérigen eingliedrigen Gruppe ergeben sich leicht in Form von Reihen- 83h 
entwickelungen : 


2 


Pe ey Ue Ue 
ee ee Uy ee 


Wir werden direct zeigen, dass dies die Integralgleichungen des simul- 
tanen Systems: 


dt, dy, 


sind, dessen Integration die endlichen Gleichungen der eingliedrigen 
Gruppe Uf liefert. Aus (14) folet zunichst, dass «,, y, sich fiir ‘=0 
auf w, y reducieren. Ferner folgt: 


(14) 


Li, z t v? 
<7 = Ue + =UUe+ 75 UUUe +... 


und, indem wir Uz, nach (14) bilden: 
Us, = Ue ++ Ut 


2 


UUa-+--) 


t 
12 


= Ue+4U0e +, UUUe+-. 
Also ist in der That 


wie es von (15) verlangt wird. Damit ist der Nachweis erbracht™). 

Die Gleichungen (14), die bei hinreichend kleinem Wert des Para- 
meters ¢ convergieren, stellen also, wenn ¢ variiert wird, die oo’ end- 
lichen Transformationen der von der infinitesimalen Transformation 
Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe dar. Setzen wir darin 


*) Eine ausfiihrliche Herleitung der Formeln (14) findet man in den » Diffeln, 
mit inf. Trf.“‘, § 3 des 3. Kap. 
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ein, so folgt, da allgemein, wenn Uf, Vf, Wf solche Differentiations- 
processe sind, wie die Symbole der infinitesimalen Transformationen, auch 


U(VE + Wh) = UVF + UWS 


UUs 2 515) €;€, U; 0, 
1 


u. s. w., sodass kommt: 


r ¢ ‘ie 
t & 
Dele = Ye: ia + 5 ! >! 6:04 U; Uee ++, 
il i 


a R bie 
nw =y ta Sl eUiy + 1:8 > Saati thy +++. 
1 1 


Lassen wir nun ausser ¢ auch ¢,..¢, variieren, so gelangen wir 
zu allen endlichen Transformationen aller eingliedrigen Gruppen Uf, 
die aus U,f..U,f linear ableitbar sind. Es kommen in ihnen r + 1 
willkiirliche Constanten e,..e, und ¢ vor. Sie treten aber nur in den 
y Verbindungen e,t, ¢,¢.. e,¢ auf, d. h. wir diirfen, ohne den Umfang 
der Schar (16) zu verringern, ¢==1 setzen. Dass eine Constante tiber- 
zihlig ist, folot auch schon daraus, dass bei Uf= 2e;U;f nur die 
Verhaltnisse von e,..e, in Betracht kommen. Setzen wir also in 
(16) o—— 1: 


ist; 


(16) 


r 


Cie —E >! eee + Datta +e: 
1 


y— 


(17) a 
n=o+ Slatiy ts 5 >) Sea thy +--. 
aL , 


7 

1 
Alle endl. Jetzt geben die Gleichungen (17) alle endlichen Transformationen 
Transform., 5 y 


erz.v. "taller oo”’—1! eingliedrigen Gruppen Uf, wenn man é,..¢, beliebig 


infinitesim. 


Transfor- varlieren lasst. Wir behaupten nun, dass in dieser Schar (17) ¢,..¢, 
Mmationen. 1 


simtlich wesentliche Parameter sind, d. h. dass (17) wirklich oo” von 
einander verschiedene Transformationen darstellt. 


Spocieller Dies zu beweisen, betrachten wir zur Vorbereitung den einfachen 
Fall, dass die Zahl r = 2 ist — dass also von nur zwei von einander 
unabhangigen infinitesimalen Transformationen U,f, U,f die Rede ist —, 
und dass tiberdies U,f und U,f einem beliebigen Punkte (x, y) ver- 
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schiedene Fortschreitungsrichtungen zuordnen, d. h. dass auch keine 
Relation von der Form U,f = (a, y)U,f besteht, dass also stets 


G(%, WU f+ ¥(@, y) Uf == 0 
ist. Dies letztere kommt, wenn 
U.f = &(@, y)p + me, y)q, 
Uf = & (x, y)p + 2(@, y)g 
angenommen wird, darauf hinaus, dass: die Determinante 
51 Me — &m == 0 


ist. Alsdann bilden wir die Determinante 


| 2%, Ox, 
| dé, “Oe 
| Ovi, 2% 
Geri ae, 


Dieselbe ist sicher nicht identisch Null, denn wenn man nach ihrer 
Bildung e, =e, = 0 setzt, so reduciert sie sich wegen (17) gerade 
auf & 4, —&y,. Wir kénnen daher aus den Gleichungen (17), in 
denen sich jetzt wohlbemerkt jede Summe nur auf zwei Zahlen er- 
streckt, e, und e, berechnen als Functionen von x, y und a, y,. — Ist 
aber dies méglich, so sind offenbar ¢,, e, beide wesentliche Parameter 
in (17). Die Schar (17) definiert deshalb wirklich oo? verschiedene 
Transformationen. Fiir den vorliegenden Fall ist also die Behauptung 
bewiesen. 


Wir kehren nun zu dem allgemeinen Fall zuriick, dass r vonAlsempiner 

einander unabhangige infinitesimale Transformationen U,f..U,f vor- 
gelegt sind. Wir geben den Coordinaten x, y in (17) auf 7 verschie- 
dene Weisen bestimmte, aber allgemein gewihlte Werte #, y; 
a2, y@; ..4, y. Die zugehérigen Werte von 2,, y, seien 7,%, 
pO: 2,8), yO: 1. 2,0, ¥,. Ist allgemein 

Uif = &(@, yp + i, 9a, 
so erfahrt der Punkt (7, y) bei U;f die Coordinatenincremente 

E(a, yD) Ot, 0 (0), y) dot. 
Die Transformation U;f hat also, ausgeiibt auf das Variabelnpaar 2”, 
y, das Symbol 

cee es = 5/ Of 
Uif = E (a), y) aa@ + n (a, y”)) By . 

Betrachten wir alle 27 Wertpaare a, y% auf einmal, so wird also 
die Transformation U;f, auf dieselben ausgefiihrt, das Symbol 
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Vif = Usp + Uf +e + rT 
haben, denn die rechte Seite stellt, mit d¢ multiplicirt, das Increment 
dar, das eine beliebige Function f von #7, y™; ..a, y™ bei der 
infinitesimalen Transformation erféhrt. 


Zunichst kénnen wir zeigen, dass keine ry linearen Relationen von 

der Form 
9 USP + 9, USF +++ er U%f=90 G= I, 2.-7) 

identisch bestehen kénnen, in denen 9,, g,.. 9, gewisse Functionen 
der 2y Verianderlichen 2, y®; .. a”, y” und zwar in allen 7 Rela- 
tionen dieselben Functionen, also unabhingig von j, waren. Bestanden 
nimlich 7 solche Relationen identisch, und nihmen g,..q, fiir irgend 
ein beliebiges Wertsystem 2, y®; .. 2, y™ die Zahlenwerte ¢, .. ¢, 
an, so wiirde die infinitesimale Transformation 


¢,U,f +--+ 6 U,f 


die r Punkte (7, y®),.. (a, y) in Ruhe lassen. Dies aber ist un- 
méglich, denn unter den co’! infinitesimalen Transformationen 


Ot = e. U7 
giebt es héchstens co”’—*, welche einen beliebig aber bestimmt ge- 


wihlten Punkt (@, y®) invariant lassen. Ihre Coefficienten ¢, .. ¢, 
bestimmen sich nimlich aus den beiden Gleichungen: 


e8,(0, y) + + eB. (s®, 9) — 0, 
€7, (@, YM) os + ernr (eZ, y\?) = 0, ri 

die sicher nicht beide identisch Null sind fiir jedes Wertsystem a, y, 
weil sonst bei den Uf alle Punkte der Ebene in Ruhe blieben. Weiter 
schliessen wir ebenso, dass es unter den hdchstens oo”—? infinitesi- 
malen Transformationen, die den Punkt (#, y) nicht andern, héch- 
stens oo’—* giebt, die auch einen zweiten beliebig, aber bestimmt 
angenommenen Punkt (v), y®) in Ruhe lassen u. s. w. Schliessen 
wir so weiter, so folgt endlich, dass es keine infinitesimale Trans- 
formation 2e;U;f giebt, welche 7 beliebig, aber bestimmt gewahlte 
Punkte in Ruhe lisst. 


Hiernach steht fest, dass keine r Functionen , .., existieren, 
fiir die gleichzeitig 
(18) ie a =P il Pr &,9) = 0 
pm”) o> Seren) = 0 
Ga leer?) 
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wire. Hierin sollen natiirlich die oberen Indices j bedeuten, dass fiir 
x, y die Werte a, y eingesetzt zu denken sind. | 

Wenn. nun alle 7-reihigen Determinanten der Matrix 
POM Rew 


(19) BOL ek £07) 


y, Sates nr 


mo) +++ 9,0) 
identisch Null waren, so kénnten wir offenbar doch solche r Functionen 
@,-- 9, angeben, fiir welche die 27 Identititen (18) bestiinden. Dann 
nimlich wiirden die 7 ersten Relationen (18) die 7 letzten ohne wei- 
teres nach sich ziehen und es brauchten g,..g, nur so bestimmt zu 
werden, dass sie die 7 ersten erfiillten, was méglich wire, da die 
Determinante dieser 7 Relationen auch identisch Null ware. 

Also schliessen wir umgekehrt, dass sicher nicht alle r-reihigen 
Determinanten der Matrix (19) identisch verschwinden. 


Die r Punkte (@, y®),..(@, y™) werden bei der eingliedrigen 
Gruppe Uf = 2e;U;f in die r Punkte (#,%, y,%),.. (a, y,) iiber- 
gefiihrt, fiir welche in Gemissheit von (17): 


ao r 
2! = of) 4 > 6 Ui ad + Si > €; €, Ui Ui 9) es. 
af 1 


y, 9) = yO 4 >} e; Uzi yld) + > > Gabe Uy yo. 
1 1 


Gj=1,2..r) 
ist. Lassen wir hierin e, ..¢, varlieren, so erhalten wir alle endlichen 
Transformationen aller eingliedrigen Gruppen Uf, ausgefiihrt auf die 
yr Punkte. Es ist nun unméglich, aus diesen 27 Gleichungen (20) 
mehr als 7 von ¢,..é, freie abzuleiten, denn die Gleichungen sind 


nach e,..é, auflésbar, da nicht alle v-reihigen Functionaldeterminanten 
der Matrix 


(20) 


| 0a, (1) 0x1) 
Oe, 0 er 


0x, (7) 02,7) 


ra) ey ~ 0 er 
dy,@) ey1(2) |? 

Oe Or 
oy oy, 


0e, i 0b 


Gesamt- 
ergebnis. 
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die sich ja fir e, =¢,—=--—=e,=—O auf die Matrix (19) reduciert, 
identisch verschwinden, denn sonst miissten auch alle r-reihigen De- 
terminanten der Matrix (19) identisch Null sein. Es lassen sich somit 
e,..é@ aus (20) als Functionen. der 2, y und 2,%, y,” berechnen. 

Nehmen wir an, wir hatten den ¢,..e, andere Werte @,.. é, ge- 
geben und verlangten, dass auch die zu diesen gehérige Transfor- 
mation von der Form (20) die + Punkte xv, y% in die r Punkte 
x,, y,% tiberfiihrte, so wiirden wir ftir @,..¢@, dieselben Functionen 
der 29), yD und «,%, y,” erhalten, d. h. es mtisste dann doch @,—e,, 
..@ =e, sein. Also stimmen zwei der Transformationen (20) nur 
dann tiberein, wenn in ihnen die e tibereinstimmende Werte haben. Es 
sind aber die Transformationen (20) nichts anderes als die Trans- 
formationen (17), ausgefiihrt auf r Punkte der Ebene. Es folgt daher 
umsomehr: Zwei Transformationen (17) sind dann und nur dann in 
allen Punkten der Ebene aquivalent, wenn in ihnen ¢, ..é, tiberein- 
stimmende Werte haben. Mit anderen Worten: (17) stellt wirklich 
oo” verschiedene Transformationen dar. 

Wir fiigen noch hinzu, dass zur Transformation (14) diejenige 
invers ist, die sich ergiebt, wenn ¢ durch — ?¢ ersetzt wird. Demnach 
enthalt auch die Schar (16) zu jeder ihrer Transformationen die in- 
verse, ebenso die Schar (17). Bei dieser erhalten wir die inverse, wenn 
wir ¢€,..¢, mit — e,..— é, vertauschen. 


Theorem 20: Sind die r infinitesimalen Transformationen 
Uif= (a, y)p + ule, yq @=1, 2..7) 


von einander unabhingig, und sind e,..e, willkiirliche Para- 
meter, so bildet der Inbegriff aller eingliedrigen Gruppen 


eaUf+--+4¢46,f 


eine Schar von Transformationen: 


mimi DieUiat Dh Dpeite Ula ctane, 
n—y+ Sativt i Maathty eo. 
1 1 


im welcher die r Parameter e,..e, sémtlich wesentlich sind, also 
eine Schar von oo” verschiedenen Transformationen. Diese 
Schar enthdlt zu jeder ihrer Transformationen auch die inverse. 

Kiinftig werden wir diese Schar 6fters kurz bezeichnen als die 
, 00” endlichen Transformationen, erzeugt von U,f... U,f“. 
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1. Berspiel: Liegen die beiden infinitesimalen Transformationen Beispicle. 
raw om fe 
Uf Sp; O,f= xg 
vor, die von einander unabhiingig sind, so lauten die endlichen Glei- 


chungen der eingliedrigen Gruppe e,p + e,2q, wie man durch Inte- 
gration des simultanen Systems 


Be Be Fa 


e Cy By 


sofort findet: 

“=x -+ et, Ww =ytect+ 28, 
Liisst man e,, @ variieren, so sind dies offenbar oo” verschiedene end- 
liche Transformationen, die tibrigens keine Gruppe bilden. 

2. Beispiel: Sei 

typ, U,f—7¢, Uf = yp, 

so ergeben sich die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe 
Uf= ep + &7q + e yp 
z. B. auch durch Reihenentwickelung: Es ist 
Ux =e, + ey, Uy = 62, 
OUs = 6, ¢.%, U Uy = e@(e, + &Y), 
UU Ux = ee3(e, + 63), UU Uy = 6,7e,2, 
UUUUz = 4," 6,72, U UU Uy = ¢,76,(e, + ey), 


? ? 


sodass kommt: 
1 1 
Hy = 2 + ey + GY + 7-H nah TF Tey (G+ C3Y) 


1 
SINT ec ey ra 


oder: wt ie 
e — e en — Vee 
ji Le 2 Vere, Wee me Veo 3 e, Bic es 
t= 2 —&@ aie 2 Vee, ? 
273 
analog : 
es 3 ae ep — Ven es 
see sg V exes ale aginst 2 3 ey & ey 
I 2 €s 2 Ve, es @s 


In diesen Gleichungen sind, wie man leicht sieht, ¢,, ¢, ¢, samtlich 
wesentliche Parameter, wie es sein muss. Diese Gleichungen stellen 
keine Gruppe dar. 

Wir wenden nunmehr endlich unser Theorem 20 auf den beson- Anwendung 

° 7 au 

deren Fall an, dass die r vorgelegten von einander unabhangigen in- Gruppen. 
finitesimalen Transformationen U,f.. U,f, tiber die wir bisher keine 
weiteren Annahmen machten, einer r-gliedrigen Gruppe angehoren. 
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In diesem Falle ergiebt sich, wenn wir noch das Theorem 19 des 
vorigen Paragraphen beriicksichtigen, Folgendes: 

Theorem 21: Sind U,f..U,f r von einander unabhingige in- 
finitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe in a, Y, 
so bildet der Inbegriff aller ecngliedrigen Gruppen 


@ Uf ++ + rt 


eine Schar von gerade ow verschiedenen Transformationen: 


C= a + Satie + S] Saatitie es 
T 1 


n=y+ Satiyt >! dSeattiy+--, 
1 1 


welche der r-gliedrigen Gruppe angehoren und also (jedenfalls 
in einer gewissen Umgebung der identischen Transformation) 
alle Transformationen der Gruppe und keine weiteren um- 
fassen. 

Die hierin ausgesprochene Beschrinkung auf Transformationen, 
die nicht tiber ein gewisses Mass von der identischen Transformation 
abweichen, findet ihren Grund darin, dass die obigen Reihenentwicke- 
lungen nur innerhalb gewisser Grenzen convergieren werden. Ihre 
weitere Fortsetzung tiber dieses zuniichst erlaubte Gebiet hinaus er- 
fordert functionentheoretische Uberlegungen, auf die wir nicht eingehen. 


§ 3. Zur Berechnung der endlichen Gleichungen einer Gruppe. 


Das soeben abgeleitete Theorem giebt uns ein Mittel an die Hand, 
um aus 7 vorgelegten von einander unabhingigen infinitesimalen Trans- 
formationen 


Cf E;(a, Yy) p a5 ni (2, Yy)4q ( =1,2.. r) 


einer r-gliedrigen Gruppe die endlichen Gleichungen der Gruppe ab- 
zuleiten. 
Erste Diese Berechnung kommt ja nach unserem Theorem darauf hinaus, 


Methode, - 5 : . : 5 5 
die endlichen Gleichungen der allgemeinen eingliedrigen Gruppe. 


r 


f= > é Uf = (xy ej :) PG (> ej “) q 


1 


zu finden. Letzteres verlangt die Integration des simultanen Systems 
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dix, dy, 


Se = di 


al 
oy) > 5i(@15 1) a6 Mi(7, 1) 
r 


1 
mit der Anfangsbedingung w, = x,y, = y fiir ¢=0. Durch Integra- 
tion desselben werden ,, y, als Functionen von #, y und ¢ bestimmt. 
Doch enthalten diese Functionen e,..¢- und ¢ nur in den 7 Ver- 
bindungen e,t, e,¢..e,t, und es kann daher nachtriglich ¢ = 1 gesetzt 
werden, was ja darauf hinauskommt, dass fiir ¢,t, ¢,¢..¢,-¢ neue Para- 


meter eingefiihrt werden. Durch Reihenentwickelung ist die Integra-_ 


tion des simultanen Systems (21) durch die-Formeln des Theorems 21 
geleistet. 

Wir bemerken aber, dass die Integration des simultanen Systems 
(21) durch endliche geschlossene Ausdriicke schon in einfachen Fallen 
deshalb erhebliche Schwierigkeiten machen wird, weil das System r 
willkiirliche Constanten e,..¢, enthilt, die nicht specialisiert werden 
diirfen. Hs empfiehlt sich deshalb, den folgenden Weg zur Gewinnung 
der endlichen Gleichungen der Gruppe zu betreten: 


Zuniichst suchen wir die endlichen Gleichungen der von jeder 
einzelnen infinitesimalen Transformation U;f erzeugten eingliedrigen 
Gruppe durch Integration der r simultanen Systeme: 


oC = dx, ae dy, —— ——— ) 
(22) Ren Gn ee ee 


mit den Anfangswerten x, y von 4,, y, fiir t= 0: 
a= i(t, y, t), y= Vile, y, t) G@=1, 2..7). 

Wir wollen alsdann nach einer allgemeinen Transformation 7’, der 
ersten eingliedrigen Gruppe U,/f eine allgemeine Transformation 7’, der 
zweiten U,f, auf diese eine Transformation 7 der dritten U;f u. s. w. 
ausftihren. JZ, wird x, y in x, y,, Z, diese in 23, y3, .. verwandeln, 
sodass zu setzen ist: 

= 9,(%, y, t), Ii =V1(2, ¥ ‘)s 
(23) = Ge Iu ta)o aa = (y tt ts 5 


Bray Ye-isb)y Yo — HG Yeon H). 
t,, t,..t, sind hierin willktirliche Parameter. Durch Elimination von 
Ly, Yy++%r—1, Yr—1 ergeben sich gewisse Gleichungen : 
= O(2, y, t,..t,), y= PO, y, t..-t) 
oder, wenn wir die transformierten Veranderlichen mit e; y bezeich- 
nen, diese: 


Lie, Continuierliche Gruppen. 13 


Zweite 
Methode. 
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(24) a= O(n, y, t,..4), Y= VO, y, 4--%). 
Dieselben stellen, wie auch ¢,..¢, gewahlt sein mégen, eine Trans- 
formation dar, welche r aufeinanderfolgenden Transformationen 77, 
T,..T, der r einzelnen eingliedrigen Gruppen ‘4quivalent ist, also 
eine Transformation der r-gliedrigen Gruppe. Die in ihnen enthaltenen 
Parameter ¢,..¢, sind nun aber auch samtlich wesentlich, denn die 
2r Gleichungen (23) beginnen ja bekanntlich, nach ¢,..t, ent- 
wickelt, so: 

e%—=a2+t8+--, %=Ythm tes 

Daerah ti bee! shee ty mht bt + Bs 


Tp = Hy —4 Hy g0—9 a Yr = Yr—1 ie t ye) aE 


Hierin bedeutet §, 4., dass in ate yz fiir x, y die Variabeln %;, y; 
gesetzt sind. Eliminieren wir nun 2,, y,..%,-—1, Yr—1, 80 kommt ge- 
nau bis auf Glieder erster Ordnung: 


Wr SS Bp Ee Ye = YO 


wo nun &..&,, 7,..4,- samtlich x, y enthalten. Daher lauten die 
Gleichungen (24) nach ¢,..¢, entwickelt: 


(24’) g=a+ Stunt, y=yt SeUiy +o 
1 i 


Sie stimmen also in den Gliedern erster Ordnung mit den Gleichungen 
(17) des vorigen Paragraphen itiberein, nur steht hier ¢,..¢, statt e,..¢, 
Der Nachweis, dass in (17) e,..¢, wesentlich sind, wurde damals ge- 
fiihrt mit Hiilfe der Form der Glieder erster Ordnung allein. Wir 
kénnen daher ohne weiteres auch sagen, dass die Gleichungen (24) 
oder (24’) alle y Parameter ¢,..¢, als wesentlich enthalten. 

Also stellen die Gleichungen (24) co” verschiedene endliche Trans- 
formationen der r-gliedrigen Gruppe, mithin alle Transformationen 
derselben dar. 


Vorziige Diese Methode*) zur Bestimmung der endlichen Gleichungen einer 


und Nach- 


teile beider 7 - gliedrigen Gruppe hat vor der ersten Methode den Vorzug, dass die 
Methoden 


Integration hier in r von einander unabhingigen Schritten geleistet 


*) Die oben gegebene zweite Methode teilte Lie dem Herausgeber im An- 
fange des Jahres 1891 mit. Im Laufe des Sommersemesters desselben Jahres 
brachte er sie in seinen Vorlesungen. Im Herbst endlich und unabhangig davon 
verdffentlichte Maurer in den Math. Annalen Bd. 39 eine Abhandlung, in der er 
ebenfalls diese Methode entwickelte, 


Zur Berechnung der endlichen Gleichungen einer Gruppe. 195 


wird durch die Integration der » Systeme (22), deren keines willktir- 
liche Constanten- enthilt. 


Andererseits leistet sie aber doch nicht dasselbe wie die friihere 
Methode, denn wihrend die endliche Transformation (17) (in § 2) ge- 
rade von der infinitesimalen Transformation e, U,f +--+ e,U,f er- 
zeugt wird, welche dieselben Zahlen e, ..e, enthiilt, ist es durchaus 
nicht allgemein richtig, dass die endliche Transformation (24) oder 


(24°) gerade von der infinitesimalen Transformation ¢, U,f-— +--+ ¢, U,f 


erzeugt wird, wie man zu vermuten geneigt sein kénnte. Die Ent- 
wickelungen (17) und (24’), die, bis auf andere Bezeichnung der Para- 
meter, in den Gledern erster Ordnung iibereinstimmen, sind vielmehr 
in den Gliedern zweiter Ordnung schon nicht mehr dieselben. 


Die zweite Methode giebt also zwar die endlichen Gleichungen 
der r-gliedrigen Gruppe bequemer, man kann aber nicht so leicht 
einsehen, welche infinitesimale Transformation gerade eine der ge- 
fundenen endlichen Transformationen erzeugt. Hs ist jedoch zu_be- 
merken, dass die zweite Methode bei gewissen Fragen der Gruppen- 
theorie dennoch den Vorzug verdient. 


Die bisherigen Betrachtungen lehren, dass eine r-gliedrige Gruppe 
in 2, y mit paarweis inversen Transformationen vollstindig definiert 
ist durch die Angabe von ry von einander unabhangigen infinitesimalen 
Transformationen U,f..U,f der Gruppe. Daher werden wir eine 
soleche Gruppe haufig kurz als ,,Gruppe, erzeugt von U,f..U,f“ oder 
kurz als ,,Gruppe U,f..U,f‘ bezeichnen. Dass jedoch nicht beliebige 
y yon einander unabhangige infinitesimale Transformationen stets eine 
Gruppe erzeugen, kann man aus den obigen Beispielen zu Theorem 20 
entnehmen. Im tibernachsten Kapitel werden wir das Criterium dafiir 
aufstellen, dass U,f..U,f ee Gruppe erzeugen. 


Wir geben zwei Beispiele. 
1. Beispiel. Man soll aus den acht von einander unabhingigen in- 
finitesimalen projectiven Transformationen 


P, G ©, yp, tq, yd, @p+ayq, zypt+ ya 


die endlichen Gleichungen der allgemeinen projectiven Gruppe ableiten. 
(Vgl. § 2 des 2. Kap.) 

Wir wenden die zweite Methode an, indem wir die von den 
obigen acht infinitesimalen Transformationen erzeugten eingliedrigen 
Gruppen bestimmen und die Variabeln und Parameter wie in (23) be- 


zeichnen: 
ise 


Gruppe 
Cites Oe 


* 


Beispiele. 
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pla—“2+h, Y, = Y;, 


q | % = %, p= I 1 by 
op | ve, = te", Ys = Ye» 
YP | % = 4 H+ Yst,, Ys = Ys 
aug | Ls —= X4, Ys = Ys + ts, 
Yd | Le = Xs, Ue = Y5e*, 


ne | ay eens aay Se oe 
xp + xyq i oamet ETH lis asa a 


= 2 ger Ee Yi . 
PDT UG. Sig Set pee eyed eds 6 gee as 


Eliminieren wir hieraus #,, y,..%, Y,;, setzen wir noch w, y statt 
Xs, Ys, und bezeichnen wir e* und e* mit ¢, resp. f,, so ergeben sich 
die endlichen Gleichungen der allgemeinen projectiven Gruppe: 
fee tjeotiy +h +tt, = 
a t, (t; =i fstgt,) & — (ist, =F tts oe t,t; t,ts)y = | 
— ttt, — tytyt, — ttyts — tty tstgts; — htt, tat, | 


yf ere (t,t; # spe! an tyts)y + t, + ttsts + tet, ts) te z 
: e= ts (t, + ty tet) & — tt, + tet, + ttotyts)y — 
V3 ttgt, — totj =, t,t, — t,t,t,t,t, — tot, ttt, 


In der That stellen diese Gleichungen eine allgemeine projective Trans- 
formation der Kbene dar, denn 2’, y’ sind linear gebrochene Functionen 
von x, y mit demselben Nenner. Dass ¢,..¢ s&mtlich wesentlich 
sind, folgt aus unseren theoretischen Entwickelungen. 

2. Beispiel. Hs soll bewiesen werden, dass die co? infinitesimalen 
Transformationen 

Uf = Gp + e.g + eyp 

eine dreigliedrige Gruppe erzeugen. 

Wir integrieren das simultane System: 


aa, ay, 
Aha ae 
Es kommt zuniichst: 
Ys. — ¥Y = et z 
Setzen wir y, = y + ¢¢ ein, so kommt noch: 
aa, dt, 


& + &(y + et) "= 


% — t= (& + esy)t +- 


sodass die endlichen Gleichungen lauten: 


o = 2+ (e, + e3y)t +> a , ple SS | + ef. 


d. h.: 


ey és Uae 
2 
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Man kann leicht verificieren, dass sie eine dreigliedrige Gruppe dar- 
stellen. Nattirlich darf hierin t= 1 gesetzt werden, da ¢ tiberzithlio 
ist. Lassen wir ¢ variieren, wiihrend wir e¢,, ¢,, ¢, bestimmte Werte 
geben, so erhalten wir die von e,p + eq + eyp erzeugte einglie- 
drige Gruppe. Die Anwendung der zweiten Methode macht keine 
Schwierigkeit. 


Schliesslich heben wir noch die kleine, aber wichtige Bemerkung4'stehoung 


der Sitze 
hervor, die keines Beweises bedarf: auf Gruppen 
f . : ; 3 dor Goraden, 
Satz 2: Die Sitze der beiden letzten Kapitel lassen sich sofort auf 
die Gruppen der Geraden ausdehnen, da die Gleichung einer solchen 
Gruppe : 
L, = P(x, a, ..a,) 


durch Hinzufiigung der Gleichung 


im eine Gruppe der Ebene iibergeht. 
Wir werden daher kiinftig ohne weiteres die abgeleiteten Sitze 
auch fiir Probleme benutzen, welche Gruppen der Geraden betreffen. 


Kapitel 8. 
Transitivitét, Invarianten, Primitivitat. 


Nachdem wir in den beiden vorhergehenden Kapiteln allgemeine 
Higenschaften der endlichen continuierlichen Transformationsgruppen 
abgeleitet haben, gehen wir nun dazu iiber, die Gruppen in gewisse 
grosse Klassen zu bringen, indem wir die Begriffe der Transitiwitat und 
Primitivitit einfiihren, zu deren ersterem der Begriff der Invarianten 
von Gruppen in enger Beziehung steht. 


§ 1. Transitive und intransitive Gruppen. 


Eine v-gliedrige Gruppe: Ge 
(1) L, = 9h, YM -- Gr), Yy = VO, Y, +. Gr) 
nennen wir transitiv, wenn sich stets die Parameter a,..a, so annehmen 
lassen, dass die Transformation (1) einen bestimmt gewahlten Punkt 
allgemeiner Lage (#, y) in einen beliebigen anderen bestimmt ge- 
wahlten Punkt (7,, y,) allgemeiner Lage iiberfiihrt, oder genauer ge- 
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sagt — um functionentheoretische Schwierigkeiten zu vermeiden —, 
dass sie ihn in einen beliebigen anderen bestimmt gewahlten Punkt 
in der Umgebung des ersten Punktes iiberfiihrt. Ist dagegen der Punkt 
(x,, y,) an eine nattirlich durch den Punkt (a, y) selbst gehende Curve 
gebunden, so bezeichnen wir die Gruppe als imétransitiv. 
So z. B. ist die Gruppe 
%=2+a, ¥,—y+b 
transitiv, denn wihlen wir «, y irgendwie und ebenso «,, y, irgend- 
wie, so lassen sich a, b immer so berechnen, dass diese Gleichungen 
erfiillt werden. Dies ist auch geometrisch einleuchtend, denn jene 
Gruppe besteht aus allen Translationen, welche eine beliebig gewahlte 
Stelle in eine andere beliebig gewahlte Stelle iiberfiihren. 
Die Gruppe 
ty =k, ¥=y tr an+ db 
ist dagegen intransitiv, denn hier kann ein Punkt (a, y) stets nur in 
Punkte (w,, y,) mit derselben Abscisse, also nur in Punkte der durch 
ihn gehenden Parallelen zur y-Axe iibergefiihrt werden. Der Punkt 
(x,, y,) beschreibt also, wenn man a, b in allen méglichen Weisen 
wahlt, kein Flachenstiick, sondern nur eine Curve. 


Analytische Sol] die Gruppe (1) transitiv sein, so mtissen sich, wenn 2, y be- 

lierung. liebig und #,, y, innerhalb der Umgebung der Stelle (xv, y) ebenfalls 

beliebig gewahlt werden, die Gleichungen (1) dadurch erfiillen lassen, 

dass man den Parametern a,..a, bestimmte Werte erteilt. Lassen 

sich die Gleichungen (1) nach zweien der Parameter, etwa a, und a,, 

auflésen, so ist dies offenbar méglich, denn man braucht nur a,.. a, 

irgendwie anzunehmen, um dann durch diese Auflésung auch a,, a, 

zu bestimmen. Wenn dagegen die Gleichungen (1) nicht nach zweien 

der Parameter auflésbar sind, so lisst sich aus ihnen eine Gleichung 
zwischen x, y und 2,, y, allein ableiten: 


Ue, Y, Hy, Wy) = 0. 
Diese aber sagt aus, dass der transformierte Punkt (z,, y,), sobald 
“, y bestimmt angenommen sind, an eine gewisse Curve gebunden, 
also die Gruppe intransitiv ist. 
Satz 1: Hine r-gledrige Gruppe in zwei Verinderlichen 
t= P(L, Y, M,.. ), = WL, Y, A. - Ay) 
ast transit, sobald sich thre Gleichungen nach zweien der Parameter 


a,.. a, auflosen lassen. Anderenfalls ist sie intransitiv. 
An den beiden obigen Beispielen kann man dies sofort verificieren. 
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Die intransitiven Gruppen unterscheiden sich also dadurch wesent- eer cee 
ler ene 


lich von den transitiven, dass ihre Transformationen einem beliebigen |» Gurven 
Punkte p nur solche bacon erteilen, die keine Fliche, sondern blogs G™pren. 
eine Curve c erfiillen. Hine acess Gruppe ordnet demnach jedem 
Punkte p eine Curve c zu, die durch ihn hindurehgeht, da die Gruppe 
die identische und infinitesimale Transformationen enthilt. Es ist 
dann leicht, nachzuweisen, dass auch jedem anderen Punkte p, auf c¢ 
eben diese Curve durch die Gruppe zugeordnet wird. Denn es existiert 
eine Transformation 7, der Gruppe, die den Punkt p nach der Stelle 
p, fihrt: 
(p) Ta = (14). 
Viihrt nun eine Transformation 7, der Gruppe den Punkt p, in den 
Punkt p, iiber: 
(p,) To = (pea), 


(p) aT, = (p2). 


Aber 7,7, ist einer Transformation 7,,, der Gruppe Aquivalent, also: 


so kommt 


(p) La,» = (Pe), 
d. h. p, liegt auf der p zugeordneten Curve ¢, oder: dem Punkt p, ist 
ebenfalls die Curve ¢ zugeordnet. 

Eine einghedrige Gruppe ist natiirlich stets intransitiv, denn bei 
ihren oo! Transformationen beschreibt jeder Punkt p eben nur seine 
Bahneurve. 

Bei einer jeden intransitiven Gruppe wird allgemein demnach die 
Ebene in unendlich viele Curven zerlegt und zwar, da allen cot Punkten 
einer dieser Curven eben diese Curve zugeordnet ist, gerade in oo’ 
Curven. Jede dieser oo Curven ¢ bleibt nach dem Vorstehenden in- 
variant gegentiber den Transformationen der Gruppe, indem jede Trans- 
formation 7, der Gruppe einen Punkt p, eimer der Curven ¢ wieder 
in einen Punkt p, derselben Curve verwandelt. Diese oo’ einzeln in- 
varianten Curven werden dargestellt durch eine Gleichung von der 


Form 
(x, y) = Const., 

und zwar muss 

a(#, y)=¢ 
stets 

(2, 1) = 6 
nach sich ziehen, sobald (a,, y,) der Punkt ist, in den (x, y) durch 
irgend eine Transformation der Gruppe (1) tibergeht. Vermoge der 
Gleichungen (1) muss daher 


Invariante 
einer 
intransit. 

Gruppe. 


Beispiele. 
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(Hy, Y1) = @(%, Y) 
sein und zwar identisch fiir alle Werte von 2, y, a,..a,. Die Fune- 
tion w(x, y) andert also ihren Wert nicht bei irgend einer Transfor- 
mation der Gruppe, und wir nennen sie deshalb eine Invariante der 
Gruppe. 

Wenn umgekehrt die Function 2(#, y) bei allen Transforma- 
tionen einer vorgelegten Gruppe (1) invariant bleibt, also vermége (1) 
identisch 

2(a4, 1) = 2H, y) 
ist, so liegt der transformierte Punkt (#,, y,) auf der Curve 

2(a“, y) = Const., 
sobald der urspriingliche Punkt (w, y) auf ihr gelegen ist, d. h. er ist 
an eine Curve gebunden, die Gruppe ist intransitiv. 

Satz 2: Transitive Gruppen der Ebene haben keine Invarianten; 
intransitive dagegen haben eine Invarcante, wnd jede ihrer Invarianten 
lasst sich als Function irgend emer ihrer Invarianten darstellen. 

Das Letztere ist evident, denn die Gruppe kann dem Punkte (a, y) 
nur eine Curve ¢ zuordnen, mit anderen Worten: Ist (xz, y) eine In- 
variante der Gruppe, so muss die Curvenschar 

Q(x, y) = Const. 
mit der obigen Schar 
co(x, y) = Const. 


iibereinstimmen, d. h. es muss & eine Function von @ allein sein: 
2 = W(o). 


Wir werden daher auch sagen, dass eine intransitive Gruppe im 
Wesentlichen nur eine Invariante besitzt. 


1. Beispiel: Die Gruppe: 
tH =£, Y=ytar+ db 


besitzt offenbar die Invariante zw. Sie ist also intransitiv und zerlegt 
die Ebene in oo! einzeln invariante Geraden x = Const. 
2. Beispiel: Die dreigliedrige Gruppe: 


a%=1+4)¢+@—Dy+a, y=a4e+ayta, 
ist intransitiv, denn ihre Gleichungen lassen sich nicht nach zweien 


r Par . Os ] , 1 
der Parameter a,, a,, a, auflésen. In der That, sie lassen sich ja go 
schreiben : 


R=b—y th, 1aaye+ ay + a, 


Criterium der Transitivitiit. 201 


und hier tritt es in Evidenz. Es existiert eine Relation zwischen x, ¥ 
und 2, y, allein: 
no ara th: oii es ama 
Die Gruppe zerlegt also die Ebene in oo! einzeln invariante Geraden 
«—y=Const. Jede Invariante der Gruppe ist eine Function von 
“x — y allein. 
3, Beispiel: Die zweigliedrige Gruppe: 
t= x+a-+t (a? — 2y)b, 
‘ a* + 2 2 b* 
= ae = + (& + a) (2 — 2y)b +  — 2y)? 5 


ist intransitiv, denn ihre Gleichungen sind nicht nach a, 6 aufldsbar. 
Dies kann man auf verschiedenen Wegen einsehen. Entweder bildet 
man die Functionaldeterminante der rechten Seiten nach @ und b: 
1 x — 2Qy 
leat (a —2y)b (w+ a) (a? — 2y) + (0° — 29)" 

Dieselbe verschwindet identisch. Oder man berechnet aus der ersten 
Gleichung 

a=x,—2 (x? — 2y)b 
und setzt diesen Wert in die zweite ein. Dann kommt nach einiger 
Rechnung ; 

a," — 2y, =a — 2y, 
d. h. w? — 2y ist eine Invariante. Die Gruppe zerlegt die Ebene in 
die oo! einzeln invarianten Kegelschnitte ~? — 2y = Const. 


§ 2. Criterium der Transitivitit. 


Auch aus den infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen 
Gruppe kann man leicht ersehen, ob die betreffende Gruppe transitiv 
oder intransitiv ist. Denn sind etwa U,f..U,f 7 von einander un- 
abhiingige infinitesimale Transformationen der Gruppe, so besteht die 
Gruppe nach Theorem 21, § 2 des 7. Kap., aus den oo” endlichen 
Transformationen der oo’—! eingliedrigen Gruppen 


ad 
r 


> aUit 


1 


Jede dieser eingliedrigen Gruppen erteilt einem beliebigen Punkte 
(a, y) oo! Lagen, indem sie ihn auf der durch ihn gehenden Bahn- 
curve dieser eingliedrigen Gruppe hinftihrt. Die r-gliedrige Gruppe 
ist alsdann offenbar intransitiv, wenn alle jene co’! durch den Punkt 
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(~, y) gehenden Bahneurven der eingliedrigen Gruppen 2eUf zu- 
sammenfallen, d. h. wenn sich alle Summenausdriicke LeUf nur um 
einen Factor von einander unterscheiden, wenn also jedes 

Uf ole, Uf G@=2, 8.-7) 
ist. 

Bestehen keine solche Relationen, so giebt es infinitesimale Trans- 
formationen U;f und U;/ der Gruppe mit verschiedenen durch den 
Punkt (x, y) gehenden Bahneurven ¢; und c,. Alsdann bilden die 
Bahneurven der oo! eingliedrigen Gruppen ¢;U;f + e,U;f im diesem 
Punkte (a, y) ein Btischel von Curven, Der Punkt (x, y) wird somit 
von den endlichen Transformationen der oo! eingliedrigen Gruppen 
e, Uif + & Uf in alle Punkte eines Flachenstiickes, nicht nur in alle 
Punkte einer Curve, tibergefiihrt, d. h. die r-gliedrige Gruppe ist 
transitiv. 
eae Satz 3: Hine r-gliedrige Gruppe der Ebene, welche von den r von 
Criteriums e@mander unabhiingigen infinitesimalen Transformationen U,f..U,f erzeugt 

wird, ist dann und nur dann intransitiv, wenn sich alle U;f nur wm 
emen actor von eimander unterscherden : 
OF = oa, y) Off  @== 2730). 

Betrachtet man nur die Fortschreitungen, welche der Punkt (a, y) 
bei den infinitesimalen Transformationen Se Uf der r-gliedrigen Gruppe 
erfihrt, und bedenkt man, dass U;f und U,f nur dann jedem Punkte 
(«, y) gleiche Fortschreitungsrichtungen zuordnen, wenn sie sich nur 
um einen Factor unterscheiden, so findet man unmittelbar: 

Satz 4: Line r-gliedrige Gruppe U,f..U,f der Ebene ist dann 
und nur dann intransitiv, wenn thre infinitesimalen Transformationen 
emem Punkte allgemeiner Lage scmtlich dieselbe Fortschreitungsrichtung 
Zuordnen. 


ae eee : nya Piie) aoe : ie a 
eee Wenn die r-gledrige Gruppe intransitiv ist, so besitzt sie, wie 


dessolbon. wiy wissen, eine Invariante w(x, y), und (a, y) = Const. stellt dann 

den Ort aller Punkte dar, in welche ein bestimmter Punkt (x, y) bei 
ailen Transformationen der Gruppe verwandelt wird. Diese Curve ist 
also auch Bahneurve jeder eingliedrigen Gruppe Se Uf, welche ja der 
r-ghedrigen Gruppe angehdrt. Mithin i8t (a, y) auch Invariante 
jeder eingliedrigen Gruppe Deus, d.h. es ist | 

> e:U;0 (x, y) =0 

1 


fiir alle Werte der Constanten c,..c,, also auch einzeln 
U;a(¢,y)=0 C= L ecigeei 
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Die Gleichungen 
Cpe Uf = 0 
miissen also cine gemeinsame Lésung @ besitzen, d. h. tiberein- 
stimmen. Dies aber thun sie dann und nur dann, wenn ihre linken 
Seiten sich nur um einen unwesentlichen Factor unterscheiden, wenn 


also jedes 
Ut = ow, 9) Uso 


ist. Damit sind wir wieder zum obigen Criterium zuriickgelangt. 


Wir kénnen das Criterium noch etwas anders aussprechen: Ist ,,2weite 


Form des 
allgemein bei einer intransitiven Gruppe U,/..U,/: Cnttert 
Ut =e, y)p+ (v7, yg @=1, 2..7), 
so ist jedes 
f§=o8, 1=O MN, 
d. h. alle zweireihigen Determinanten der Matrix 
| aT 
| & Ne | 
E; Yr | 
verschwinden identisch. Also: 
Satz 5: Hine r-gliedrige Gruppe U,f..U,f, m der 
Uif = sip + 1:4 
ist, ist transitiv oder besitat keine Invariante, sobald nicht alle zwei- 
rethigen Determinanten der Matria 
bo 
b Ne 
| & Nr 
identisch verschwinden. Verschwinden sie sdmtlich «dentisch, so rst die 
Gruppe intransitiv und die Lisung der Gleichung U,f=0 thre In- 
variante. 
1. Beispiel: Die oben betrachteten Gruppen Beiapiele, 
1)ha=—a+a, y=y+ 5; 
2) t= 2, 4, =y + an + O; 


3) xv, =(l+a,)2+ (@,—l1)y +a, y, = a0 + ay + 453 
4) vw =x -+a-+ (2 — 2y)b, 
yy tant £4 (w+ a) (a — 2y)b + (@ — 29) F 


besitzen bez. die infinitesimalen Transformationen : 
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1) p, 9g 
2) q, xq 
3) ap+aq, yptyd, D+ 
4) p+aq, (a — 2y) (p+ #9). 
Nach unserem letzten Satze ist die erste transitiv; die drei tibrigen 


dagegen sind nach unserem Satze offenbar intransitiv. 
2. Beispiel: Die infinitesimalen Transformationen 


: 2 3 r—1 
qd, £4, UO, UG: eG 
erzeugen eine 7-gliedrige Gruppe: 
=k, ¥=yY+a + Qe + a0 +--+ 4,0". 


Dieselbe ist intransitiv, wie man schon aus ihren infinitesimalen Trans- 
formationen ersehen kann, da dieselben sich nur um eine Potenz von 
x von der ersten, q, unterscheiden. 


Verallge- Wir heben hervor, dass die Betrachtungen dieses Paragraphen, 
ee nicht so die der vorhergehenden, bei denen ja von der Gruppeneigen- 
schaft 7, 7, = Tia» Gebrauch gemacht wurde, volle Giiltigkeit be- 
halten, wenn nur irgend welche v von einander unabhingige infini- 
tesimale T'ransformationen U,f..U,f vorgelegt sind, ohne dass vorausge- 
setet wird, dass dieselben eine Gruppe erzeugen sollen. Wir wissen ja aus 
Theorem 20, § 2 des 7. Kap., dass die co”! eingliedrigen Gruppen 
2e,U;f oo” verschiedene endliche Transformationen erzeugen. Die- 
selben fiihren den Punkt (x, y) allgemeiner Lage in alle Punkte einer 
Flache tiber oder nur in alle Punkte eimer Curve, je nachdem die 
infinitesimalen Transformationen 2e;U;f nicht simtlich dieselben oder 
doch saimtlich dieselben Bahneurven haben. 
Satz 6: Die Schar der oo” endlichen Transformationen der Ebene, 
welche von co’—* infinitesimalen Transformationen > Uf erzeugt wer- 
1 
den, wo Uif = & p + y:q sei, ist transitiv oder intransitiv, d. h. sie fiihrt 
emmen Punkt allgemeimer Lage in alle Punkte eines Fliichenstiickes oder 
nur in die Punkte einer Curve iiber, je nachdem von den zweireihigen 
Determinanten der Matrix 


| Fie GE 
| b Ne 
lena 7 | 


mcht alle oder aber alle identisch verschwinden. 
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§ 3. Primitivitit und Imprimitivitiit. 


Im § 1 und § 2 haben wir die Gruppen der Kbene in zwei grosse 
Klassen eingereiht, in die der transitiven und die der intransitiven 
Gruppen. 

Nunmehr werden wir die Klasse der transitiven Gruppen weiter- 
hin in zwei Abteilungen zerfiillen, in die der primitiven und die der 
imprimitiven Gruppen. 

Wir wissen, dass eine transitive Gruppe keine Invariante besitzt, rb 2 
d. h. dass es keine oo’ einzeln invarianten Curven bei einer derartigen ~' Curven. 
Gruppe giebt. Nun aber ist wohl denkbar, dass hier eine Schar von 
oot Curven existiert von der Beschaffenheit, dass jede Transformation 
der Gruppe alle Punkte irgend einer dieser oo! Curven in alle Punkte 
einer anderen dieser Curven iiberfiihrt, mit anderen Worten, dass die 
Gruppe co’ Curven unter einander transformiert, oder dass oot Curven 
eine bei der Gruppe invariante Schar bilden. 

Wir nennen eine Gruppe der Ebene primitiv, sobald es keine be 
ihr invariante Schar von oo! Curven giebt, andernfalls heisst sie dm- “rpren. 
primitiv. Hiernach sind alle intransitiven Gruppen zu den imprimi- 
tiven zu rechnen, denn jede intransitive Gruppe besitzt ja eine In- 
variante @, und w == Const. stellt eme invariante Curvenschar dar, 
allerdings eine Schar von der besonderen Art, dass jede Curve der- 
selben fiir sich invariant bleibt. Die transitiven Gruppen dagegen 
kénnen primitiv oder imprimitiv sein, wie die beiden folgenden Bei- 
spiele zeigen. 

1. Beispiel: Die transitive zweigliedrige Gruppe Beispicle, 


ie Oy yo 
ist imprimitiv, denn bei ihr bleibt (unter anderen Scharen) die Ge- 
radenschar 2 = Const. invariant. In der That wird ja jede Gerade 


x = c in eine Gerade x, —c + a iibergeftihrt. 
2. Beispiel: Die transitive sechsgliedrige Gruppe aller linearen 


Transformationen 


a =atbet+ey, y=dtertfy 


ist primitiv. Sie enthilt n&émlich auch die Translationen x = Const., 
y = Const., welche doch nur eine solche Schar von oo* Curven in sich 
iiberfiihren kénnen, die aus eimer Curve durch alle Verschiebungen 
hervorgehen. Ist diese eine Curve: 


g(a, y) = 0, 


so lautet die Schar 
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g(x + Const., y+ Const.) = 0. 


Dies sind aber nur dann bloss oot Curven, wenn x und y in g in 
additiver Verbindung auftreten, wenn also die Gleichung der urspriing- 
lichen Curve auch so geschrieben werden kann: 

ax + py +y =0, 
d. h. wenn die Schar aus lauter parallelen Geraden 

ax + By = Const. 
besteht. Eine solche Parallelenschar wird nicht bei allen linearen 
Transformationen in sich tibergefiihrt. Es giebt demnach keine bei 
der Gruppe invariante Schar von oot Curven; die Gruppe ist primitiv. 


Um zu entscheiden, ob allgemein eine transitive Gruppe U,f..U,f 
primitiv oder imprimitiv ist, bedenken wir, dass die eventuell vorhan- 
dene und alsdann gesuchte invariante Schar von Curven in der Form 


2(x, y) = Const. 
sich muss schreiben lassen. Die Function 8 muss fernerhin die Higen- 
schaft haben, dass vermége einer beliebigen Transformation 
Be == 90, Y, Gin wes), Yy = (C ape) 
die Gruppe 2(2,, y,) = Const. sein muss, sobald 2(”, y) = Const. ist, 


d. h. es muss 
APL, Yy ++ Ar), VG, Y, %+- a) 
eine Function von (a, y) allein sem: W(8(a, y)) und zwar fiir 
alle Werte der Verinderlichen x, y und der Parameter a, .. a,. 
Insbesondere muss dies gelten fiir die allgemeine Transformation 
der Gruppe: 
== + §,(m, ye, +--+ &-(@, ye +-:, 
=y t+ m@, ye +--+ m(e, yer +> 
Bilden wir 22(x,, y,) fiir diese Werte und entwickeln wir nach Potenzen 
von é,..¢,, so kommt die Forderung: 


02 ©, 02 
u(x, y) + (Bie, ++ + &-er) BGs (m¢ + ++ +b Her) mi imp 
= W(2(@, y)). 
Diese Bedingung muss fiir alle Werte von e,..e, erfiillt sein. Sie 
muss also auch im speciellen fiir alle Glieder erster Ordnung in @¢, . .e, 
bestehen. Daraus folgt die Bedingung: 
& a2 02 
(Ee, sea ber) Ox — (m4 Sie ote Nr Cr) oy =? D(2 (ax, y)), 


die sofort in die r einzelnen zerfillt: 
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02 02 

f55 + Noy = ®, (Q(z, y)), 
EQ OX 


br Bg t Gy = Pr(2@, y)). 


$4 muss demnach sicher die 7 nent partiellen Differentialgleichungen 
erfiillen : 


U,2 = ©,(Q), -- U,Q = ®,(Q). 

Die ®,..@, kénnen dabei irgend welche Functionen von 8 allein 
bedeuten. 

Man kann nun so yerfahren, dass man etwa § aus der ersten 
Forderung : 

U,2 = ®,(&) 

zu bestimmen sucht. Bemerkt man nimlich, dass statt 2 — Const. 
auch F() = Const. die gesuchte Schar darstellt, so sieht man leicht 
ein, dass $2 — Const. in solcher Form gedacht werden kann, dass 


entweder 
U, 8 = 0 oder U,2 == | 


ist. Hat man 2 so bestimmt, dass sie eine dieser beiden Bedingungen 
erfiillt, und sind alsdann nicht alle U,2&..U,82 Functionen von 2 
allein, so ist die Gruppe sicher primitiv. Wenn jedoch auch U,2..U,2 
als Functionen von 8 allein darstellbar sind, so ist nun noch nach- 
traglich zu untersuchen, ob £2 = Const. auch eine bei allen endlichen 
Transformationen der Gruppe invariante Schar darstelli. Dazu wire 
also zunichst die Kenntnis der endlichen Gleichungen der Gruppe er- 
forderlich. 

Dies Verfahren verlangt die Integration der Differentialgleichungen 
U,2 = 0 oder U,8& —=1. Um diese zu vermeiden, kann man einen 
anderen Weg einschlagen, den wir aber an dieser Stelle nicht er- 
schépfend angeben werden. 


Eine Schar von oo! Curven kann durch eine Differentialgleichung 

erster Ordnung 
Fi, y; y) =0 

definiert werden. Um also zu entscheiden, ob die vorgelegte Gruppe 
U,f..U,f imprimitiv ist, kénnen wir uns auch fragen, ob ihre Trans- 
formationen eine Differentialgleichnng erster Ordnung invariant lassen. 

Zunachst miisste jede infinitesimale Transformation der Gruppe 
diese Gleichung ungedndert lassen. Dies kommt, da die allgemeine 


infinitesimale ‘I'ransformation linear aus U,f.. U,f ableitbar ist, darauf 


hinaus, dass die Differentialgleichung insbesondere U,/.. U,/f gestatten 


- 
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miisste. (Man vel. hierzu die Ahnlichkeiten darbietenden Betrachtungen 
iiber Differentialinvarianten und invariante Differentialgleichungen in 
§ 3 des 4. Kap.). Bei 

Uf = sip + 74 
erfiihrt « das Increment £; dt, y das Increment 9; 0¢ und y’ das friiher 
schon berechnete Increment: 
dy da-ddy —dy-ddx 


2 


dae dx? 


__ (On (Oni 0 &i pts 
=("" se (Fe ze) y Oy ot. 
Mithin erhilt bei U;f die linke Seite F'(x, y, y’) der gesuchten 
Differentialgleichung bis auf den Factor dt das Increment: 

oF DE One (Ol ae ee gem oe 

cggeh Meg a (3 ay i a By ) OY 

Die Gleichung I(x, y, y') = 0 bleibt invariant bei U;f, wenn dies In- 
crement verschwindet, sobald zwischen a, y, y’ die Relation F’= 0 be- 
steht. Wir fordern demnach; dass 


oy = 0 


ar or Or 
? en oe + {cee giee oe 
(==, one) 


sei vermége F(a, y, y’) =O. Hierin ist natiirlich 


pO 1 (Oni 0 &i 19 O&i 
zu setzen. 

Nehmen wir nun an, die vorgelegte Gruppe sei mehr als zwei- 
gliedrig, sei also + >2, so wihlen wir aus den 7 Gleichungen (2) 
irgend drei aus. Sie sind linear und homogen in OE tea an und 

0“? Oy’ dy? 
wir diirfen voraussetzen, dass diese drei Differentialquotienten vermége 
J’ == 0 nicht saimtlich verschwinden, indem wir uns etwa /' =O in 
aufgeléster Form y'— f(w, y) =O geschrieben denken, in der oy =1 
ist. Da die drei Gleichungen bestehen sollen, wenn EF’ = 0 ist, so 
muss auch ihre Determinante 


| S Ni Ni 
21 Ei, Hk Ne 
| E, Ni ni 


verschwinden, sobald /’ = 0 ist. Dies gilt von allen so zu bildenden 
dreireihigen Determinanten. Sie miissen simtlich vermége /’ = 0 ver- 
schwinden. 
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al 


Sind sie nicht siimtlich an sich identisch Null, so enthalten die 
nicht identisch verschwindenden notgedrungen siimtlich einen Factor, 
der gleich Null gesetzt sich mit der Gleichung / = 0 deckt. Man 
kann also durch ausfiihrbare Operationen ‘alle Gleichungen 1’ = 0 be- 
stimmen, die iiberhaupt in Betracht kommen. Allerdings bleibt als- 
dann noch die Frage offen, ob nun auch jede Transformation der 
r-gliedrigen Gruppe diese Gleichungen /’'= 0 invariant lisst, denn 
bisher haben wir nur eingesehen, dass unter den so erhaltenen Glei- 
chungen J’ = 0 die gewiinschten sicher enthalten sind. Man kann in 
der That zeigen, dass wirklich jede der gefundenen Gleichungen /'=0 
bei der ganzen Gruppe invariant bleibt. Wir gehen jedoch hierauf an 
dieser Stelle nicht weiter ein. Es ist aber noch zu bemerken, dass 
unter allen Scharen von oo! Curven eine existiert, die nicht durch 
eine Differentialgleichung Q(z, y, y’) = 0 darstellbar ist, nimlich die 
Schar «= Const. Es ist also immer noch zu untersuchen, ob nicht 
auch die Schar « = Const. invariant bleibt. Dies ist offenbar dann 
und nur dann der Fall, wenn @ bei allen infinitesimalen Transforma- 
tionen der Gruppe nur von 2 abhingige Incremente erhalt, wenn also 
£,..§, siimtlich von y frei sind. 

Auch wollen wir hier nicht darauf eingehen, wie in dem Falle zu 
verfahren ist, in dem alle 4,,,; identisch verschwinden. 

Das bisher Gesagte geniigt ftir die von uns verfolgten Zwecke 
volhig. 


‘ 


1. Beispiel: Die infinitesimalen Transformationen 
Dp, ep+yq, xp + 2ayq 
erzeugen, wie man leicht nach § 3 des vorigen Kapitels berechnet, die 
dreigliedrige Gruppe: 


Piicraiie jy teak 500s a: 
{1 —=@- ae’ Cea —(a@ + ajc)? 
Hier kann nur eine Determinante 4;,, gebildet werden, da die Gruppe 
dreigliedrig ist, nimlich diese: 
ie Ao ®. '2G) 


te = 


x“ .2ay 2y 
Der Factor y kann offenbar nicht verschwinden vermége einer 
Differentialgleichung 2(2, y, y’)= 0, die ja y/ enthalten soll. Wohl 
aber bleibt die Schar « = Const. invariant: die Gruppe ist also im- 
prinitiv. 
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2. Beispiel: Die fiinfgliedrige specielle lineare Gruppe 
Pp; qq, Xd, Lp — Yq, yp 
ist primitiv, denn hier ist « — Const. keine invariante Schar und von 
den 4;,;, also von den dreireihigen Determinanten der Matrix 


i eaS) 0 
Og yal 0 
0 ay it 
x —y —2y 
Uo POs ace 


verschwindet gleich die erste niemals. 

3. Beispiel: Bei der dreigliedrigen projectiven Gruppe 

ax = ay 
ba + cy+1? 1 ~ ba+tcy+i1 
mit den infinitesimalen Transformationen 

ap+yd, “p+ axyq, cyp + yd 

bleibt die Schar ~ = Const. nicht invariant. Auch ist die einzige hier 
auftretende Determinante 4;;, 


i 


gL ¥ 0 | 

PY NY Tey fen 0, 

ay xy (y—ay)y’ | 

Von den drei Differentialgleichungen (2) ist hier also eine tiberzihlig, 
sodass die zwei bleiben: 


x 


woe 


Ox 


, OF 
+ £ vy + y — HY) 5p 9 
von denen sich die zweite wegen der ersten auf 


rn OF 
Clas Bim 8! 


reduciert. Sie sollen vermége F(a, y, y) =O erfiillt sein. Ist zu- 
xy = vermége I’ = 0, soekann 
F=y— ay 


gesetzt werden. In der That erfiillt diese # auch die erste Gleichung. 
Ist y— ay +0 vermége #’'=0, so denken wir uns F = 0 in auf- 
geléster Form geschrieben: 


Lesy i @, y)i=0. 


Die zweite Gleichung ist hiermit unvereinbar. Also giebt 
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y — ry = 0 


die einzige in Betracht kommende Curvenschar, niimlich die der Ge- 
raden 
¥ 
— = Const., 
x 
die offenbar invariant ist, denn die vorgelegte Gruppe liisst den An- 
fangspunkt in Ruhe und fithrt Geraden in Geraden tiber. Die Gruppe 
ist somit imprimitiv. 
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Der Hauptsatz der Gruppentheorie fiir die projectiven Gruppen 
der Ebene. 


Wir kommen jetzt zum wichtigsten Satze der Theorie der end- 
lichen continuierlichen Transformationsgruppen, den wir allerdings in 
diesem Kapitel nur fiir die projectiven Gruppen der Ebene’ beweisen 
werden. Dieser Satz, der kurz der Hawptsatz heissen mége, kann all- 
gemein so ausgesprochen werden: 


r von emander unabhingige infinitesimale Transformationen U,f..U,f 
erzeugen eme x-gledrige continmerliche Gruppe mit paarweis imversen 
Transformationen, welche alle eimgliedrigen Gruppen 2 ¢; U;f wmfasst, 
dann und nur dann, wenn jeder Klammerausdruck (U; U,.) linear aus 


U,f...U,f ableitbar ist. 


Diesen Hauptsatz werden wir also im jetzigen Kapitel nur fiir den 
Fall beweisen, dass U,f...U,f infinitesimale projective Transforma- 
tionen der Ebene sind. Spater wird er fiir beliebige Gruppen der 
Ebene, an einer noch spateren Stelle fiir beliebige Gruppen in » Ver- 
finderlichen bewiesen werden und zwar zuletzt durch eine rein ana- 
lytische Betrachtung. Wenn wir jetzt im Beweise mehrere synthe- 
tische Uberlegungen benutzen, so ist dabei zu bemerken, dass sie 
einerseits entbehrlich sind, andererseits aber an sich grosses Interesse 
haben, indem sie ausser dem Hauptsatze zugleich andere wichtige Er- 
gebnisse liefern. Der hier zu gebende Beweis ist also nicht frei von 
absichtlichen Weitschweifigkeiten. . 


Namentlich erhalten wir hierbei wichtige Ergebnisse in Betreff 


der Differentialinvarianten, die wir in § 4 verwerten. 
14% 
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§ 1. Vorbereitende Bemerkungen. 


Zu unserem Beweise bediirfen wir einiger Hiilfsbetrachtungen, die 
vorausgeschickt werden sollen: . 

Es seien U,/...U,f irgend welche 7 von einander unabhingige 
infinitesimale projective Transformationen der Ebene. Die oo”—! ein- 
gliedrigen Gruppen 2¢U;f erzeugen, wie Theorem 20, § 2 des 
7. Kapitels lehrt, oo” endliche Transformationen 7,, 7,..., die nach 
Theorem 3 des § 4, Kap. 2, ebenfalls projectiv sind. Ihre Schar ist 
continuierlich, enthalt paarweis inverse Transformationen und auch 
die identische. 

Es mége nun ¢ eine Curve sein, die tiberhaupt keine infinitesi- 
male projective Transformation gestattet. Werden dann auf ¢ alle 
co” Transformationen 7',, 7... ausgefiihrt, so geht die Curve in 
héchstens oo” verschiedene Lagen tiber. Sie wird aber auch, wie wir 
beweisen wollen, in nicht weniger als co” verschiedene Curven iiber- 
gefiihrt. 

Gesetzt nimlich, sie erhalt nur co”—* oder noch weniger Lagen, 
so giebt es oot oder noch mehr Transformationen Z,, welche die 
Curve ¢ in ein und dieselbe Curve ¢, iiberfiihren: 


(¢) Ta = (4). 
Ist 7 eine bestimmte dieser Transformationen, so ist auch (c) 7’=(c,), 
also : 
(0). 
Daher kommt: 
(c) TZ, P~* = (¢). 


Ks giebt somit mindestens oo' Transformationen 7, T—1, T7,T—!..., 
von denen die Curve ¢ in sich tibergefiihrt wird. Sie bilden offenbar 
eine continuierliche Schar, in der unter anderen die identische Trans- 
formation 7 7~*=1 und demnach auch infinitesimale Transforma- 
tionen 7, 7—' enthalten sind, die natiirlich auch projectiv sind. Dies 
Hrgebnis, dass also ¢ wenigstens eine infinitesimale projective Trans- 
formation zulasst, widerspricht aber der Voraussetzung. 

Wir bemerken noch, dass auch keine der Curven ¢, der Schar 
eine infinitesimale projective Transformation Uf zulasst, da sonst wegen 


()=(@T 


die Curve ¢ die infinitesimale projective Transformation zuliesse, die 
der Aufeinanderfolge von 7, Uf und 7-1! dquivalent ist. 
Satz 1: Wiihrt man auf eine Curve, die keine infinitesimale pro- 
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jective Transformation gestattet, alle 20” endlichen Transformationen aus, 
die von r von einander unabhiingigen infinitesimalen projectiven Trans- 
formationen U,f---U,f und den aus thnen linear ableitbaren Se; Uif © 
zeugt werden, so geht die Curve in gerade co” verschiedene Curven ‘op 
deren keine eine infinitesimale projective Transformation gestattet. 

Von diesem Satze machen wir weiter unten Gebrauch. 


Kine zweite Vorbemerkung ist diese: 


Liegt eine gewoéhnliche Differentialgleichung 7" Ordnung in 2,’ 


y vor: 
y” p_—— co (a, Y, y > A?) = 0, 

so werden wir sagen, dass sie die Punkttransformation 

Uf=ép-+ nq 
gestattet oder, was begrifflich dasselbe ist, dass ihre oo” Integral- 
eurven von Uf unter einander vertauscht werden, sobald Uf den 
Gréssen x, y, y--y” solche Incremente dx, dy, dy’--- dy” erteilt, 
dass die transformierte Gleichung 

yO + dy” — a — do =0 

oder also die Gleichung 

dy” — da = 0 
nur eine Folge von y™ — o = 0 ist*). Uf nimlich erteilt die In- 
eremente (vgl. § 3 des 4. Kap.): 

dx =E0t, dy=nod,—" 


on P{é n 0g 12 6 st) 
ay = (Et F —5e) — 9735) = Wt 
aa dy daddy — dy (Sh Ode dy reais dé u” 
ee da cebe, y ao i 
Hierin ist 4 der bei dy berechnete Ausdruck und die Differentiation 
nach « die totale, bei der also = =, aE =y' zu setzen ist. So 


kommt weiter: 


sy”— (2 — y” #8) a4 = yr at 


ax 


u. s. w. Irgend eine Function f von a, y, y--y” erfihrt also bei Uf 


bis auf den Factor d¢ einen gewissen Zuwachs: 
gee ef ar fat 
Offs, 1 15, + 15 ae of fh 


Wir sagen deshalb, die Mincesuidle Transformation Uf habe, aus- 


*) Vgl. hierzu ,,Diffgln. m. inf. Trf.“, Kap. 16. 
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gefiihrt auf eine Function, die auch die Differentialquotienten enthalt, 
das Symbol U’f, und bezeichnen U’f alsdann als die r-mal erweiterte 
infinitesimale Transformation Uf. 

Die gewohnliche Diteroutelwieiang 


y”) Ate a(x, Y, y . y7—) — O 
gestattet also Uf, wenn das Increment 

Ory — w(x, y, yo -y—)) oF 
vermoge y”) — o = 0 verschwindet. Das Increment 4”, das Uf dem 
Differentialquotienten y” erteilt, ist linear in y”, sobald r >-1 ist. 
Mithin ist vorstehender Ausdruck sicher linear in y” und muss, da er 


vermoge y” — @ = 0 verschwinden soll, ein Vielfaches von y” — @ 
oder aber identisch Null sein. Es ergiebt sich deshalb die Bedingung: 


Satz 2: Die gewohnliche Differentialgleichung von eweiter oder hoherer 
Ordnung 
YO = OY oy yO 
gestattet die mfinitesmale Punkttransformation Uf dann und nur dann, 
wenn 


(1) U (y — o) = e(y” — @) 


ist. Hier bedeutet U"f die r-mal erweiterte Transformation Uf und @ 
irgend eine Function von x, y, y+ y?. 


Diffgl, die Nunmehr midge die vorgelegte Differentialgleichung noch eine 


Zwei inf. 


Transform. gweite infinitesimale Transformation Vf gestatten, sodass analog 


gestattet. 


(2) V"(YOu— @) == OY) ——o) 


wird. Der Klammerausdruck (UV) ist ebenfalls eine infinitesimale 
Transformation. Wir werden sehen, dass die Differentialgleichung auch 
diese zuliisst. 
Hs ist 
(UV) = U(Vf) — VCP), 

und (UV) erteilt ebenso wie Uf und Vf den Differentialquotienten 
y, y---y gewisse Incremente. Indem wir diese zum Symbol (UV) 
hinzuttigen, erhalten wir (UV)’, d.i. die r-mal erweiterte infinitesi- 
male Transformation (UV). Es ist dann ziemlich einleuchtend, dass 
dieselbe sich deckt mit dem Klammerausdruck von U’f und V"f: 


(3) COV OPV OT) aU aan 


In der That kann man dies durch Ausrechnung oder auf anderen 
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Wegen streng beweisen. Wir wollen uns jedoch damit nicht auf- 
halten *). 
Hiernach ist nun (UV)’, ausgefiihrt auf y” — o: 


(UV) =U (V(y — w)) — Ve(U" (y — w)), 


y—a 
also nach (1) und (2) identisch gleich: 


U(a(y — @)) — V(e(y — 0)) 
oder: ‘ 


U"6- (y — a) + 6 U"(y’ — w) — Va: (y” — @) — oe V"(y — o). 
Dies aber ist nach (1) und (2) identisch gleich 
(U"6 — VQ) (y — o). 
Bezeichnen wir die in der ersten Klammer stehende Function, die frei 
von y) ist, da @ und o davon frei sind, mit rt, so kommt also: 
CO aide == aly Gare). 
Nach Satz 2 gestattet unsere gewodhnliche Differentialgleichung also 
auch (UV). 
Satz 3: Gestattet die gewohnliche Differentialgleichung 
y — oa, y, ¥--y"—9) =0 
die beiden imfinitesimalen Punkttransformationen Uf, Vf, so gestattet sie 
auch die infinitesimale Transformation (UV). 
An Satz 2 schliesst sich noch ein Satz an, der von vornherein 
ziemlich einleuchtend erscheint: 


Satz 4: Gestattet die gewihnliche Differentialgleichung wee 
Qa, y--y¥) = 0 ween 


die infinitesimale Punkttransformation Uf, so gestattet sie auch jede end- 
liche Transformation der von ihr erzeugten eimgliedrigen Gruppe. 
Sie gestattet nimlich ie selbst, wenn die a rake 


a of , 
Ufpettt+us Sahil rs faery 766) = 0 


vermoge & = 0 erfiillt a sent man in ihr f durch 8 ersetzt. 
Man kann aber U’f als eine infinitesimale Transformation der 7 + 2 
Verinderlichen x, y, y’--y auffassen und alsdann von einem Satze 
Gebrauch wiseher der in der Theorie der eingliedrigen Gruppen be- 
wiesen wird**), von dem Satze, dass, sobald eine infinitesimale Trans- 
formation in beliebig vielen Veranderlichen eine Gleichung invariant 
lasst, alsdann auch jede der von ihr erzeugten endlichen Transforma- 


*) Siehe Satz 4, § 1 des 17. Kap. der ,,Diffgln. mit inf. Trf.“ 
**) Hbenda, Theorem 28, § 3 des 14. Kap. 
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tionen diese Gleichung in sich tiberftihrt. Hiernach bleibt dann $2—0 
auch invariant bei allen Transformationen der von U’f erzeugten ein- 
gliedrigen Gruppe in den r + 2 Verinderlichen #, y, y--y. Diese 
eingliedrige Gruppe besteht aber aus allen Transformationen, die aus 
den endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf in a, y 
allen hervorgehen, wenn man sie erweitert, d. h. die Gleichungen hin- 
mgefiigt, die ausdriicken, wie sich y,’, y,"-+ yy dabei als Functionen 
von x,y, yf: y” darstellen*). Mithin gestattet die Differentialgleichung 
2 = 0 auch die eingliedrige Gruppe Uf. 


Schliesslich wollen wir noch die vollstdindigen Systeme, die wir im 
dritten Paragraphen gebrauchen werden, und die schon friiher beriihrt 
wurden (im 4. Kapitel), dem Leser in aller Kiirze ins Gedichtnis 
zurtickrufen : 

6 lineare partielle Differentialeleichungen in 2, %,+- %n: 


Dy 


of 0 of 
Ayf = on ae + One & es ie On ae = 0 
1 AO} ahs 


Co 
(p= ee mera), 


in denen die oj; gewisse Functionen von #, -- x, sind, heissen von ein- 
ander unabhingig, wenn keine Beziehung von der Form: 


(a, -° Gn) Any et set o(a, +: In) Aof = 0 


‘zwischen ihnen besteht, in der nicht alle ~ identisch Null sind. Sonst 


nimlich wiirden « — 1 der Gleichungen die o** nach sich ziehen. Sind 
sie unabhangig und haben sie eine gemeinsame Lésung f= @(a,--w,), 
so ist mit A,g =O auch jedes 

(Ay Aj)y = Ar(Aip) — Ai (Arq) = 0. 


Jede gemeinsame Lésung erfiillt also auch die linearen partiellen 
Differentialgleichungen 


(AAy=0 G1, ose) 


Entweder sind alle diese von den obigen 6 Gleichungen abhiingig, 
sodass sie nichts Neues aussagen, oder aber gewisse von ihnen sind 
von einander und von den 6 gegebenen unabhangig. Im letzteren 
Valle werden wir diese zu den Gleichungen A;f = 0 hinzuftigen. 

Das so erhaltene System von mehr als 6 unabhingigen Differen- 
tialgleichungen behandeln wir wieder so, indem wir alle Klammer- 
ausdriicke gleich Null setzen und nur die dadurch entstehenden neuen 
Differentialeleichungen hinzunehmen, die auch unabhangig sind, So 


*) Vegi. ,,Diffgln. m. inf. Trf., Satz 5, § 2 des 16, Kap. 
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fahren wir fort. Dieser Process muss ein Ende haben, da es nicht 
mehr als » von einander unabhingige lineare partielle Differential- 
gleichungen in  Veriinderlichen giebt. 
Endlich gewinnen wir also etwa 7(< 7) von einander wnabhiingige 
Gleichungen | 
Af=0 (=—1, 2--r) 
von der Art, dass jede Gleichung 
(A;A4;,) = 0 


von jenen abhiingt, also jeder Klammerausdruck die Form hat: 


Alsdann sagt man, dass die A;f=0 ein r-gliedriges vollstandiges 
System bilden, und beweist, dass ein r-gliedriges vollstiindiges System 
in » Veranderlichen gerade »—~7 von einander unabhingige Lésungen 
91° *Pa—r hat, jede andere Lésung also eine Function von g, -- p,_,. 
allein und andererseits jede Function von q, -+ g,—, allein eine Lésung 
ist. Nur diesen Satz werden wir in der Folge aus der Theorie der 
vollstindigen Systeme benutzen. 


§ 2. Der eine Teil des Hauptsatzes: Die Klammerausdriicke der 
infinitesimalen Transformationen einer projectiven Gruppe. 


Wir sind nun geniigend ausgeriistet, unseren Hauptsatz zu be- 
weisen, und zerlegen den Beweis in zwei Teile, die in diesem und 
dem nachsten Paragraphen nacheinander erledigt werden. 

Es seien U,f---U,f r von einander unabhiangige infinitesimale 
Transformationen einer r-gliedrigen projectiven Gruppe in a, y. Wir 
werden zeigen, dass sich ihre Klammerausdriicke linear aus ihnen ab- 
leiten lassen. 

Zu diesem Zwecke sei c irgend eine Curve, welche keine infini- 
tesimale projective Transformation der Ebene zulisst. Fiihren wir auf 
diese Curve alle oo” projectiven Transformationen 7, 7), --+ unserer 
Gruppe aus, alle Transformationen also, welche den eingliedrigen 
Gruppen 2¢;U;f angehéren, so nimmt sie nach Satz 1 des vorigen 
Paragraphen gerade oo” verschiedene Lagen ¢, ¢ +: an. Wenn wir 
dann die Transformationen 7, 7,-- der Gruppe auf irgend eine dieser 
Curven ¢z, % ++, etwa auf c,, austiben, so geht sie wieder in eine 
Curve dieser Schar von oo” Curven iiber, denn es ist: 


Cy — yl, TT, = (6) T, = e, 


Klammer- 
ausdriicke 
der inf. 
Transform. 
einer 
Gruppe. 


Beispiel. 


218 . Kapitel 9, § 2. 


wenn T, die Transformation der Gruppe bezeichnet, die 7,7, aquiva- 
lent ist. 

Die Schar der erhaltenen oo” Curven wird also durch 7, J,-+ in 
sich transformiert. Sie verhiilt. sich invariant gegentiber allen Trans- 
formationen der Gruppe. Es gestattet also auch die Differential- 
gleichung 7*** Ordnung 


yY — oa, y, yy) =0, 


deren Integralcurven sie sind, alle Transformationen der Gruppe und 
insbesondere die 7 infinitesimalen U,f---U,f. Nach Satz 3 des § 1 
gestattet sie also auch alle Klammerausdriicke (U;U;). Dieselben sind 
gewisse infinitesimale projective Transformationen. Nach Satz 4 des 
§ 1 gestattet sie auch alle von ihnen erzeugten endlichen Transfor- 
mationen. 

Mithin wird die Schar der oo” Curven von allen von U,f--- U,f 
und den (U;U,) erzeugten endlichen projectiven Transformationen in 
sich iibergefiihrt. Nach Satz 1 des § 1 kénnen unter diesen endlichen 
Transformationen nur oo” verschiedene enthalten sein. Dies ware nicht 
der Fall, wenn irgend eine (U;U;) nicht linear aus U,f--U,f ableit- 
bar ware, nach Theorem 20, § 2 des 7. Kap., denn U,f---U,f sind 
ja schon r von einander unabhiangige infinitesimale Transformationen. 
Also ist jede (U;U;) linear aus U,f- + U,f ableitbar. 

Satz 5: Sind U,f.--U,f r von einander unabhdngige infinitesi- 
male Transformationen einer r-gledrigen projectiven Gruppe der Ebene, 
so ist yeder Klammerausdruck (U;U;) aus ihnen von der Form: 


(U; Ux) = > cite Uf Gk=1,2.-n), 


- 


in der die Cizs gewisse Constanten sind. 


In der ersten Abteilung haben wir, wo es nur anging, diesen 
Satz direct an den damals betrachteten projectiven Gruppen bestiitigt, 
sodass es hier keiner neuen Beispiele bedarf. Wohl aber wollen wir 
den Beweisgang durch ein Beispiel erliutern: 

Beispiel: Die Curve 

y—sinz=0 


gestattet keine infinitesimale projective Transformation. Denn ge- 
stattet sie 

Uf= p+ 14, 
so muss : 

47 —€§&cosa7—0 


Der eine Teil des Hauptsatzes: Die Klammerausdriicke d, inf, Trf. einer proj. Gr. 219 


sein vermége y= sina. Bei einer infinitesimalen projectiven 'Trans- 
formation aber ist allgemein: 


E=atcatdytha? +key, 
n==b-+ ex + gy + hay + ky’, ' 
und es miisste also 
b+ex+gsina + ha sin x +k sin?a — 
—(atex+dsina+ ha? + ka sin x) cos « = 0 
sein fiir jedes w Dies zdge jedoch a=b=--=h =O nach sich. 
— Wir diirfen also die Curve 
y—sinz =0 
als die oben mit ¢ bezeichnete Curve benutzen. 
Die vorgelegte projective Gruppe sei nun diese: 
%=ar+b, y,—cy+d. 


‘ . . . . fe 
Fiihren wir alle ihre oo* Transformationen auf die Curve ¢ aus, so 
geht sie tiber in die Schar von co* Curven: 


ay + B —sin (ya + 8) =0, 
in der a, B, y, 0 willktirliche Constanten sind. Diese Curven sind die 
Integraleurven einer gewissen Differentialgleichung 4. O., die wir er- 
halten durch Elimination von a, 6, y, 0 aus der vorliegenden und den 
differenzierten Gleichungen : 

ay’ — y cos (yx + 0) =0, 

wy’ + sin (yx + 0) =0, 

ay + y°cos (yx + 0) = 0, 

ay'¥— y*sin (yx + 0) = 0. 
Es ergiebt sich die Differentialgleichung: 

Labia Ue 
oder: 
y yr — yf yf = 0. 

Sie gestattet natiirlich die vier infinitesimalen Transformationen 


Ui feat feap, Uf==d, Uf ye 


der vorgelegten Gruppe. Man kann dies leicht bestitigen, da die vier- 
malige Erweiterung zunichst giebt: 
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Uni of af = of of 
OS at Pay ay" 2y" Aa by By” sees) 6 ylv? 
Uf ==9, 


i 0 ips oe i 5 ha ok y" ome A, Pog 
Setzt man hierin fiir f Fe linke Seite y’y!¥Y— yy der Differential- 
gleichung ein, so erhilt man Ausdriicke, die entweder identisch oder 
vermége der Gleichung Null sind. 
Da die Differentialgleichung also U,f..U,f gestattet, so lasst sie 
auch die (U;U,) zu. Diese sind demnach linear aus U,/f.. U,f ableit- 
bar. Es ist namlich: 


(U,U;)=p, (U;U) =4, 


wihrend die tibrigen Klammerausdriicke verschwinden. 


Um das Wesentliche unseres Beweises hervorzuheben, wollen wir 
noch als Beispiel eine Transformationenschar betrachten, die keine 
. ! 
Gruppe ist. 


eg ee Beispiel: Wir betrachten die Schar von oo? projectiven Trans- 
vor east formationen . 

Gruppe a 

pilden. X%=xe+a, y=ytobe bere 


die keine Gruppe darstellen. Sie werden von den infinitesimalen 
Transformationen p, wq erzeugt, und sie fiihren die Curve 

y — sin = 0 
itiber in die Curvenschar: 


y + be + <P — sin +e) =0, 


deren Differentialgleichung 2. O. durch Elimination von «, 6 aus dieser 
und den beiden differenzierten Gleichungen 


y + B— cos (@ + a) =0, 
y’-+ sin (w + «) = 0 
hervorgeht in der Form: 
ay +9") + (@ — are sin y”) (VI y?— y') =0. 
Die Curvenschar oder also diese Differentialgleichung gestattet aber 
die infinitesimale Transformation p nicht, denn bei p erhalten y, y’, 


keine Incremente, sondern nur « wiichst um o¢, die linke Seite der 
Gleichung also um 


Yi=y yor, 


und dieser Ausdruck verschwindet nicht vermége der Differential- 
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4 


gleichung. Ebensowenig gestattet letztere, wie man ausrechnen mige, 
xq. Die Curve 

y— sing =0 
wird also zwar durch die co? von den e,p + e,xq erzeugten endlichen 


Transformationen in co” Curven tibergefiihrt, aber nicht jede Curve 
dieser Schar wieder in eine Curve derselben. 


) 


§ 3. Der andere Teil des Hauptsatzes: Umkehrung des 
Ergebnisses. 


Es wird sich nun darum handeln, nachzuweisen, dass r von ein- 
ander unabhiingige infinitesimale projective Transformationen U,/... U,/, 
welche paarweis in Beziehungen von der Form 

; p 
(4) cub) = > ety 
(i, k= nt Pie oF, Ore Const.) 


stehen, eime r-gliedrige Gruppe erzeugen. 


Zunaichst wissen wir, dass die oo’! infinitesimalen Transforma- 
tionen >i e; U;f insgesamt oo’? eingliedrige projective Gruppen mit 
oo” verschiedenen endlichen Transformationen 7,, Z,... erzeugen, die 
paarweis invers sind. (Nach Theorem 20, § 2 des 7. Kap.) Wir 
miissen zeigen, dass alle diese 7, 7, .. zusammen eine Gruppe bilden. 

Zum Beweise erweitern wir die infinitesimalen Transformationen (—1)-malige 


Erweiterung 


U;f in bekannter Weise durch Hinzunahme der Transformationen, cer int. 


welche die Differentialquotienten y’, y”..y”—" erfahren: oonenen 
—_1¢— , Of ee iOr 
OF P= Gp ed nt ge MY aes 
Die yr linearen partiellen Differentialgleichungen 
(5) Cae Oa th 2 wr) 
in den » + 1 Veranderlichen x, y, y’...y’—" haben nun die Higen- 


schaft, dass jede der Gleichungen _ 

(Up Ue) ote 0, 
welche ja auch von den Lésungen von (5) erfiillt werden, wie in § | 
erwihnt wurde, eine Folge von jenen ist. Denn es ist ja nach Formel 


(3) des § 1 und nach (4): 
(Wr3U) = (Hy = (Slant), Vv 


1 


und dieser Ausdruck ist offenbar identisch mut; 
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r 


> Crane ahi 


1 


der aber vermége (5) verschwindet. 

Aus den Gleichungen (5) lassen sich also durch Klammeroperation 
keine wesentlich neuen Differentialgleichungen bilden. Sie stellen mit- 
hin nach den Schlussbemerkungen des § 1 ein héchstens r-gliedriges 
volistindiges System in 7 + 1 Veranderlichen 2, y, y’..y®—” day. 
Wire es weniger als r-gliedrig, d. h. wire eine der Gleichungen (5) 
eine Folge der tibrigen, so wiirde es mindestens 7 + 1 —(r— 1), 
also zwei von einander unabhingige Lésungen uw(az, y.. y®—?) und 
v(a, y..y%—) besitzen, sodass jede Gleichung von der Form 

v— Q(u) =0 


eine Differentialgleichung von héchstens (*# — 1)” Ordnung darstellte, 
die alle endlichen Transformationen 7',, 7;,.. der eingliedrigen Gruppen 
De; U;f gestattete, da ja dann mit U7—'u =0, Uf—'v=0 auch 


Ur—\(v — Q(w)) = Ur-1y — Qu) Uru = 0 


wire. Diese Differentialgleichung wiirde also héchstens coo”—1 Curven 
definieren, deren Schar alle 7Z,, T,.. zuliesse. Hs liesse sich aber 
durch passende Wahl der willkiirlichen Function 8 von w immer er- 
reichen, dass der Schar der Integralcurven eine beliebige solche Curve 


y— v(@) =0 


angehorte, welche keine infinitesimale projective Transformation ge- 
stattet. Denn man brauchte nur in uw und v die Substitutionen 


y=V("), Y= (2))) ye yl (a) 


zu machen, wodurch sie etwa in «“(#) und 0(«) tibergingen und dann 
2 so als Function vou vu = % zu wiahlen, dass 
v(a“) — 2(%(x)) =0 

wire, was stets modglich ist, da auch die Falle w = Const. und 
v = Const. unter der Form v — 2(u) =O enthalten sind. Alsdann 
wiirden wir eine Schar von oo’~—? oder noch weniger Curven vor uns 
haben, der diese eine Curve y — u(w) = 0 angehorte, und welche die 
oo” endlichen T'ransformationen der eingliedrigen Gruppen Ye; U;f zu- 
liesse. Aber die Curve y — y(a#) =O wird von diesen nach Satz 1 
des § 1 in oo” verschiedene Curven iibergefiihrt, sodass sich ein Wider- 
spruch ergiebt. 

Die Gleichungen (5) mitissen folglich ein gerade r-gliedriges voll- 
stiindiges System in den + + 1 Verinderlichen bilden, mit anderen 
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aae 


Worten: sie sind von einander unabhiingig. Sie besitzen demnach 


auch gerade nur eine gemeinsame Lisung, die wir mit J,1(a, y..y’1) 
bezeichnen wollen. Dies Ergebnis ist an sich wichtig und wir werden 
darauf in § 4 zuriickkommen. Fiir unseren augenblicklichen Zweck 
dagegen ist es nicht unbedingt nétig. Es giebt aber den folgenden 


Uberlegungen mehr Klarheit. 


Wir berechnen jetzt auch die 7-maligen Erweiterungen your ais 
= welterung 


,f...U,f and setzen sie gleich Null. Die so erhaltenen Gleichungen «er int. 


'Trans- 


(6) Ur f == Q (@ = 1 oes r) formation. 


sind sicher von einander unabhiingig, da schon die Gleichungen (5) 
von einander unabhingig sind. Auch ist nach Formel (2) des § 1 
und nach (4) jeder Klammerausdruck: 

r 

(U7 U7) = > CU ei 

1 
Die Gleichungen (6) bilden mithin ein r-gliedriges vollstiindiges System 
in r+ 2 Verinderlichen z, y..y™. Es besitzt zwei von einander 
unabhingige Lésungen. Hine Lésung ist die obige J,_1, die frei von 
y” ist, denn die Uf reducieren sich auf die U—1f, wenn f frei von 
y’—Y angenommen wird. Hine zweite von J,_, unabhingige Lésung 
von (6) sei J,(v, y..y™). Sie ist sicher nicht frei von y™, da sie 
sonst auch (5) erfiillte. 


Jede Gleichung 
J, — 2(J,1) = 0 


stellt nunmehr eine bei unseren oo” endlichen Transformationen 77, 
T,.. invariante Differentialgleichung von sicher 7” Ordnung dar, und 
wie vorhin kénnen wir durch passende Wahl der Function 2 von 
J,—, erreichen, dass zu ihren oo” Integralcurven eine beliebig gewiihlte 
Curve ¢ oder y — 7(a) = 0 gehort, die keine infinitesimale projective 
Transformation gestattet. Weil diese Curve ¢ nach Satz 1 des § 1 
durch die oo” endlichen Transformationen 7',, 7,.., die von U,/f...U,f 
erzeugt werden, in gerade oo” verschiedene Curven tibergeftihrt wird, 
und weil die Schar der co” Integralcurven der Differentialgleichung 
die 7,,, T,.. gestattet, so besteht diese Schar gerade aus den oo” 
Curven, in welche jene bestimmte Curve ¢ durch die 7, T,.. ver- 
wandelt wird. Keine dieser Curven gestattet nach Satz 1 des § 1 eine 
infinitesimale projective Transformation. 


. “ Nachweis 
Nehmen wir nun — entgegen dem zu Beweisenden — an, dass “ic; 


Gruppen 


die 7,, 7,.. keine Gruppe bilden. Alsdann ist nicht jede Aufeinander- gicenschatt, 
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folge 7,7, emer Transformation der Schar Aquivalent. Bilden wir 
alle Aufeinanderfolgen 7,7, so erhalten wir eine continuierliche Schar 
von Transformationen 7”. Diese Schar enthilt paarweis inverse Trans- 
formationen, da zu 7,7, ja T,-'7,-! invers ist und die 7-1! der 
Schar der urspriinglichen 7 angehéren. Weil diese Schar der 7’ auch 
die identische Transformation enthilt, so enthalt die Schar 7” auch 
alle Z, denn wir brauchen nur in 7,7, die 7,1 anzunehmen, um 
T, zu erhalten. 

Wenn nun die Z” auch keine Gruppe bilden, so stellen wir die 
Schar aller Transformationen 7” her, die den Aufeinanderfolgen je 
zweier J” iiquivalent sind. Auch diese 7” bilden eine continuierliche 
Schar. Sie enthalten die 7 und die 7” und sind paarweis invers. 

So fahren wir fort, wenn auch die Z” noch keine Gruppe bilden. 
Jedenfalls ist die Schar der Z” grésser als die der T, die der 7” 
grésser als die der 7” u.s. w. Die Z” sind also mindestens oo”T?, 
die 7” mindestens oo’+? Transformationen u. s. w. Andererseits aber 
sind die 7’, 7”... saimtlich projectiv, und es existieren bekanntlich 
nur oo* verschiedene projective Transformationen in der Ebene. Also 
miissen wir notgedrungen nach einer endlichen Anzahl von Fort- 
setzungen des angegebenen Verfahrens einmal zu einer continuierlichen 
Schar gelangen, etwa zur Schar der 7, derart, dass die 7+, d.h. 
die den Aufeinanderfolgen je zweier 7) iquivalenten Transformationen 
keine gréssere Anzahl bilden als die 7 selbst, dass also die Schar 
der 7¢+) mit der Schar der 7'® zusammenfillt, dass folglich die. 
Aufeinanderfolge zweier 7) wieder eine 7 giebt, kurz, dass die 7’) 
eine Gruppe bilden. Hs ist dies alsdann eine continuierliche projective 
Gruppe mit paarweis inversen Transformationen und — bei der ge- 
machten Annahme — mit mehr als oo” Transformationen, somit eine 
mindestens (+ 1)-gliedrige Gruppe. Dieselbe besteht aber aus allen 
endlichen Transformationen, die von mindestens 7 + 1 von einander 
unabhangigen infinitesimalen projectiven Transformationen und deren 
linearen Ableitungen erzeugt werden, nach Theorem 21, § 2 des 7. Kap. 

Diese mindestens co"+1! projectiven Transformationen 7 lassen 
nun, wie die 7, die 7” u. s. w. die Schar der oo” Integraleurven un- 
serer Differentialgleichung invariant. Keine dieser co” Integralcurven 
aber gestattet eine infinitesimale projective Transformation. Daher 
geben die 7 auf eine dieser Curven ausgefiihrt nach Satz 1 des § 1 
mindestens co”t Curven und nicht, wie es sein muss, nur jene oo” 
Integraleurven. Wir stossen hiermit auf einen Widerspruch. 

Die gemachte Annahme ist also falsch: Die 7’ selbst bilden dem- 
nach schon eine Gruppe. Damit haben wir gefunden: 
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Satz 6: Stehen r von einander unabhiingige infinitesimale projective 
Transformationen U,f...U,f der Ebene paarweis in Beziehungen von 
der Form: 


? 
(UU) = > on Uf G, k= 1; 2..1), 
1 

in der die ¢;x, Constanten sind, so bilden die von den co’—1 infinitesi- 
malen Transformationen Xe;U;f erzeugten endlichen Transformationen 
eine r-gliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. 

Vereinigen wir diesen Satz mit dem des vorigen Paragraphen, so 
ergiebt sich das als Hauptsatz fiir die projectiven Gruppen der Ebene 
angekiindigte 

Theorem 22: +7 von einander unabhdngige infinitesimale 
projective Transformationen U,f...U,f der Ebene erzeugen dann 
und nur dann eine r-gliedrige Gruppe mit paarweis inversen 
Transformationen, wenn die U;f paarwets in Beziehungen stehen 
von der Form 


r 


(UT) = Hon.0f G, k= 1, 2..7), 


1 


in der die ¢:., Constanten sind. 


Der Beweisgang soll durch ein Beispiel erliutert werden. 
Beispiel: Vorgelegt seien 


tip, Uf—7, U,f=2p, Uf=yq. 


(U,U)=0, (GU,)=U,f, (0,0, =, 
(U, Us) =0,  (U, U,) = Of, 
(U,0,) =09 
ist, so sind die Voraussetzungen des Satzes 6 erfiillt. Hs ist hier 
y = 4, und wir bilden daher das viergliedrige vollstindige System: 


i a =0, 
i= a = 
ORS pane, ea —y of = 29st a ae — 4yrv sat ai 
UMP a si V 55 Py. A tay” ia ae ye = 0 


in den 6 Veranderlichen 2, y, y’, y”, y, y'Y und mit zwei Lésungen 
J,, J,, deren erste frei von y'Y ist, wihrend die zweite y'Y enthilt. 
Lie, Continuierliche Gruppen. 415 


Hauptsatz 
tir die proj. 
Gruppen 


der Ebene. 


Beispiel. 
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Die beiden ersten Gleichungen zeigen, dass J, und J, frei von x und 
y sind. Hs bleibt also noch zu erfiillen: 
” of ver of 
Y 2 i+ 2y mpi Ay = 0, 


ur yer of 
Gy Foy sh ty he $y is 


Es kann also 55 
ay oN 
3 ==, ye? Ji Se, yee 


gesetzt werden. Die invariante Differentialgleichung 4. O. lautet dem- 


nach: 


Hier kann 2 so gewahlt werden, dass z. B. die schon in den Bei- 
spielen des § 2 gebrauchte Curve 
y == sin x 


zu den Integraleurven gehért. Wir setzen daher 


y= sing, yY=coss, y=—sing, y ——cosx, fY=—sNne 
ein und erhalten 
COSary ( ee) ih 
sin? « sin? / 
Ks ist also 
anzunehmen, so dass die gewiinschte Differentialgleichune lautet : 
yl ylV y yo 0 
yes ane Se See 
y ig) 
oder 


yy — yy = 0. 
Ihre co* Integralcurven, die wir iibrigens schon im ersten Beispiel des 
§ 2 kennen lernten, gestatten keine infinitesimale projective Trans- 
formation. Die grésste projective Gruppe also, welche sie unter ein- 
ander vertauscht, hat nach Satz 1 des § 1 héchstens 4 von einander 
unabhingige infinitesimale Transformationen. Es sind dies p, LY, Q; 
yq, welche die Gruppe 
a =an+b, y—=cy+d 


erzeugen. 


§ 4. Nachtrigliche Bemerkungen zum Hauptsatze. — Differential- 
invarianten. 

Frither, in § 3 des 7. Kap., haben wir die Redeweise: ,,Gruppe 

Uf... U,f“ eingefiihrt. So lange es sich um projective Gruppen der 


Nachtrigliche Bemerkungen zum Hauptsatze. — Differentialinvarianten. Dora 


Ebene handelt, ist es nun nach unserem Hauptsatze klar, dass diese 
Bezeichnung dann und nur dann einen Sinn hat, wenn jeder Klammer- 
ausdruck (U,;U;) linear aus U,f...U;,f abgeleitet werden kaun. 

Wir wollen ferner nicht unterlassen, darauf aufmerksam zu machen, Verallee- 
dass die in §§ 2, 3 gegebene Beweismethode sich ohne Schwierigkeit dor Boweis- 
so abiindern liasst, dass sie fiir einen viel allgemeineren Fall zum Be- a 
weise des Hauptsatzes ausreicht: 

Angenommen niimlich, es liegt eine p-gliedrige Gruppe G, der 
Ebene vor, von der wir wissen, dass ihre infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f...U,f Klammerrelationen von der Form 


P 
(U; Ux) = >in bey 
1 
(@, k=1,2..p, Yirs = Const.) 


erfiillen, und es sind insbesondere U,f...U,f irgend welche r (< @) 
von einander unabhangige infinitesimale Transformationen von G,, so 
erzeugen auch sie dann und nur dann fiir sich eine r- gliedrige Gruppe, 
also eine y7-gliedrige Untergruppe g, der Gruppe G,, wenn ihre 
Klammerausdriicke sich aus thnen selbst linear ableiten lassen. Der 
wesentliche Unterschied zwischen dem hierzu nétigen Beweis und dem 
friiheren ist der, dass iiberall, wo damals von einer projectiven Trans- 
formation die Rede war, von einer Transformation also, welche der 
allgemeinen achtgliedrigen projectiven Gruppe G, der Ebene angehdrt, 
hier allgemein eine Transformation der Gruppe G, gesetzt werden 
muss, dass also an die Stelle der G, eben diese G, tritt. Halt man 
dies fest, waihlt man also unter anderem jene Curve ¢ so, dass sie 
keine infinitesimale Transformation der G, gestattet, so ist die Uber- 
tragung der friiheren Beweise auf den jetzigen allgemeineren Fall nicht 
schwer. Wir gehen jedoch auf die Hinzelheiten hier nicht weiter ein, 
weil der Hauptsatz fiir beliebige Gruppen der Ebene spiter besonders 
bewiesen werden soll. 

Wir wollen nur das Hine bemerken, dass Satz 1 des § 1 sich 
ebenfalls unmittelbar so verallgemeinern lasst: 

Satz 7: Fiihrt man auf eine Curve, welche keine ifintesimale 
Transformation einer p-gliedrigen Gruppe G, der Ebene gestattet, alle 
oo” endlichen Transformationen aus, welche von irgend welchen + (<p) 
von einander unabhiingigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
G, wnd den aus ihnen linear ableitbaren erzeugt werden, so geht die Curve 
in gerade oo” verschiedene Curven tiber, deren Inbegriff gene co” Trans- 
formationen gestattet, wihrend keine der oo” Curven fiir sich eme imfini- 
tesimale Transformation der Gp guldsst. 

15* 
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In § 3 sind gewisse Functionen J,—1 und J, aufgetreten. Sie ent- 
hielten x, y und die Differentialquotienten y’, y”... und waren in- 
variant gegeniiber allen infinitesimalen und also auch allen endlichen 
Transformationen der Gruppe U,f...U,f. Wir nennen sie daher 

inverientan, > Herentialinvarianien”) der Gruppe (vgl. § 3 des 4. Kap.). J, heisst, 
da sie y” wirklich enthilt, eine Differentialinvariante r'’” Ordnung. Die 
Differentialinvariante J,_, enthalt y” nicht und braucht iibrigens auch 
y—1) nicht zu enthalten, sondern kann von niederer als (7 — 1)** 
Ordnung sein, wie das Beispiel der Gruppe 


Uf=xp+ayq, U,fScyp+y'a 
(UU) = 0 


und 7 = 2 ist. Denn hier wird das zweigliedrige vollstindige System 


lehrt, in der 


wt 0 Of mr 0 
UfSe so + aye + — ay) 5 — Bay" ge = 0, 


ut ae df ad 
Ufaaye Fs i daar feel — Bay y ih Sa 

erfiillt durch 

I= a LA, 

a alee Bee eso 
J, enthialt aber y' nicht. 
Wir bewiesen oben, dass, wenn U,f...U,f erstens von einander 

unabhangig sind, zweitens paarweis in den Beziehungen 


r 


(4) (U; Ux) == > Cres Uer 


if 


*) Die Integrationstheorien der Alteren Mathematiker beziehen sich, wie Lie 
guerst (1870) bemerkte — man vergleiche die ,,Diffgln. m. inf. Trf.“ an mehreren 
Stellen —, immer auf Differentialgleichungen, die alle Transformationen einer 
Gruppe gestatten. Bewusst machen wohl erst Gauss, Minding, Lamé, Cayley, 
Beltrami, Christoffel (1870) und Lipschitz (1870) von Differentialinvarianten 
Gebrauch. In den Jahren 1870—74 entwickelte Lie allgemeire Integrations- 
theorien fiir Differentialgleichungen, die eine Gruppe gestatten, und begriindete 
gleichzeitig (Dec. 1872) eine vollstiindige Invariantentheorie der unendlichen 
Gruppe aller Beriihrungstransformationen, sowie (1878) eine Invariantentheorie der 
Gruppe aller Punkttransformationen. In den Jahren 1879—83 haben Laguerre 
und Halphen eine Invariantentheorie fiir eine andere wichtige unendliche Gruppe 
entwickelt. Hndlich skizzierte Lie (1882—84) eine allgemeine Invariantentheorie 
aller continuierlichen Gruppen. Seit 1885 beschiftigen sich viele englische Mathe- 
matiker mit der Berechnung von Differentialinvarianten, ohne doch ihre Theorie 
erheblich zu férdern, Dagegen haben in den letzten Jahren mehrere franzisische 
Mathematiker nicht unwichtige Beitrage zu dieser Theorie geliefert. 
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stehen und drittens projectiv sind, alsdann die durch (7 — 1)-malige 
Erweiterung entstehenden Gleichungen 


(5) OPS ae eat, 2507) 


von einander unabhiingig sind und ein r-gliedriges vollstiindiges System 
in den y + 1 Veriinderlichen x, y, y’..y”—» bilden, folglich auch ge- 
rade eine Lésung J,_, besitzen. Jener Beweis ailt nun auch, wenn 
die dritte Voraussetzung, dass die U;f projectiv seien, fallen gelassen 
wird, dagegen aber der Hauptsatz allgemein als bewiesen angenommen 
wird, dass niimlich unter den beiden tibrigen Voraussetzungen die U,/ 
eine r-gliedrige Gruppe G, erzeugen. Denn: Sind die Gleichungen 
(5) von einander abhiingig, so bilden sie, da aus (4) und aus Formel 
(3) des § 1 7 


r 


(Uf Uf —) = >: ex, Ur —*f 
) pa k i 
folgt, ein héchstens (x — 1)-gliedriges vollstindiges System in r + 1 
Verinderlichen und haben somit mindestens zwei von einander unab- 
hangige Lésungen w, v, die Functionen von 2, y, y’:- y”—» allein sind. 
Alsdann sei 

y— h(t) == 0 
eine Curve, welche keine infinitesimale Transformation 2 ¢; U;f zuliisst. 
Es lasst sich voraussetzen, dass weder w noch v gleich Constans wird, 
wenn darin 

y=v@), y=V@), --y%=—V*@) 

gesetzt wird. Dann kann (wv) stets so als Function von wu gewahlt, 
werden, dass die Curve y = #(x) zu den Integralcurven der Differen- 
tialgleichung 

vy — 2(u) =0 

gehért. Diese Gleichung aber ist von héchstens (7 — 1)" Ordnung 

und besitzt demnach héchstens co’—1 Integralcurven. Da w und v bei 
den e;U;f und den yon ihnen erzeugten oo” endlichen Transforma- 
tionen der Gruppe G, invariant sind, so ist 


vy — Qu) =0 


eine bei diesen ebenfalls invariante Differentialgleichung. Ihre hoch- 
stens co’—! Integralcurven bilden mithin eine invariante Schar, der 
die Curve y= %(a) angehért. Nach Satz 7 aber geht diese Curve 
bei allen Transformationen der G, in oo” Lagen iiber, und dies ist: ein 
Widerspruch. 

Also sind die Gleichungen (5) von einander unabhingig: Sie 
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bilden ein r-gliedriges vollstindiges System mit nur einer Lésung 
J,—1, die, wie bemerkt, auch von y”—) frei sein kann. 

Das aus den A-mal erweiterten infinitesimalen Transformationen 
gebildete Gleichungensystem 


(7) UAf=0 G—1,2--7) 


kann, wenn 4<7—1 ist, auch Lésungen haben, die aber offenbar 
auch das System (5) erftillen, also sich auf J,_; reducieren. Ist z. B. 
J,—1 von y’—» frei, so hat das vorliegende System auch ftir 4=r—2 
die Lésung J,_;. Hs existiert also nur eine Differentialinvariante 
J,—1 von niederer als 7*** Ordnung. Das System (7) ist fiir 4—r+1 
ein r-gliedriges vollstindiges System in r+ 2 Veriinderlichen a, y--y” 
und hat somit nur zwei von einander unabhangige Lésungen, als deren 
eine J,_,; gewahlt werden kann, wihrend die andere, J,, sicher y”) 
enthilt. Fir 4—~r-+ 2 stellt (7) ein r-gliedriges vollstandiges System 
in r + 3 Verinderlichen vor, das also drei von einander unabhangige 
Lésungen besitzt, namlich J,_1, J, und eine y’+” enthaltende Lésung 
J,49. So kann man weiterschliessen. Es ergiebt sich also: 

Satz 8: Nimmt man das Theorem 22 auch fiir nicht - projective 
Gruppen der Ebene als bewiesen an, so folgt: Eine r-gliedrige Gruppe 
U.f.+-U,f der Ebene besitet nur eine Differentialinvariante J,—1 von 
niederer als r*** Ordnung. Ferner besitat sie je eme Differentialinvariante 
J, Jp4i-+ von gerade rv’, (yr + 1)*"--- Ordnung derart, dass jede 
Differentialinvariante (r + s)*" Ordnung eime beliebige Function von J,—1, 
Jp, Jp4issSr 4, ist. J-—1 kann auch von niederer als (r — 1)” Ord- 
nung sein. 

pier anak Hs ist leicht zu erkennen, dass man J,11, J,42-+ durch Differen- 
Differential- tiatlonsprocesse allein angeben kann, sobald man J,_, und J, kennt. 


invarianten 


pitt Denn da J,_; und J, Differentialinvarianten sind, so bleibt die Differen- 
iieren Maisie: . 
tin. tialgleichung 


J, — ad,_1 —b=0 


ebenfalls bei der Gruppe invariant. Es ist dies eine Differential- 
gleichung 7" Ordnung mit oo” Integralcurven, deren Schar invariant 
ist. Geben wir der Zahl b einen anderen Wert, so erhalten wir eine 
andere invariante Curvenschar. Wird 0 variiert, so entstehen also oo! 
Scharen von je co” Curven, sodass jede Schar durch die Transforma- 
tionen der Gruppen in sich tibergefiihrt wird. Also ist auch die Ge- 
samtheit aller dieser oo”+* Curven bei der Gruppe invariant. Thre 
Differentialgleichung ergiebt sich, indem wir durch Differentiation aus 
der obigen } entfernen, in der Gestalt: 


- 
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dae [7 oa 
Hierin ist die Differentiation nach a total, also : Y y U.S. W. anzu- 
WX 
nehmen. Jede Ditferentialgleichung (r + 1)t* Ordnung: 
aah 
de 
adr 4 
dx 


ist mithin invariant, wie auch die Zahl @ gewahlt sein mag. Mithin 
ist die linke Seite fiir sich invariant, d. h. es ist jener Bruch oder also 
d Jy 
ddy—1 


eine Differentialinvariante (r + 1)** Ordnung, sodass 


_ addr 
see ai 


gesetzt werden darf. Analog kann 


PI 
pee dJrt1__ da? 
ete dg didn ok 
d ax? 
allgemein 
Sr 
Ses ddrtp—1 oo8 4 da? 
OA eats a? Tr—1 
da? 


gesetzt werden. 

Satz 9: Kennt man von den in Satz 8 erwihnten Differential- 
invarianten die beiden ersten J-—, und J,, so kennt man sofort alle. Es 
darf nimlich gesetat werden: 


oder allgemem 


ad” Jy 
la? CRA 
Tepe ee ee OES, 
ol ArT eese AP 
Ax? 


1. Beispiel: Die oo” infinitesimalen Transformationen : 
(@ + &% + @2")9, 


die aus g, xq, «“*q linear ableitbar sind, erzeugen, wie man leicht 


bestiitigt, ee dreigliedrige Gruppe. # wird nimlich gar nicht trans- 
formiert, waihrend y immer um (e¢, + ¢,” + ¢,#*)0¢ wachst, sodass 
die erzeugten endlichen Transformationen lauten : 


Beispiole. 
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B= 2, Yo HY ta t+ cox +6527, 
und dies ist eine Gruppe. Ferner ist hier (¢, vq) =0, (9, #°¢)=0, 
(aq, «?q)=0, also der Hauptsatz erfiillt. Endlich ist r= 3. Um 
die beiden ersten Differentialinvarianten J, und J; zu erhalten, bilden 
wir durch dreimaliges Erweitern von g, «q, «°q die Gleichungen: 


Cf. s 

ae 

of of 

ee ae ee 

Oy oy )s 

ny dpanewar 
ty ey oie 


Offenbar ist die von y’” freie J, gleich w zu setzen und J, gleich y”. 
So kommt: \ 


Die Differentialinvariante J, ist nicht von zweiter, sondern nur von 
Or Ordnung. 

2. Beispiel: Bei der dreigliedrigen Gruppe der Bewegungen fanden 
wir in § 3 des 4. Kap. die Differentialinvariante : 


ara 
und als allgemeinste invariante Differentialgleichung 3. O. diese: 


oC i Fao, 


rv? ds 


11 1 1 fy 
wo r den Kriimmungsradius, also J? und ds das Bogenelement //1 + y*dx 


1 
ir i= 
bedeutet. Also ist auch 7 oder d J,, adh — a Differential- 
ds aS ans 


invariante dritter Ordnung. Da J, selbst schon invariant ist, kann also 


_ a, _ oy" (i+ y) — 8yy" 


ect, Pie a+ty 
gesetzt werden. Nun ist nach Satz 9: 
@I, d¥s 
gg GE Al dx 
pe medoo dd, meee (Bs 
dx dx da 


USS. We 
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‘ 
Schliesslich soll noch erwihnt werden, dass der Hauptsatz der Der Haupt 
‘ oe : 3 E satz fiir die 

sruppentheorie auch fiir die projectiven Gruppen der Geraden gilt, doch projcctiven 
S Hp} Sut, 
+: : : : : .. zt se : Gruppen 
kénnen wir dies nicht wie die Ubertragung anderer Siitze in der zumder Geradon. 
Schluss des 7. Kapitels angegebenen Weise thun, weil sich dadurch 
keine projectiven Gruppen der Ebene ergeben wiirden. Wir schliessen 
vielmehr so: 

Jeder r-gliedrigen derartigen Gruppe G, entspricht eine r-gliedrige 
Untergruppe I. der speciellen linearen homogenen Gruppe der Ebene, 


wie an mehreren Stellen des Kap. 5 ausgefiihrt wurde. Ist 
58 (G; me 2a;% == ba") p 


eine infinitesimale Transformation von G,, so ist nach der Schluss- 
bemerkung des Kap. 5: 


Vif = (aa + by) p + (a — ay) 


die entsprechende infinitesimale Transformation der Gruppe I. Fiir 
letztere aber gilt der Hauptsatz. Sind also V,f---V,f (7 <3) unab- 
hingige infinitesimale Transformationen der Gruppe I°,, so ist jedes 


(ViF:) = > cine Vol 
1 
Man kann sich nun durch Ausrechnung davon iiberzeugen, dass die 
infinitesimale Transformation Uf der Gruppe G,, welche der infinitesi- 
malen Transformation (V;V;,) der Gruppe I" entspricht, mit (U;U;) 
identisch ist. Daraus folgt dann sofort, dass auch 
(Ui U,) = >: eins U.f 
1 
sein muss. 


Wenn umgekehrt U,f---U,f(r <3) unabhiingige infinitesimale 
projective Transformationen der Geraden sind, fiir die 
(O,U:) = >} xs UF 
1 
ist, so ist auch entsprechend 


r 


(VV) = >? cies Vol, 
it 
d. h. V,f---V.f erzeugen eine r-gliedrige projective Gruppe I, der 
Ebene. Ihr entspricht eine r-gliedrige projective Gruppe G, der Ge- 
raden, welche die 7 infinitesimalen Transformationen U,/--- U,/ ent- 
halt und also von ihnen erzeugt wird. 
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Natiirlich sind hierbei unter Gruppen immer endliche continuierliche 
Gruppen mit paarweis inversen Transformationen zu verstehen. 
Wir konnen also sagen: 
Satz 10: Das Theorem 22, d. h. der Hauptsate der Gruppentheorie, 
gilt auch fiir die projectiven Gruppen der Geraden. 
eee Beispiel: Als Anwendung hierzu wollen wir die friiher in einer 


Bestimmung 


der proj. Fussnote (in § 2 des 5. Kap.) versprochene Bestimmung der Gruppen 


Gruppen 


der Geraden.dey Geraden durchftihren. Die dreigliedrige Gruppe ist die bekannte: 


p “p xp 


Ks handelt sich um die Bestimmung ihrer Untergruppen. 

Ist Uf, Vf eine zweigliedrige Untergruppe derselben, so sind alle 
aUf+ObVf infinitesimale Transformationen dieser Untergruppe, und 
unter diesen giebt es offenbar sicher eine, die nur einen (doppelt- 
zihlenden) Punkt in Ruhe lasst. Durch Ausfiihrung einer passenden 
projectiven Transformation der Geraden, welche die Untergruppe in 
eine gleichberechtigte verwandelt, lasst sich diese infinitesimale Trans- 
formation, wir wir wissen, in p tiberfiihren. Hs seien also: 


Pp, Ap+ wup + vxrp 


zwei infinitesimale Transformationen der Untergruppe. Offenbar darf 
4 =O gesetzt werden. Ferner giebt die Klammeroperation up + 2vap. 
Diese muss sich aus den beiden obigen linear ableiten lassen: 
up + 2vep = cp + &(uxp + yap). 
Daher ist 
B=, 2v=64, 0—aQv. 


Ist ¢, 4= 0, so ist also yO und w=0, was ausgeschlossen ist. 
Volglich muss ¢, == 0 sein, also auch »y =O, so dass als einziger 
Typus kommt — da dann wu = 1 gesetzt werden kann: 


|» ep |; 


Die Bestimmung der eingliedrigen Untergruppen 


fe | Le] 


geschieht wie friiher. (Vgl. §§ 1 u. 2 des Kap. 5.) 


Die Gruppe der Parameter einer bei einer Gruppe invarianten Curvenschar. 235 


Kapitel 10, 
Curvenscharen, die eine Gruppe gestatten. — Die Dualitiit. 


Im vorigen Kapitel haben wir Scharen von co” Curven ins Auge 
gefasst, welche eine r-gliedrige projective Gruppe gestatteten. Doch 
geschah dies nur in Form einer gelegentlichen Hiilfsbetrachtung. 

Nunmehr werden wir genauer auf Scharen von Curven zu sprechen 
kommen, die irgend eine — also nicht gerade notwendig eine pro- 
jective — Gruppe zulassen. Alsdann werden uns die gewonnenen An- 
schauungen zu dem fiir die projectiven Gruppen wichtigen Begriff der 
Dualitaét fiihren. 


§ 1. Die Gruppe der Parameter einer bei einer Gruppe invarianten 
Curvenschar. 


Eine Gleichung Schar von 
- om Curven. 
(1) Qa, Y, G&*° Am) =, 


in der m Parameter a,--a@,, auftreten, stellt unendlich viele Curven 
dar und zwar gerade oo” von einander verschiedene, wenn alle m 
Parameter wesentlich sind. Um bei vorgelegter Gleichung (1) zu ent- 
scheiden, ob alle Parameter wesentlich sind oder nicht, setzen wir an: 
QL, Y, ++ Om) = 9 
und 
R(x, y, b: ++ Om) = 0 
und fragen uns, welche Functionen 0,-- bm, von @,:--a, allein sein 
miissen, damit die zweite Gleichung eine Folge der ersten wird fiir 
jedes w Zu diesem Zweck werden wir aus der zweiten Gleichung ver- 
moége der ersten y eliminieren und dadurch eine Relation 


W(H, A,°* Am, 0, ++ bm) = 0 


erhalten, die wegen der Veranderlichkeit von w in eine Anzahl von 
Gleichungen zerfallen kann, die von w frei sind. Lassen sich alle diese 
nur durch 
by = 0,, 0, = aq, - + Om = Om 

und keine anderen von x freien Werte der 0 erfiillen, so sind alle m 
Parameter in der Curvenschar.(1) wesentlich. Ebenso, wenn es zwar 
mehrere, ja sogar, wenn es unendlich viele Wertsysteme der 0, - - b,, 
giebt, welche die Relationen erfiillen, wenn nur diese Wertsysteme 
keine continuierliche Schar bilden, sondern discret verteilt sind. Bilden 


Transfor- 
mation, 
ausgefiihrt 
auf eine 
Curven- 
schar. 
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sie jedoch eine continuierliche Schar, so sind die m Parameter nicht 
simtlich wesentlich, weil es dann eine continuierliche Schar von 
Wertsystemen a,--@, giebt, die alle. ein und dieselbe Curve (1) 
liefern. Solche Scharen von Wertsystemen werden definiert durch ge- 
wisse Gleichungen: 


Py (Gy + Gm) = Hy, + * Pul(Gy + dm) = Ou, (<M), 
die also bei bestimmter Wahl von a,--«a, alle Wertsysteme a, -- Gy 
angeben, denen dieselbe Curve zukommt. Mit Hiilfe derselben lassen 
sich w Gréssen a, sagen wir a,--a,, als Functionen der tibrigen 
Au+1°*Gm und der a,--o, darstellen, sodass 8 = O in einer Form: 


Wa, Y, O-> Ou, Au+ti** An) 0 


geschrieben werden kann, die nun fiir alle Werte von @+41-°* Gm bei 
festgehaltenen «,--«, dieselbe Curve darstellen muss und mithin frei 
VON @u+1°* @» ist. Unsere Curvenschar lasst sich alsdann durch eine 
Gleichung 

Wk, 4,0 ++ 0%.) =0 


darstellen, die nur w (<_m) Parameter enthalt. 


Es moége vorausgesetzt werden, dass in 
(1) — 2, Y a ++ Am) = 0 


alle m Parameter a, ++ wesentlich seien. Uben wir alsdann auf die 
Schar der co” Curven (1) eine vorgelegte Punkttransformation 


(2) tL, = Q(x, y), i = Va, y) 
aus, so geht sie iiber in eine neue Schar von oo” Curven, deren 
Gleichung 

Q(B, Wry ++ Am) = 0 
durch Elimination von « und y aus (1) vermége (2) gewonnen wird. 
Alle diese neuen Curven gehéren der urspriinglichen Schar (1) dann 
und nur dann an, wenn sich die erhaltene Gleichung auch so schreiben 
lasst : 
(3) 2 Ce Gm) eal 
Alsdann wird jede zu einem Wertsystem a,--a,, gehérige Curve (1) 
in eine bestimmte Curve (3) tibergefiihrt, d.h. a,'--a,,’ sind gewisse 
Functionen von a, - + Q,: 


> , 
Co A, (a, as Gm). OO An(a; pee Qn) 
und zwar offenbar yon einander unabhingige Functionen von Oy sae 
Die Schar (1) von co” Curven gestattet also die vorgelegte Trans- 


~ 
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formation (2) oder wird durch diese in sich tibergefiihrt dann und nur 
dann, wenn es solche Functionen A,+- Ay, von a,-+U, giebt, dass die 
Gleichung (1) vermige: 


(4) Gian p(x, Y), V1 = (a, Y), & = A,(@,:+Gmn), -: ln = An, (A, ++ Am) 


im die Gleichung (3) tibergeht, wenn also die Gleichung (1), aufgefasst 
als Gleichung zwischen m +- 2 Veriinderlichen x, y, dy ++ Om, die Trans- 
formation (4) gestattet, welche 2, Y, Gy ++ Gm iM &, Yyy Oy) ++ Ay ver- 
wandelt. 

Die durch Elimination von x, y, a,-+@, aus (1) vermége (4) 
hervorgehende Gleichung braucht iibrigens nicht direct die Form (3) 
zu haben, sondern ist unter Umstiinden erst umzuformen. 


Liegt nun nicht eine einzelne Transformation (2), sondern eine Gruppe, 


. . é ausgefithrt 
y-gliedrige Transformationsgruppe : auf eine 
Jurven- 
schar. 
(5) t= PL, Y, er), Yr = V(%, Y, % > - er) 


vor, so gestattet die Curvenschar (1) diese Gruppe, d. h. jede Trans- 
formation der Gruppe, wenn sich fiir jedes Wertsystem der Constanten 
e, -: é, solehe Functionen 


~ 


Gr => cae (a, ae Gm) sos Cn = An, (a, ge Am) 


angeben lassen, wie oben. Im allgemeinen werden dann aber die 
A,--A,, verschiedene Functionen sein fiir verschiedene Wertsysteme 
é,--é-, sie werden mit anderen Worten auch von é,--e, abhingen. 
Also: 

Satz 1: Die Schar von co” Curven 


RL, Y, >> Gn) = 0 
gestattet dann und nur dann die r-ghedrige Gruppe 
et g(a, Up (ayo ex) Yi (a, Y, & °° Zaye 


wenn es solche Functionen A,-+ Am von a,-+ dy wnd e,--e, giebt, dass 
die Gleichung 

(av, y, a °° Am) = 0 
zwischen den m—+ 2 Verdnderlichen x, y, a, ++ 4m alle Transformationen: 


Ly = 9(2, Y, ++ er), YW = (a, Y, & + Gp), 
(6) ; 


ay’ = Ay (++ Om, &%** er), + On = Am(Q,** Gm, &* + &) 


dieser m + 2 Verdnderlichen zuliisst. 
Beispiel: Die Schar aller 00° Kreise: Beispiel. 


(@ — ay)? (yy — a) + a, = 0 


Transfor- 
mationen 
der 
Parameter. 
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gestattet, wie geometrisch einleuchtet, die zweigliedrige Gruppe aller 


Translationen 
H%—=E+G, YTS. 


. . . , , , . ™ 
Zum analytischen Nachweise suchen wir a, @,, a; so als Functionen 
VON @,, M,, A; und ¢, & zu bestimmen, dass 


fe Of cis ot dy) + ay = 0 
Ce ee are Os gt Ao dy)? + a, = 90 


eine Folge der obigen Kreisgleichung wird fiir jedes Wertepaar «, y. 
Es kommen die Bedingungen: 


oder 


al, In, 
, , aan 
@, =A, +6, A =A +l, As = ay. 


Die Kreisgleichung: 
@-4) +Y—o) a0 


gestattet demnach in der That die Transformationen: 


, 


tate, WHY te, Hy ty, & =—m+e, ds =a, 


die eine einfache geometrische Deutung haben. 


Die Gleichungen (6) stellen sicher oo” verschiedene 'Transforma- 
tionen dar, da schon die beiden ersten Gleichungén oo” yerschiedene 
Transformationen ausdriicken. 

Ferner stellen die Gleichungen 


(7) a = A, (a, Omir n eres Cale i 1A S (a, Pi rane eee! ey) 


fiir sich eine Schar von Transformationen von a,--d@, in a,’ - as dar, 
allerdings nicht gerade notwendig auch oo” verschiedene, sondern még- 
licherweise weniger. Charakterisieren wir eine einzelne Curve (1) durch 
ihr Wertsystem a,--@»,, so geben die Gleichungen (7) an, in welche 


Curve (a,’:- Gn) die Curve (a@,--@,) durch die Transformation (5) der 
Gruppe tibergeht, welche alle co” Curven unter einander vertauscht. 

Wir wollen diese Transformationen (7) symbolisch mit S,, S, --- 
bezeichnen, sodass S, die zu e,--e,, S, die zu ¢,--e, gehdrige be- 
deutet. Andererseits seien 7,, 7. --- die Transformationen der vor- 
gelegten r-gliedrigen Gruppe (5). Zu jeder 7, gehdrt dann eine ganz 
bestimmte S,. Fiihren wir 7, auf alle Punkte der Ebene aus, so heisst 
dies analytisch, es wird die Transformation S, auf die Gréssen Chg * Cig 
oder auf die oo” Curven (a, ++ @,) ausgefiihrt. 
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Da die 7,, Z,+-+ eine Gruppe bilden, so ist: 
PE LyvcsD,, 


und hier bedeuten ¢, --¢, gewisse Functionen von e, --e, und C++ ey. 
Wenn 7.,, 7, nach einander ausgefiihrt werden, so kommt dies darauf 
hinaus, dass S,, S, nach einander auf die Curven (a, --a@,,) ausgeiibt 
werden. Die Aufeinanderfolge deckt sich geometrisch damit, dass 7’, 
auf alle Punkte oder also S, auf die Gréssen a,--a,, ausgefiihrt wird. 
Es ist daher auch 


O;0e = "0a; 
mit anderen Worten: Die Transformationen (7) bilden eine Gruppe in Grapue 
den m Verdnderlichen a, - + Qn*). Transforma- 
. : . : _ tionen der 
Sie enthalt die Parameter e, --e,, die — wie schon bemerkt — in Parameter. 


ihr nicht siimtlich wesentlich zu sein brauchen. Wir kénnen uns eine 
begriffliche Vorstellung von dieser Gruppe (7) machen, wenn wir nicht 
die co? Punkte (wv, y) der Ebene, sondern die oo” Curven (a, - > dn) 
der Schar (1) als Individuen auffassen (sie etwa in einem Raum von 
m Dimensionen durch die Punkte mit den Coordinaten a,--a,, ab- 
bilden). Die Transformationen (7) geben dann an, wie diese Indivi- 
duen bei der Gruppe (5) unter einander vertauscht werden. Dass sie 
eine Gruppe bilden, erscheint dann ziemlich selbstverstiindlich. Da 
nun aus 
ip T; —— 1 
folgen wiirde, dass S,S; die Curven gar nicht transformierte, d. h. 
d,-*M», ungeiindert liesse, so ist dann auch 
fey oat 

zu setzen, Wir sagen nun: 

Satz 2: Gestattet die Schar von oo” Curven 

R(x, Y, a,+- An) = 0 
die r-gliedrige Gruppe 
t= (HY, er), “Yr = VU, Y %- + Cr) 
mit paarweis inversen Transformationen, und fiihrt die allgemeine Trans- 
formation (e,-+¢) der Gruppe die Curve (a,-+ Gn) m die Curve 
(a, ++ Am) tiber, so sind A, ++ Am gewisse Functionen A,-: Ay, von A, ++ Gy, 
und ¢,--e,, und die Gleichungen 
i = ay (ay sere Unix ayes Cg)g) . Aer: an = AGN -* Am, 4 ** e;) 
*) Wir halen zwar Gruppen in m Verinderlichen noch nicht eingefiihrt, es 


wird aber die hier betrachtete Gruppe durch die obigen Uberlegungen gentigend 
definiert. 


Beispiele. 
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stellen eine hichstens r-gliedrige Gruppe mit paarweis imversen Trans- 
formationen in den m Verdnderlichen a, ++ Gn dar. 

Ferner bilden dann die Gleichungen:. 

Ly = 9(L, Y °°), He = VF, YG er), 

a, = A, (ay Met hiy AoC > er), BE OV, Am (a, Ne Okie &) 
ebenfalls eine Gruppe mit paarweis mversen Transformationen und gwar 
eine r-ghedrige in den m+ 2 Verdnderlichen x, y, a, ++ On. 

Das zuletzt Gesagte ist leicht einzusehen und braucht wohl hier 
nicht noch bewiesen zu werden. Es folgt ja unmittelbar aus der ana- 
lytischen Fassung des Gruppenbegriffes. 

Wir nennen die Gruppe (7) der a,--a, die Gruppe der Parameter 
der bei (5) invarianten Curvenschar (1). 

1. Beispiel: Wir fiihrten oben auf die Kreisschar 


(w — a,)? + (y — a)’ + a, = 0 
die zweigliedrige Gruppe 
%=et+e, AK Yte 
aus und erhielten: 
GO = 4, +4, Gy =A, +&, As = as. 
Offenbar stellen diese Gleichungen eine zweigliedrige Gruppe in den 
Verinderlichen a@,, a, a; mit den Parametern e,, e, dar. Auch die 
Gleichungen : 
“=“4+4, Y,=y t+ &, a =a,+ 4, Ay = a, + e, As = Ag 
bilden eine zweigliedrige Gruppe in den Verinderlichen x, y, a,, dy, ds. 
2. Beispiel: Die Schar aller oo? Kreise mit dem Radius 1: 


@=@)> Yi a) aa 
bleibt offenbar invariant bei der dreigliedrigen Gruppe aller Be- 
wegungen: 
“=X cose, —ysneé + &, Y —=axsine, + y cose + 6. 
Hier ergiebt sich, wie der Leser ausrechnen mége, 
A, = ad, cos & — a, 8iINn& + %&, ay =a, sin e, + ay cose, + e,. 
Diese Gleichungen bilden offenbar eine Gruppe, denn sie haben genau 


die Form der Gruppe der Bewegungen. 
3. Beispiel: Die Schar der oo? Parabeln 


y? — a4 —a, = 0 
gestattet alle Transformationen der dreigliedrigen Gruppe 


Me e+e, Y= C34, 
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denn man kann a,’, a,’ so als Functionen von a, dy, Gi, Cs es bes 
stimmen, dass 
Y;” — A, 2, — dy = 0 
Yi Gori, as 
oder also 
2/2 , : y 
GY" — a, (@,% + &) — a = 0 
. Te ae 2 a oy : 
ist vermége y° = a,x + a,. Es kommt niimlich: 


2 , Q 2 / , 
€3°0, — 0,0, = 0, 6°, — A, & — a =O, 


also: 


Es ist dies eine dreigliedrige Gruppe in den beiden Veriinderlichen 
Gs as: 

Im Anschluss hieran sei ein Satz eingeschaltet, der erst spiiter 
benutzt werden wird: Liegt eine Schar von oo! Curven vor, so haben 
wir in Satz 2 nur eine Gleichung 


a = A(a, ¢..é,). 


Geben wir a einen bestimmten Wert, d. h. wihlen wir eine Curve aus, 
und setzen wir dann a =a, so liegt eine Gleichung zwischen ¢, .. ¢, 
vor. Jede Transformation der gegebenen Gruppe, der solche Werte 
€, ..é, zugehdren, die dieser Gleichung geniigen, fiihrt die ausgewihlte 
Curve in sich tiber. Die obige Gleichung bestimmt aber oo”—! Wert- 
systeme (e,..¢,). Also gestattet eine efinzelne Curve der Schar von 
oo' Curven sicher mindestens co”’—1 Transformationen der Gruppe. 

Also kénnen wir sagen: 

Satz 3: Gestattet eine Schar von co’ Curven der Ebene eine r-glie- 
drige Gruppe der Ebene, so bleibt jede einzelne Curve der Schar bei min- 
destens co’! Transformationen der Gruppe invariant. 

Wie gesagt, werden wir diesen Satz erst spiter anwenden. 


Jeder Transformation 7 der r-gliedrigen Gruppe (5) entspricht 
eine bestimmte Transformation der Gruppe (6) und umgekehrt. Hieraus 
ziehen wir einen Schluss: Wir wissen, dass die oo” Transformationen 
der Gruppe (5) sich in oo’—! eingliedrige Untergruppen anordnen 
lassen. Den oo! Transformationen einer dieser eingliedrigen Gruppen 
entsprechen gewisse oo! Transformationen der Gruppe (6) und diese 
mtissen ebenso wie jene eine eingliedrige Gruppe bilden, d. h. sie Inf. Transt. 
werden von einer infinitesimalen Transformation erzeugt. agit 

Es besitzt demnach die Gruppe (6) auch oo’? infinitesimale 
Transformationen, die, wie man sofort sieht, simtlich von einander 
verschieden sind. Wenn namlich 

Lie, Continuierliche Gruppen. 4 16 


Be- 
dingungen 
fiir die 
inf. Transf. 
der Coord, 
u. Param, 


Beispiol. 
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Uf = k(x, yp + nu, ya 
(G=1, 2.47) 
ry von einander unabhingige infinitesimale ‘Transformationen der Gruppe 
(5) sind, so erteilen die entsprechenden r infinitesimalen Transforma- 
tionen V;f der Gruppe (6) in den Veranderlichen 7, y, a@,..Qm den 
beiden ersten dieser Veriinderlichen, namlich x, y, dieselben Incremente 
wie die U;f. Es hat daher V;f die Form: 


” 0 0 
Vf = 2,0, gy) a + (2, ¥) a + 0%;1(G, . » Gm) a + 


7) 
oe + Oim(G, “ Gin) a 
a NS he 2 


Hier sind die Functionen «;;..«;, frei von x, y, wie sofort aus der 
Form der Gleichungen (6) erhellt. Weil nun keine Relation 


+ Const. U;f = 0 


besteht, so besteht auch keine Relation 
> Const. V;f = 0. 


V,f...V,f sind demnach auch von einander unabhingig. Mithin giebt 
es oo’—1 verschiedene infinitesimale Transformationen 2 Const. V;f, 
welche der Gruppe (6) angehoren. 

Andererseits ist auch klar, dass die Gruppe (6) nicht mehr in- 
finitesimale Transformationen enthalt als die Gruppe (5). Sie enthalt 
also gerade oo’—1. 

Die infinitesimalen Transformationen V;f der Gruppe (6) miissen 
natiirlich die Gleichung 


SG; Y, Gp = Qn) =O 


invariant lassen, der Function 2 also Incremente erteilen, die vermége 
$2 == 0 verschwinden. Es muss daher 


Se 02 02 0Q 
(8) V;2 VG) Ox + Ni ay + ir Oa, + 2 + Cin nag 
(oa, 2:27) 


sein vermége $4==0. Wie man diese Bedingungen verwerten kann, 
um die @j1.. jm, d. h. die Vif zu berechnen, soll zunachst an einem 
Beispiel gezeigt werden. 
Beispiel: Die Parabelschar 
y? —a,% — a, = 0 


gestattet, wie oben bemerkt wurde, die dreigliedrige Gruppe 
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ic 
(5’) Hy = OX + Cy, Yy = egy. 
Hier ergab sich als Gruppe (6) diese: 
, ae r Ae , 9 exons 
(@) ay =er+e, 4=ey, af = a UA a! igi a ae Se My. 
ub 


(5) giebt U,f und also (6’) das zugehbrige V,f, wenn ec, = 1 + d¢, 
€, = 0, e; = 1 gesetzt wird, in der Form: 

Pf ca Of — of . 

U,f = xp, kif e moe Oa, 
U,f geht aus (5’) und V,f aus (6’) hervor, wenn e, =1, e, = dt 
é; = 1 angenommen wird: 


U,f =p, a a ge 
Endlich ergeben sich U;f und V3f, wenn e, = 1, a =0, a =1+0t 
gesetzt wird: 
Uf=ya, Vel Hy set 20,54 + 2a, 2. 
Vif, Vof, V3f hiitten wir aber auch aus U,f, U,f, U;f so berechnen 


kénnen: Zunichst ist hier: 


? 


2=y —a2—a—0. 
Ist ferner ein Vf: 


J of of 
VIE EP NIT % 9g be Gg? 
so wiirde (8) ergeben, dass 
— a,§ + 2yy — xa, — & = 0 , 
sein miisste vermége y? =a,x-+a,. Nun ist zur Berechnung von 
Vf wegen U,f= cp zu setzen: § =z, y =0, sodass kommt: 


—(a, ++ «,)% — «, = 0, 


d. h. a, = —a,, « =O. Vf nimmt daher die obige Form: 
- of 
Vfef=x Ae 1) Bia 


an. Wegen U,f=p ergiebt sich fiir V,f aus §=1, y=0 die Be- 
dingung : 

— a, — 44 — a, = 0, 
also a, = 0, a, = — a,, sodass 


ee as of 


ae 0 Uy 


wird. Endlich aus U,f=yq oder § =0, n=~y folgt fir V,f: 


2y? — “4,2 — a, = 0 
oder: 
16* 
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2(a,% + dy) — 0% — a, =O, 


d. h. «, = 2a,, @ = 2a, und somit auch 


: 
Vep=y St +20, 2F 4 20,56 


peri oes Es ist nun einzusehen, dass wie in diesem Beispiel stets die Be- 


dingungen dingungen (8) vollstiindig hinreichen zur Berechnung der V;f oder 
Qi1.- Aime 

In der That, zuniichst ist es infolge unserer fritheren Uber- 

legungen sicher, dass es Functionen o;1 .. @jm VON Q, .. Gm allein giebt, 

welche die Forderung (8) erfiillen vermége 8 —0O. Hierbei wird 

nattirlich stillschweigend vorausgesetzt, dass $40 so geschrieben ist, 

dass nicht alle Differentialquotienten von 8 nach 2, y, @,..Gm vermdge 


8 = 0 verschwinden, dass also 8 =O etwa in der aufgelésten Form 
2 =y — @(4, a,.. an) = 0 


vorliege, in der = 1+ 0 ist. Enxistierten mehrere Wertsysteme 


VON O;1.-C;m (bei ein und demselben 7), welche die Bedingung er- 
fiillten, etwa oj1..@jm und G@1..G@im, 80 Ware: 


Boe th gy | Sigg oe aa, 
fe te bi ee Pim in 0 
vermoge 8 == 0, also auol 
(9) (ain — Gin) pe + + (in — Gin) £2 = 0 
vermoge 8 0. Denken wir uns, was ohne Hinfluss auf das End- 
ergebnis ist, $ — 0 in obiger aufgeléster Form vorgelegt, so ist 


sicher (9) ganz frei von y. Da nun 2 =O nur y durch @, a, .. dy 

ausdrtickt, so muss also (9) nicht nur vermége 8 = 0, sondern schon 

an sich identisch bestehen. $2 wire also eine Function von a, y und 

den m — 1 Lésungen gncaren partiellen Differentialgleichung: 
(tis — Gis) ZP b + + (tim — din) GE =O, 

d.h. in §% wiirden nicht alle m Parameter a, ..a,, wesentlich sein, 

indem sie nur in m — 1 Functionen in & vorkiimen. 

Dies aber widerspricht der Voraussetzung. Der Widerspruch lést 
sich nur dann, wenn o;; = G1, .. im = Gm ist, d. h. wenn sich aus 
der Bedingung (8) (bei dem bestimmten 7) nur ein Wertsystem 
@;1++@im Oder also nur ein Symbol V;f ergiebt. 
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Die Bedingungen (8) reichen daher in der That vollig aus zur 
Bestimmung der infinitesimalen Transformationen der Gruppe (6). 


Man modge diese Methode zur Bestimmung der infinitesimalen 
Transformationen V;f in den oben angegebenen Beispielen anwenden. 
Wir geben hier noch ein neues: 

Beispiel: Die Schar aller oo? Geraden: 

RB=axetay—1=—0 
gestattet die Gruppe aller Bewegungen, bei der 
a 1 SN ae ey ; 
Pipe U9; U9) 09 
ist. (Siehe § 3 des 4. Kap.) Hier bestimmt sich V,/f aus: 
72 as 
Vi 2a, + &e% + &yoy =O 


vermoge £2 —= (0. Setzen wir hierin 


1— a,x 
Ba omc aear ie Saal 


As 


ein, so kommt 
Ay My Hy, ,% fF My, — Moa, x = 0, 


d. h. 
0,5 ; 
Ge — Atay 0 ET me — ay 
sodass 
eer 2 OF of 
lie=iy, oy Od, G05 7, 
wird, Analog ist: 
eee of ie 


V, 


=Fy 1% gq, — 2" 5g, 
Fir V,f fordern wir, dass 

V2 = GY — Og% + Og,% + Osoy 
vermége 2 = 0 yerschwinden soll. Da 8 —0 nicht homogen in a, y 
ist, so geht dies nur dann, wenn 


Vga Ue (Cgy 
also : : 
ee Op of of if 
i 47. EOE Om, He Od, 
ist. 


Um eine Anwendung hiervon zu machen, wollen wir einmal alle 
Functionen ® yon a, y, a, a, suchen, welche bei der gefundenen 
Gruppe V,f, Vf, V;f invariant bleiben. Da diese Gruppe in lauter 
eingliedrige Untergruppen zerfallt, die von infinitesimalen 'Transforma- 
tionen erzeugt werden, so ist hierzu notwendig und hinreichend, dass 
® invariant bleibe bei den drei gefundenen infinitesimalen Transfor- 
mationen. Wir fordern also, dass identisch sei: 


Beispiel. 
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o® gO eee 
Ou Ss durant tee } 
20 0 \ 298 4 
Daye tat Oe ae Ay 0a,> *? 


20 0a 0® ao 
Uigea rp aimene Oa, © tba, Q. 


Dies ist ein dreigliedriges vollstindiges System in vier Verdnderlichen 
(vg]. $1 des 9. Kap.) und besitzt also nur eine unabhangige Lésung ®. 
Nach der ersten Gleichung ist ® eine Function von y und 


a, i 1 
ies i 
A= Ges 7 a Oy 


allein, sodass die zweite wird: 


also ® eine Function von 


a, & ay —1 
SS = a 


Obs 


allein ist. Die letzte Gleichung wird somit: 
o® O® 
Gap) ee. 


@® ist daher nur eine Function von 


v __ ae+ay—1 


er anes 

Diese Invariante hat eine einfache geometrische Bedeutung: Sie stellt 
den Abstand eines beliebigen Punktes (w, y) von der heliebigen Ge- 
raden 


2 


a,x + ay—1=—d0 


dar, der nattirlich bei jeder Bewegung, an der Punkt und Gerade teil- 
nehmen, ungeindert bleibt. 


§ 2. Princip der Dualitit. 


Wir werden jetzt insbesondere die Schar aller Geraden der Kbene, 
die ja bei projectiven Transformationen unter einander vertauscht 
werden, beliebigen projectiven Transformationen unterwerfen. Da- 
durch werden wir zum wichtigen Begriff der Dualitdét geftihrt werden, 
der in der projectiven Geometrie, also auch in der Theorie der pro- 
jectiven Gruppen eine grosse Rolle spielt. 
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Betrachten wir eine projective Transformation ante, 
(10) pee ei eee os SOLE bay hey ee 
ag% + bsy + ¢, ‘ asx + by + Cy meteors 
Sie fithrt die oo? Geraden 
(11) ux +vy+1—0 


der Ebene in einander iiber. Die einzelnen Geraden der Schar werden 
bestimmt durch die Parameter w, v. Diese Coefficienten heissen be- 
kanntlich die Lzniencoordinaten (in engerem Sinne) der Geraden (11). 
Sie sind die reciproken negativen Werte der Abschnitte der Geraden 
auf den Coordinatenaxen. 

Bei der Transformation (10) gehe die Gerade (11) in die Gerade 
(u,, v,) oder 


(12) Ue, + yy, + 1=0 


iiber. u,, v, sind dann gewisse Functionen der urspriinglichen Para- 
meter w, v und der Coefficienten von (10). Um sie zu berechnen, 
lésen wir (10) nach 2, y auf, wodurch sich bekanntlich ergiebt (vgl. 
§ 3 des 1. Kap.): 

ee, ee Aad As B, 2, + Bay, + B; 


— = 1) i —— 
Ca, + Cry, + CO,’ Y C,a, + Cy, + G;? 


und setzen diese Werte in (11) ein. Die Gerade (11) geht also tiber 
in die Gerade: 


u(A,2,-+ Ay, + As) + 0(B, 2, + Bey, + Bs) + (C4 +C,y, + C3) =0 


oder: 


, Ajut Bvt, A,u + By + G, 'S 
aoe aa Bo ei 


A;, B;, CG; bedeuten die zweireihigen Unterdeterminanten der Deter- 
minante X + a,b,c, hinsichtlich a;, 0;, G. 

Die Liniencoordinaten u,, v, der neuen Geraden (12) oder (12’) 
haben hiernach die Werte: 

Aju+ Bvt C, A,u+t Bvt 
i A,u + B,v + CG,’ “1 ~ As w B,v + 0, 


(13) u 


Bei der projectiven Transformation (10) werden folglich die Linien- 
coordinaten u, v ebenfalls projectiv — allerdings mit anderen Coeffi- 
cienten — transformiert, denn w,, v, sind linear gebrochene Functionen 
von uw, v mit demselben Nenner. 

Die Transformation (13) sagt aus, wie die Geraden (wu, v) bei der 
Punkttransformation (10) unter einander vertauscht werden. Geraden, 
die simtlich durch einen Punkt (a, y) gehen, werden selbstverstand- 


Allgemeine 


Transf. der 


Geraden, 


die Biischel 


in Biischel 
iiberfiihren. 
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lich in Geraden iibergefiihrt, die ebenfalls saimtlich durch einen Punkt 
(x,;, y,) gehen, d. h. Strahlenbtischel gehen in Strahlenbtischel tiber. 


Man kann nun allgemein fragen, wie tiberhaupt eine Transforma- 
tion der Geraden unter einander, d. h. eine Transformation der [inien- 
coordinaten w, v beschaffen sein muss, wenn Strahlenbiischel stets 
wieder in Strahlenbiischel tibergehen sollen. Diese Frage wollen wir 
rein analytisch formulieren: Wenn eine Gerade (w, v) durch eimen 
bestimmten Punkt (2, y) hindurchgehen soll, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, dass 

ux +ovy+1=0 
sei. Alle Geraden (w, v) also, welche durch den Punkt (a, y) hin- 
durchgehen, werden durch vorstehende Gleichung definiert. So giebt 
itiberhaupt jede Jineare Gleichung zwischen w, v: 


aut puty=—9O 
alle Geraden (w, v) durch einen gemeinsamen Punkt mit den Coor- 
dinaten «= — und y = B. 
Y Y 


Wir fragen mithin nach allen Transformationen von wu, v mm Uy, %; 
bei denen eme lineare Gleichung zwischen u, v wieder im eine lineare 
Gleichung zwischen u,, v, tibergeht. 

Nun haben wir friiher bewiesen (siehe Theorem 2, § 3 des 2. Kap.), 
dass diejenigen analytischen Transformationen der Punkte (a, y) in 
Punkte (a,, y,), bei denen Geraden in Geraden, d. h. jede lineare Glei- 
chung zwischen #, y wieder in eine lineare Gleichung zwischen 2,, y, 
tibergeht, eben die projectiven, die von der Form (10) sind. Die rein 
analytische Definition dieser Transformationen stimmt mit der Defini- 
tion der gesuchten Transformationen véllig iiberein bis auf eine andere 
Bezeichnung der Verinderlichen. Daher ergiebt sich sofort der 

Satz 4: Die allgemeimste analytische Geradentransformation, welche 
Strahlenbtischel wieder in Strahlenbiischel tiberfiihrt, hat die projective - 
Form: 

ea Be V1 ‘ — % + BY + Yo | 
3 + Bo + Y3’ ; @,&U + Bs¥ + Ys 

Die Ubereinstimmung dieser Form mit der Form (13) lehrt, dass 
bei projectiven Punkttransformationen die Geraden der Ebene schon in 
allgemeinster Weise so unter einander vertauscht werden, dass Strahlen- 
btischel in Strahlenbiischel tibergehen. 

Satz 5: Die allgemeinste Geradentransformation, welche Strahlen- 
biischel im Strahlenbiischel diberfiihrt, wird erhalten, wenn die allgemeinste 
projective Punkttransformation auf die Punkte aller Geraden ausgefiihrt wird. 
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Der hier bewerkstelligte Ubergang von einem geometrischen Satze” 


durch seine analytische Fassung hindurch zu einem neuen geome- 
trischen Satze ist ein Ausfluss aus dem Principe der Dualitiit, das 
darin seinen Ursprung hat, dass die Gleichung 
we +oytl=dO 

zwei wesentlich verschiedene Deutungen zulisst, je nachdem w, v oder 
x, y fest angenommen werden. Diese Gleichung giebt bei festen w, v 
alle Punkte (w, y), welche auf einer Geraden liegen, also eine gerade 
Punktreihe, wiihrend sie bei festen w, y alle Geraden (w, v) definiert, 
welche durch einen Punkt gehen, also ein Strahlenbiischel. 

Man kann hieraus schliessen, dass jeder Satz, der nur von der 
gegenseitigen Lage gewisser Punkte und Geraden handelt, sofort einen 
neuen Satz liefert, wenn man in ihm Punkt mit Gerade vertauscht, 
dabei aber veremigt liegende Punkte und Geraden durch ebenfalls ver- 
einigt liegende Geraden und Punkte ersetzt. Hin Beispiel hierzu ist 
der Satz des Desargues, nach welchem bei zwei Dreiecken, deren ent- 
sprechende Eckpunkte auf drei durch einen Punkt gehenden Geraden 
liegen, die Schnittpunkte entsprechender Seiten in einer Geraden ge- 
legen sind. Die Anwendung des angedeuteten Principes des Dualitat 
lehrt hier sofort, dass auch die Umkehrung dieses Satzes richtig ist. 

Analytisch driickt sich ein Satz, der von der gegenseitigen Lage 
von Punkten und Geraden handelt, durch ein System von Gleichungen 
zwischen gewissen Punkten (x, y) und gewissen Geraden (uw, v) aus. 
Will man ihn vermoége des Principes der Dualitat umwandeln, so hat 
man nur iiberall Punkt- und Liniencoordinaten zu vertauschen, mit 
anderen Worten, die Transformation 
(14) Uo Lee Ye ye hy, Y= 
auf die Coordinaten wz, y, vu, v auszuftihren und alsdann die neuen 
Gleichungen geometrisch zu deuten. 

Diese Uberfiihrung (14) von Punkten und Geraden in einander 
ist keine Punkt- oder Geradentransformation. Wir bezeichnen sie als 
die specielle Dualitit D. Sie ist eines der einfachsten Beispiele von 
solchen Operationen, die Beriihrungstransformationen heissen. Dies zu 
erlautern, ist jedoch hier nicht der Platz. 


§ 3. Die allgemeine Dualitit. 


Wir konnen leicht einsehen, dass die Gleichungen (14) nur einen 
speciellen Fall einer allgemeineren Operation darstellen, welche eben- 
falls Punkte (w, y) und Geraden (w, v) in resp. Geraden (w,, v,) und 


rincip der 
Dualitit, 


Specielle 
Dualitiit. 
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Punkte (a,, y,) verwandelt und auch vereinigte Punkte und Geraden 
in vereinigte Geraden und Punkte tiberfiihrt, also Satze der genannten 
Art in neue Siitze verwandelt. Zu dem Zweck fragen wir nach der 
allgemeinsten analytischen Transformation von a, y, U,V IN Uy, %, U4, 44: 
Lee p(x, Wy Oe pa, Y), A eee o(u, v),; ie o(u, v), 
welche erstens alle Punkte (#, y) einer Geraden in Strahlen (w,, %;) 
eines Biischels, zweitens alle Strahlen (w, v) eines Biischels in Punkte 
(a,, y,) einer Geraden und drittens vereinigt liegende Punkte (a, y) 
und Geraden (w, v) in vereinigt liegende Geraden (w,, v,) und Punkte 
(w, y) tiberfiihrt. 
Unsere erste Forderung verlangt, dass bei der Transformation 
u = oe, y); ears va, y) 
eine lineare Gleichung zwischen w, y stets wieder in eine lineare 
Gleichung zwischen w, v tibergehe. Ihre analytische Formulierung ist 
also die alte, und sie lehrt, dass allgemein 
(15) y _ w4etbhy +4 _ het by + % 
: a,% + bsy + ¢,’ ; a3x2 + bey + C, 
sein muss. Die a, b, c bedeuten hierbei beliebige Zahlen, deren De- 
terminante 2 -++ a,b,c, nicht verschwindet. Nach unserer zweiten 
Forderung miissen auch «,, y, linear gebrochene Functionen von wu, v 
mit gleichen Nennern sein: 
, PE es ae Fi ma eg bso ae 
vo) 1 atu F Bo + 75” A at + BO + 95 
Um endlich unsere dritie Forderung zu erfiillen, betrachten wir 
alle Punkte (w, y) einer Geraden (uw, v). Sie sind an die Gleichung 


(17) ux+ovy +10 
gebunden. Vermége (15) gehen sie in Geraden (w,, v,) tiber, und es 
ist, wie die Auflésung von (15) giebt: 


x __ Aim + Av, + A, y — Pit + Biv, + B, 
: C,u, + Cv, + ©,’ : C,u, + Cv, + C, 


Setzen wir diese Werte in (17) ein, so sehen wir, dass diese Geraden 
(u,, %,) an die Relation gebunden sind: 


u( Ayu, + Agr, + Ay) + v(B,y + B,v, + Bs) + (Cu + Cv, + C;) = 0 


oder: 


Aju Byway €, A,u+ Bvt CG, 
agi Bt ange pa Giga 


Diese Relation ist linear in w,, v,. Sie bestimmt alle Geraden (1, 0), 
welche durch den Punkt mit den Coordinaten 
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Ajwt Bvt ¢, A,u + B,v + 0, 
(18) = Bee a Tahoe 
gehen. Alle Punkte (#, y) auf den Geraden (wu, v) gehen also tiber 
in alle Geraden (w,, v,) durch den Punkt, welcher diese Coordinaten 
X14, Y¥, hat. Ey muss dies also der Punkt sein, in welchen die Gerade 
(w, v) durch die gesuchte Operation tibergeftihrt wird, da vereinigt 
hegende Punkte (#, y) und Geraden (w, v) in vereinigte Geraden und 
Punkte tibergehen sollen. Mit anderen Worten: die Gleichungen (18) 
mtissen die Transformation (16) darstellen. Die @, B, y sind also 
nichts anderes als die Unterdeterminanten A, B, C. 


Theorem 23: Die allgemeinste analytisch ausdrichb are jemeinen 
Abbildung von Punkten (x, y) und Geraden (u, v) in Geraden Pralitit. 
(u,, v,) und Punkte (x,, y,), bei welcher alle Punkte einer Ge- 
raden in ein Strahlenbiischel, ferner ein Strahlenbischel in 
alle Punkte einer Geraden und tiberhaupt vereinigt liegende 
Punkte und Geraden in vereinigt liegende Geraden und Punkte 


tibergefiihrt werden, hat die Form: 


P Ge rhyte : 2 OE OLY Gy 

; a,% + bsy + ¢,’ BN Ge ete OF ey’ 
a AS eS A,u + Byv + C, 
aS Pas Uf 


PC Sy ee ee, Ajuee Biociaow 


Hierin bedeuten die a, b, ¢ beliebige Zahlen, deren Determi- 
nanté 2 -+ a,b,c,+=-0 ist, waihrend A;, B;, C,; die eweirethigen 
Unterdeterminanten dieser Determinante hinsichtlich a;, bj, ¢; 
sind. 

Wir bezeichnen diese Operation als die allgemeine Dualitét 4. Die 
obige specielle Dualitit D geht aus ihr hervor, wenn a,—0,—=¢,=1 
und alle anderen Coefficienten gleich Null gesetzt werden. 


Die allgemeine Dualitét 7 lasst sich noch in mehr symmetrischer 
Weise darstellen. Aus der Gleichung (15) und aus 


Ue, + YY, +1 =O 
folgt namlich : 


(19) (@2+by+ C1) @, + (dg@ + boy + Cy) yy + (43% + bsy + ¢3) = 0. 


Dies ist eine bilineare Gleichung in x, y und a, y, Halten wir a, y 
als gegeben fest, so stellt diese Gleichung in Punktcoordinaten 2, y, 
die Gerade dar, in welche der Punkt (x, y) vermége 4 tibergeht. 
Halten wir 2,, y, fest, so stellt sie eine Gerade dar, an welche der 
Punkt (a, y) gebunden ist, nimlich die Gerade: 


Aquatio 
directrix. 


> 


Dualitit mit 
symmetr. 
Deter- 
minante. 
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(4,0, - G4 + 3) % El (b, a, + boy, + b3)y + (e¢, + @Y, + C3) = 0, 
also die Gerade mit den Liniencoordinaten 


u 8, +E Oe, + 4a, ies by a, + by, + 85 Z 


C2, + CY, + 6, ’ CH, + OY, + 
Diese Gleichungen aber geben aufgelést: 
A,u+ Byv+ C, A,u + Biv + C, 


wy mare AC ae Biv + 02 1 ea + Bot Cx? 


d. h. die Gleichungen (18), welche ausdriicken, wie die Geraden (w, v) 
in Punkte (a, y,) bei 4 verwandelt werden. 

Die bilineare Gleichung (19) liefert somit alle vier Gleichungen 
der Dualitit und ist ibr durchsichtigster Ausdruck. Sie heisst die 
Aquatio directrix der Dualitit 4. Zu bemerken ist, dass jede in w, y 
und in @, y, lineare Gleichung, die a, y, #,, y, simtlich wirklich enthalt, 
eine Dualitét reprasentiert. Man braucht sie ja nur mit (19) zu ver- 
gleichen und kann dadurch die Verhiltnisse der a, b, c bestimmen. 

Schliesslich lisst sich auch die Aquatio directrix (19) in tiber- 
sichtlicher Form so schreiben: 


Ay i Oe 

ee New oe 1 Oe) 
( 19’) 2 2 : y aoe 0, 
Lecter WE Sik | 

ne oe LO | 


wie man leicht sieht, wenn man bedenkt, dass bekanntlich B, C, — 
B,C; = a, & + a,b,¢, u. 8. w. ist. 


Ist die Aquatio directrix symmetrisch hinsichtlich x, y und 2, y;, 
sodass sie sich nicht andert, wenn x, y mit x,, y, vertauscht werden, 
ist also die Determinante 2 +- a,b,c, symmetrisch hinsichtlich ihrer 
Hauptdiagonale, so giebt die Auflésung von (15) und (18) nach w, v 
und w, y wieder bei Form (15), (18). Die Auflésung kann also ein- 
fach dadurch hergestellt werden, dass man in (15) und (18) die 
Ww, V, ©, y mit u,, %,, L,, y, vertauscht. 

Alsdann liefert die zweimalige Ausfiihrung der Operation 4 nach 
einander wieder die urspriinglichen Figuren. Denn geht der Punkt p 
bei 4 in die Gerade g, tiber, so geht alsdann bei nochmaliger Aus- 
ftihrung von 4 die Gerade g, wieder in den Punkt p tiber. Die gwei- 
malige Ausfiihrung emer symmetrischen Dualitiét A lefert mithin die 
Identitat. 

Zu diesen symmetrischen Dualitiiten gehért auch die specielle D, 
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wie schon ihre Gleichungen (14) zeigen, die durch Vertauschung von 
©, Y, U, v mit a, yy, Uy, Y% nicht geaindert werden. 

Jede Dualitiit mit symmetrischer Determinante liisst eine einfache 
und wichtige geometrische Deutung zu: Betrachten wir niimlich den 
Kegelschnitt : 


Aa Eee Coen 
Ay, By Gy 
20 ees = 
ay | 4s 15 5 om “ 
pacer sew <a ft) 


so kénnen wir an ihn vom Punkte (a, y) aus zwei Tangenten ziehen. 
Alsdann ist bekanntlich fiir den Beriihrpunkt (a,, y,) jeder derselben: 


ae BO, | AND Ca 

A BQ Y% A, B, G, y 
er ep) gorse re (| =e 
| a a a Dimes al oO 


oder, da "jetzt die Determinante 2 -++ 4, B,C, symmetrisch sein soll 
also beide Glieder iibereinstimmen: 


? 


Doe er oa 
A, B, G y | 
ea eam age 
ae 


Diese Gleichung wird von jedem der beiden Beriihrpunkte, also von 
jedem Punkte (7, y,) der Beriihrsehne, welche bekanntlich die Polare 
des angenommenen Poles (#, y) heisst, erfiillt. Andererseits stellt 
(19’) die Gerade in Punktcoordinaten z,, y, dar, in welche der Punkt 
(x, y) vermége der Dualitiit iibergeht. Da (19’) mit obiger Gleichung 
zusammenfallt, so folet: Mine Dualitdt mit symmetrischer Determinante 
fiihrt jeden Punkt p tiber in seine Polare g, hinsichtlich des Kegel- 
schnittes (20). (Fig. 26.) 

Da die Gleichungen dieser Dualitat un- 
geindert bleiben, wenn 2, y, u, v mit %,, 
Yi) U4, Y, Vertauscht werden, so folgt, dass 
die Dualitit auch jede Gerade in ihren Pol 
hinsichtlich des Kegelschnittes (20) verwandelt. 

Satz 6: Line Dualitdt mit symmetrischer 
Determinante verwandelt jede Figur im die 
polare hinsichtlich eines gewissen festen Kegel- 
schmittes. 


jt 


Fig. 26. 


Polaritiit. 
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So fiihrt die specielle Dualitit D jede Figur in ihre polare hin- 
sichtlich des (imaginiren) Kegelschnittes: 
ote +130 7 
tiber. Wir bemerkten schon friiher, in § 4 des 3. Kap., dass wir die 
elementare analytische Theorie der Kegelschnitte als bekannt voraus- 
setzen. In dieser werden auch die Beziehungen zwischen Pol und 
Polare erédrtert. Zur Vermeidung von Irrtiimern méchte nur noch her- 
vorzuheben sein, dass jeder reelle Punkt bei vorgelegtem reellen 
Kegelschnité eine reelle Polare hat, wenn auch die Bertihrpunkte der 
Tangenten yon dem Punkte an den Kegelschnitt fiir innere Punkte 
imaginir werden. 


Frat al: Kehren wir wieder zur allgemeinen Dualitét J zuriick. Hrinnern 


i ir uns daran, dass erstens das Doppelverhdltnis von vier Punkten 

Dualitit. einer Geraden gleich dem ihrer Abscissen oder Ordinaten, zweitens 
das von vier Geraden durch einen Punkt gleich dem ihrer Abschnitte 
auf einer Axe, also auch gleich dem ihrer Liniencoordinaten w oder v 
ist, und,dass drittens das Doppelverhiltnis ungeindert bleibt bei einer 
Transformation, welche die neuen Verinderlichen als linear gebrochene 
Functionen der urspriinglichen mit demselben Nenner darstellt, so folgt 
unmittelbar : 

Satz 7: Ber eimer Dualitdt gehen vier Punkte einer Geraden in 
vier Geraden durch einen Punkt mit demselben Doppelverhdlinis tiber, 
und umgekehrt. 

Da wir nun friiher die Kegelschnitte rein projectiv definiert haben 
(vgl. Satz 17, 18, 19 in § 4 des 3. Kap.), so folgt hieraus weiter: 

Satz 8: Hine Dualitdt fiihrt die Punkte eines beliebigen Kegel- 
schnittes in die Tangenten eines neuen Kegelschnittes und die Tangenten 
der ersteren in die Punkte des letateren tiber. 

Insbesondere lehrt also Satz 6, dass die polare Figur eines Kegel- 
schnittes hinsichtlich emes festen Kegelschnittes stets wieder ein Kegelschnitt ist. 

Auch folgt, wenn p der Pol der Geraden g, hinsichtlich eines 
Kegelschnittes ist, wie in Figur 26, und wenn eine Gerade durch p 
den Kegelschnitt in a@ und b, die Polare g, in q trifft, dass bei der 
polaren Umformung die vier Punkte a, p, b, q in vier Geraden durch 
einen Punkt tibergehen, niimlich a in die Tangente a von a, p in die 
Polare g,, 6 in die Tangente 6 von b und gq in eine Gerade h durch p. 
Die Geraden @, g,, 8, h miissen simtlich durch einen Punkt gehen. 
Ferner muss nach Satz 7 das Doppelverhaltnis (apbq) = (ag, Bh) sein. 
Letzteres Doppelverhaltnis ist aber nach Satz 1, § 1 des 1. Kap., gleich 
dem der Punkte a, q, b, p, sodass kommt: 
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(apbq) = (aqbp). 
Die rechte Seite ist gleich dem reciproken Wert von (apbq). Daher ist 
(apbq) = — 1, 


denn (apbq) = 1 wiirde aussagen, dass zwei der vier Punkte zu- 
sammenfallen. Also folgt, dass jede Gerade durch einen Punkt p von 
der Polaren dieses Punktes so in einem Punkte q geschnitten wird, 
dass p, q harmonisch getrennt werden durch die Schnittpunkte der 
Geraden mit dem Kegelschnitt. Abhnlich liessen sich noch andere auf 
die Polarentheorie beziigliche Siatze ableiten. 


§ 4. Ausfiihrung von Dualititen und projectiven Punkttrans- 
formationen nach einander. 


Fiihren wir irgend ewe: Dualititen 4, und 4, nach einander aus, , Art 


einander- 


so geht ein Punkt zunichst bei 4, in eine Gerade, alsdann diese Gertige ee 
rade bei 4, wieder in einen Punkt iiber. Ferner geht eine Gerade 

bei 4, in eimen Punkt, darauf dieser Punkt bei 4, wieder in eine 

Gerade iiber. Uberdies gehen ein Punkt und eine durch ihn gehende 

Gerade bei 4, in eine Gerade und einen Punkt auf ihr, diese bei 4, 

in einen Punkt und eine hindurchgehende Gerade iiber. 

Die Aufeinanderfolge zweier Dualititen 4,, 4, kann folglich er- 
setzt werden durch eine gewisse Punkttransformation, welche Geraden 
in Geraden iiberfiihrt, d. bh. durch eine projective Transformation P, 
was wir symbolisch ausdriicken: 

Eee Te 


Insbesondere ist, wie wir schon bemerkten, die Wiederholung 
einer Dualitét mit symmetrischer Determinante der Identitiét ‘iquiva- 
lent, so auch die der speciellen Duaiitat D: 


OO Dis= 1. 


Ferner lasst sich jede Dualitat 4 umkehren. So ergiebt sich die Inverse 
zur Dualitat des Theorems 23 inverse Operation, wenn man die Glei- 
chungen dieses Theorems nach w, v, z, y auflést und %, y,, m%, v, als 
die urspriinglichen Coordinaten auffasst. Diese inverse Operation ist 
wieder eine Dualitat. Wir bezeichnen sie symbolisch mit J7'. 

Uberhaupt ist zu beachten, dass die symbolische Bezeichnungs-Symboliscno 


weise der Punkttransformationen sich ohne weiteres auf die der Dualli- mg dr 
taten ausdehnen lasst, obgleich die Dualititen ganz andere Operationen 
sind. Es liegt dies darin, dass jene Bezeichnungsweise tiberhaupt fiir 
beliebige Operationen, denen man die Gebilde unterwerfen kann, ge- 


eignet ist. Wir werden also auch schreiben kénnen: 
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i ae 
d. h. die Aufeinanderfolge einer Dualitiit und der inversen giebt die 
Identitéit. Aus 4 


DD =1 
folgt, wenn wir beiderseits noch D~! ausiiben: 
De= Dh 


d. h. die zur speciellen Dualitit inverse stimmt mit ihr tiberem, was 


uns nichts neues ist. 


ie Nun wissen wir, dass die Aufeinanderfolge der speciellen Dualitat 

ualitiit :, : was id ‘ E 

speciale D und einer allgemeinen Dualitiit 4 einer projectiven Punkttransfor- 
aus aer 


speciellon. mation P aquivalent ist: 


DA = P. 
Fiihren wir hier beiderseits links D aus, so kommt: 
DDA = DP 
oder, da DD = 1 ist: 
Lh cas DP 


In Worten: 

Satz 9: Jede Dualitit ist dquivalent der Aufeinanderfolge der spe- 
ciellen Dualitdt und emer projectiven Punkttransformation. 

Aus der Formel 

4, A, = is, 
welche aussagt, dass die Aufeinanderfolge zweier Dualitiiten einer ge- 
wissen projectiven Transformation aquivalent ist, folet, wenn wir 
beiderseits 4,—1 links oder 4,—1 rechts ausiiben: 
A= 3 Po PA 

Wir fassen unsere Hrgebnisse so zusammen: 

Satz 10: Bezeichnen A4,, 4,... Dualititen und Pz, Pe ... pro- 
jectwe Punkttransformationen, so gelten Beziehungen von der Form: 

Po Pe = Py Pedeg= A, AgPa= Ay, Ade =e. 


Auch sind dann 4,~*, Ay~*... Dualitaten und P,—', Ps}... pro- 
jective Punkttransformationen. Die Aufeinanderfolge einer Anzahl von 
projectiven Punkttransformationen und Dualititen ist also einer einzigen 
projectiven Punkttransformation oder emer einzigen Dualitét dquivalent, 
Je nachdem die Anzahl der vorkommenden Dualitiiten gerade oder un- 
gerade ist. 

Betrachten wir also die Gesamtheit aller Dualitaten und pro- 
jectiven Transformationen der Ebene, so finden wir, dass dieser Schar 
von Operationen die Eigenschaft zukommt, dass die Aufeinanderfolge 
zweier Operationen der Schar wieder eine Operation der Schar ist. 
Diese Schar besitzt also die Gruppeneigenschaft. 
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Satz 11: Der Inbegriff aller projectiven Punkttransformationen und _Grrre 


aller proj. 


aller Dualititen der Ebene bildet eine Gruppe von Operationen mit paar- "rnstor- 


mationen 


weis mversen Operationen. und 


Dualitiiten. 
Wir lernen hiermit eine Gruppe von Operationen kennen, die 


wohlbemerkt keine Punkttransformationsgruppe ist, da sie die Punkte 
nicht immer in Punkte verwandelt. 


Es mége nun 7’ eine bestimmte projective Punkttransformation Ausfithrang 


einer 


bedeuten, wihrend 4 irgend eine Dualitit sein soll. Wir wollen die Duatitit 


auf eine 


Dualitéit A auf T ausiiben und miissen vorerst erkliiren, was dies projective 
heisst: Z' wird die Punkte » und Geraden g der Ebene in neue Punkte ae 
p und Geraden g’ iiberfiihren. Nun wollen wir die Dualitét 4 sowohl 
auf die urspriinglichen Punkte und Geraden p, g als auch auf die 
neuen Punkte und Geraden yp’, g’ ausfiihren. Die p und g werden bei 
A in gewisse Geraden g, und Punkte p,, die p’ und g’ in gewisse Ge- 
raden g, und Punkte p,’ abgebildet. Wir kommen also zu einer Opera- 
tion, bei welcher den Punkten p, und Geraden g, der Ebene die Punkte 
p, und Geraden g, zugeordnet sind, und wissen, dass diese Operation 
eine projective Punkttransformation 7” ist. Um ihren symbolischen 
Ausdruck zu erhalten, bedenken wir, dass wir den Ubergang von den 
Pi> 9, za den p,, g, auch so herstellen kénnen: p, und g, werden von 
A— in g und p, diese von J in g’ und p’ und letztere endlich von 
A iv p, und g, iibergefiihrt. Die Aufeinanderfolge von 4—*, T und 
A leistet mithin dasselbe wie 7”. 
Satz 12: Fiihrt man auf eine projective Punkttransformation T der 
Ebene eine Dualitiit 4 aus, so erhdlt man die projective Punkttrans- 


formation: _ 
Tas AST A. 


Es mége nun eine continuierliche projective Gruppe Zu, Z,... 
mit paarweis inversen Transformationen vorliegen, und es sei: 


fb iyo 
Wenn eine Dualitét / auf alle Transformationen der Gruppe ausge- 
fiihrt wird, so gehen sie tiber in neue projective Transformationen: 
Gea Ad, Tres AT, A, 


Alsdann ist: 
TT; = ADTLAA TA = A A 


oder, da 7,7, = T, ist: 
ee WE Aa To 


Tie, Continuierliche Gruppen. 


17 
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Die neuen 7” bilden folglich ebenfalls eine Gruppe und zwar offenbar 
auch eine continuierliche. Wenn ferner auf 


T= 47,4 
beiderseits links 4 und rechts J—1 ausgefiihrt wird, so kommt: 


AT AALS 
His ist also: 

fs PS 
und, wenn 7; zu ZY, invers ist: 

T; = AT; AS, 
daher wegen 7’,7; = 1 auch 


ATA ln ieee hs 
oder 
AT, 17; 4-*= 1. 
Fiihren wir hier beiderseits links 4-1 und rechts 4 aus, so kommt: 
TiS ore 


also sind auch 7, und 77,’ invers. Ist endlich 7, infinitesimal, so ist 
offenbar auch 4-174 infinitesimal. Somit finden wir: 

Satz 18: Lvihrt man auf alle Transformationen einer continwer- 
lichen projectiven Gruppe der Ebene mit paarweis inversen Transforma- 
tionen eme Dualitit aus, so ergiebt sich wieder eine continmerliche pro- 
jective Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. Dabei gehen die 
infinitesimalen TLransformationen der urspriinglichen Gruppe im die der 
neuen vber. : 

Die projective Transformation 7”, die aus einer vorgelegten pro- 
jectiven Transformation 7 durch Ausfiihrung einer Dualitit 4 hervor- 
geht, also die Transformation 


Es as 


Dualistischohennen wir eine zu 7’ dualistische Transformation. Nach Satz 13. ist 

Transform, : : . . 

dann klar, was unter eimer zu einer gegebenen projectiven Gruppe 
Dualistischedualistischen Gruppe zr verstehen ist. 

ITUpPe, 3 * & 

Hine Verwechselung der Begriffe ,zu einer Transformation dua- 

listische Transformation“ und ,,Dualitat“ ist kaum. zu_befiirchten. 

Erstere stellt eine Punkttransformation vor, die Geraden in Geraden 


iiberfiihrt, letztere eine Operation, die Punkte und Geraden vertauscht. 


Borerienia Nehmen’ wir an, eine projective Transformation 7’ lasse irgend 
FODILAG HC 


dualist. ein Gebilde 2” invariant: 


Gruppe. 


‘a 
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so folet leicht, dass auch jede zu 7 dualistische Transformation 
T’= A~'TA ein gewisses Gebilde invariant lisst, dasjenige Gebilde 
F" nimlich, das aus F durch Austibung der Dualitiit 7 hervorgeht: 
(F’) = (F)4. 
Denn es ist: 
(PUT =) 474 = (F) 4484 = (F)T4 = (F)4 = (F). 

Also folgt auch allgemein: 

Satz 14: Liisst eine projective Gruppe ein gewisses Gebilde F in- 
variant, so liisst auch diejenige Gruppe, die aus der vorliegenden durch 
Ausiibung einer gewissen Dualitiit A hervorgeht, ein gewisses Gebilde F’ 
variant, dasjenige ndmlich, das aus F' durch Ausiibung von A entsteht: 


(F') = (BF). 


In § 4 des 4. Kap. sprachen wir von allen projectiven Trans- 
formationen, die ein gewisses Gebilde in Ruhe lassen, und zeigten, 
dass dieselben eine Gruppe bilden, die also durch Angabe des in- 
varianten Gebildes vollstiindig definiert ist. Offenbar kénnen wir nun 
hinzufiigen : 

Satz 15: Ist eine projective Gruppe definiert als der Inbegriff’ aller 
projectiven Transformationen, die ein gewisses Gebilde F in Ruhe lassen, 
so ldsst sich die vermige der Dualitéit A zur Gruppe dualistische Gruppe 
defimeren als der Inbegriff aller projectwen Transformationen, die das 
aus EF vermige A hervorgehende Gebilde im Euhe lassen. 


Denken wir uns nun schliesslich, es sei eine projective Gruppe Gi Bestimmgn 
vorgelegt, und wir wiinschen alle zu ihr dualistischen Gruppen zu be- Gruppen. 
stimmen. Da nach Satz 9 jede Dualitét durch die Aufeinanderfolge 
der speciellen Dualitiét D und einer projectiven Transformation er- 
setzt werden kann, erhalten wir die dualistischen Gruppen, wenn 
wir auf G zunichst D und alsdann irgend eine projective Transfor- 
mation ausiiben. Indem wir zunachst auf G die specielle Dualitat D 
zur Ausfiihrung bringen, erhalten wir eine bestimmte dualistische 
Gruppe I. Jede andere zu G dualistische Gruppe geht alsdann da- 
durch hervor, dass wir I irgend einer projectiven Transformation 
unterwerfen, kurz, alle zu G dualistischen Gruppen sind ,innerhalb der 
allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene gleichberechtigt“ mit der 
Gruppe I, wenn wir uns einer gelegentlich eingefiihrten Bezeichnungs- 
weise bedienen, die wir allerdings friiher nur fiir die eingliedrige 
Gruppe benutzten. (Vgl. § 2 des 3. Kap.) 

Ey wird sich also nur darum handeln, die Gruppe I zu finden, “Ger spec. 


Dualitit auf 


die aus G durch die specielle Dualitit hervorgeht. Zu dem Zweckeine Gruppe. 
17# 


Die bei der 
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bedenken wir, dass die specielle Dualitét (14) des § 2 darin besteht, 
dass Punkt- und Liniencoordinaten mit einander vertauscht werden. 
Die infinitesimalen Transformationen der Gruppe I ergeben sich also 
dadurch, dass wir die infinitesimalen Transformationen, welche die 
Liniencoordinaten bei ihnen erfahren, bestimmen. Dies geschieht nach 
der in § 1 gegebenen Methode, indem an Stelle der dortigen Function 
2 die Function 
2=ue+vy+1, 
an Stelle der dortigen a,, a,.. hier uw, v treten. Im letzten Beispiel 
des § 1 haben wir ein specielleres derartiges Problem behandelt. Wir 
ersparen uns daher hier die Rechnung und geben nur das Resultat an: 
Es ergiebt sich, dass die acht infinitesimalen projectiven Transfor- 
mationen durch Hinzunahme der Transformationen der Liniencoordi- 
naten diese werden: 


of 2 OF of 
AG + U Bh + LOE! 
of Of | 9 OF 
oy a Oe oe aa? 
of of 
ax Aba : ay iG a? 
has i id 
Voy ° Oe? 
of of 
voy ==" Da? 
ar Baie es, 
Yom “ G0? 
of of of 
2 OF Rs Aa 
v Oa a ey oy Ou’ 
of > of of 
Le, ee Oy zh Ae 
Indem wir nun w#, v als neue Punktcoordinaten verwerten, sehen 
wir, dass die infinitesimale Transformation 4 vermége der Dualitat D 
iibergeht in oe xy oe u. s. w. Bezeichnen wir mit ~ die Worte 


,dualistisch vermége D mit“, so kénnen wir also die folgende Tafel 
zusammenstellen : 
p~ap+ayq, qrayp+y'q, 
xp ~ — xp, YO a G's 
xg ~ — Yp. 
Die rechts und links vom Zeichen ~ gtehenden Transformationen 


kénnen in dieser Tafel mit einander vertauscht werden, da die specielle 
Dualitiit D symmetrisch, also D-1 = D ist. 
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Ist z. B. die vorgelegte Gruppe G die Gruppe aller projectiven 
Transformationen, die den Anfangspunkt in Ruhe lassen (vgl. § 4 des 
4. Kap.): 

UP, YP, XG, Yd, wp+ayg, wypt+y'q, 
so ist die vermége D dazu dualistische Gruppe I nach unserer Tafel 
diese : 
2p, ©Y, YP, YG, PD, 4, 

d. h. die Gruppe aller linearen Transformationen. G ist definiert als 
Inbegriff aller projectiven Transtormationen, welche den Anfangspunkt 
in Ruhe lassen, I’ als der aller, welche die unendlich ferne Gerade in 
Ruhe lassen. D aber fiihrt gerade den Anfangspunkt in die unendlich 
ferne Gerade tiber. Denn man erhiilt allgemein die Gerade g, in welche 
ein Punkt p bei D iibergeht, indem man auf dem Radius vector von 
p in einem solchen Abstand vom Anfangspunkt das Lot g errichtet, 
dass das Product aus Radius vector und Abstand gleich — 1 ist, 
sodass also p und g auf entgegengesetzter Seite vom Anfangspunkt 
hegen. Riickt p in den Anfangspunkt, so wird g unendlich fern. Wir 
haben hier also eine Bestitigung unseres Satzes 14 in einem Beispiele 
gefunden. 


Kapitel 11. 
Bestimmung aller projectiven Gruppen der Ebene. 


Wir sind nunmehr soweit ausgeriistet, um alle projectiven Gruppen 
der Ebene zu bestimmen und durch projective Umformung, d. h. durch 
Einftihrung neuer Verinderlicher vermége passender projectiver Trans- 
formationen, auf typische Formen zu bringen. Bei Hrledigung dieses 
Problems haben diejenigen infinitesimalen projectiven Transformationen, 
welche zum Typus g (vgl. § 3 des 3. Kap.) gehdren, besondere Be- 
deutung. Da wir also von ihnen mehreres zu sagen haben werden, 
so erscheint eine kurze Bezeichnung fiir diese angebracht. Man nennt 
sie hin und wieder ausgeartet perspective Transformationen, wir wollen 
sie aber kiirzer als Hlationen bezeichnen*). 


*) Es mag hier hervorgehoben werden, dass auch bei Untersuchungen in » 
Veriinderlichen tiber projective Gruppen, die eine grosse Anzahl Parameter ent- 
halten, die Betrachtung der in ihnen enthaltenen Elationen sehr oft fruchtbar ist. 


Elation. 


262 Ea Kapitel 11, § 1. 


§ 1. Bestimmung aller mehr als viergliedrigen projectiven Gruppen. 


Unter Elationen verstehen wir die infinitesimalen Transformationen 
der Ebene, welche innerhalb der allgemeinen projectiven Gruppe mit 
der infinitesimalen Translation gq gleichberechtigt sind, also aus dieser 
durch Hinftihrung neuer Veranderlicher vermége projectiver Transfor- 
mation hervorgehen. Das invariante Punkt- und Geradengebilde einer 
Elation besteht nach § 4 des 3. Kap. aus allen Punkten einer Geraden 
und aus allen Geraden durch einen auf der ersteren Geraden gelegenen 
Punkt. (Siehe Fig. 27.) Es ist demnach charakterisiert durch jene 
Gerade und diesen Punkt auf ihr, 
durch den Inbegriff einer Geraden 
und eines auf ihr liegenden Punktes, 
wir sagen: durch ein Lanienelement. 
Umgekehrt ist eine Elation durch 
ihr invariantes Punkt- und Geraden- 
gebilde vollig definiert. Geometrisch 
ist demnach eine Elation véllig be- 
stimmt, sobald man ihr Linienelement 
angegeben hat. 

Hs sind mehrere Falle denkbar: 

Liegt die Gerade des Linienele- 

Fig. 27. mentes unendlich fern, so ist die Ela- 
tion eine Translation ap + bq. Liegt 
nur der Punkt unendlich fern, die Gerade aber sonst im Endlichen: 


do + py +v=0, 
so ist jede Parallelgerade bei der Hlation invariant, insbesondere also 
auch die unendlich ferne Gerade. Die Elation ist daher zuniichst 
linear (Satz 10, § 3 des 3. Kap.): 

(ax + by + c)p + (dx + ey + f)q. 
Da jeder Punkt der Geraden 4x + wy + v = 0 invariant bleiben soll, 
so mtissen aw + by +c und dz + ey +f proportional dv + uy+v 
sein, sodass das Symbol die Form annimmt: 

(Ax + wy + v) (ep + Bq). 
Nun muss noch 0(A#-+ wy) gleich Null sein vermége 2a + wy = Const. 
Ks ist also 4a + wf gleich Null, daher: 
a:B =—w:A, 

sodass endgiiltig das Symbol der Elation go lautet: 


(Av + wy + v) (up — aq). 
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Wenn drittens — und dies ist der allgemeine Fall — Punkt und 
Gerade des Linienelementes im Endlichen liegen, der Punkt an der 
Stelle (a), y), die Gerade an der Stelle: 


A(x — %) + wy — YH) = 0, 
so wird die Elation durch Einfiihrung never Veriinderlicher 

= L — My, Y¥=Y¥—Y 
in eine solche iibergefiihrt, bei welcher der Anfangspunkt und die 
Gerade 

Az + wy = 0 

das Linienelement bestimmen. Jeder Punkt dieser Geraden bleibt in- 
variant, wenn die Incremente der Coordinaten vermége au + wy = 0 
verschwinden, sodass die Elation als projective Transformation zu- 
naichst ein Symbol hat von der Form: 


(Az + wy) ((a+ y%)p+ (B+ vy)Q. 


Jede Gerade y — Const. % = 0 soll invariant bleiben. Es ist folglich 
a= 60. Setzen wir wieder: 
GL ty, Y=Y TY» 
so ergiebt sich das gewiinschte Symbol der Elation: 
(1) (A(@ — a) + Ly — yo)) (@ — %)P + Y — ¥)9)- 

Da zu jedem Linienelement — Inbegriff von Punkt und hindurch- 
gehender Geraden — eine und nur eine Elation gehoért, so giebt es 
gerade oo* Elationen iiberhaupt. 

Man kann sich fragen, ftir welche Werte der Constanten a, b..k 
die allgemeine infinitesimale projective Transformation 
Uf=ap+bq+cap+dypt exg+gy¢+h(e'p+xyq) +h(cyp+yq) 
insbesondere eine Elation vorstellt. Es miissen sich dafiir — da es 
oo’ infinitesimale projective Transformationen Uf -giebt — gerade 
7 —3—4 homogene Bedingungen zwischen a, b..k ergeben. Wir 
erhalten sie, indem wir Uf mit der allgemeinsten Elation (1) ver- 
gleichen. Zuniichst kommt: 

Amy? + UXoYo = 4, Ay Yo + UY) = 9, 


= 21%) — by = 0, — 26% — IAM = 9 
— Wt) = a, — AY = @, 
A=h, wk. 


Eliminieren wir hieraus 2, @, %, Yo, 80 ergeben sich diese Be- 


dingungen : 
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®, =2dh? — chk + eh’? =0, 
®, = dh? — ghk+ 2eh =0, 
®, = @h? — ahk? + dek? = 0, 
®, = edh? — bWk+ hh =0. 


Doch wurde hierbei vorausgesetzt, dass h und & nicht beide ver- 
schwinden. Sind h und & beide Null, so ergiebt der Vergleich mit 


(Ax + wy + v) (up — Aq) 


offenbar noch drei Relationen, da es oo® lineare Uf giebt, aber co* Ela- 
tionen mit unendlich fernem Punkt vorhanden sind. Im allgemeinen 
aber, wenn Uf nicht linear ist, werden die Elationen Uf durch vier von 
einander unabhiingige Relationen B®; = 0 zwischen a, b..k bestimmt. 


Anzahl der oi : er PAL: oie i 
anaes Es mége nun eine r-gliedrige projective Gruppe G, der Hbene 


in einer pro-(y — 8) yorlieven. Ihre oo”—! infinitesimalen Transformationen sind 
oO ? 


jectiven 


wuppe- wje wir wissen, aus 7 von einander unabhingigen ableitbar in der Form 
3 eo at >} 


Of = ¢, U,f = --<Pietey: 

Die Coefficienten a, b..k der Uf sind demnach lineare homogene 
Functionen der ganz willkiirlichen ¢,..¢,. Zwischen ihnen bestehen 
also 8 — r Relationen, die frei von ¢,..¢, sind. Sobald a, b..k diese 
8 —yr Relationen erfiillen, ist umgekehrt die zugehérige Uf linear 
aus U,f...U,f ableitbar, Aus allen oo’ infinitesimalen projectiven 
Transformationen Uf werden also die der Gruppe G, angehérigen da- 
durch herausgehoben, dass man ihre Coefficienten a, b..k gewissen 
8 —yvr homogenen Relationen unterwirft. 

Pistons? Die infinitesimalen Transformationen einer 7-gliedrigen projectiven 

Gruppe. G, sind also durch eine homogene Relation. ¥ = 0 zwischen a, b..k 
definiert. Andererseits sind alle co® Elationen Uf durch vier homo- 
gene Relationen 0, = 0, ©, = 0, © —0, O, = 0 zwischen a, b..k 
definiert. Ist nun & = 0 eine Folge dieser vier Gleichungen ®; = 0, 
so folgt, dass G, alle oo® Hlationen, also auch diejenigen mit unend- 
lich fernem Linienelement oder unendlich fernem Punkt, enthalt. Ist 
dagegen “== 0 yon jenen Gleichungen unabhiingig, so enthilt G, 
nur oo” Klationen. Im ersteren Fall muss die G, insbesondere die 
Hlationen 


P, 9, @p+ aya, xcyp + y’q¢ 


enthalten. Nach dem Hauptsatz enthalt sie dann auch die durch 
Klammerbildung hervorgehenden 


2ep+ yd, «g, “p+ 2yq, yp, 
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d. h. tiberhaupt alle infinitesimalen projectiven Transformationen, was 
damit in Widerspruch steht, dass G, nur 7-gliedrig ist. Hine pro- 
jective G, kann somit gerade mu co? Elationen enthalten. Der Fall, 
dass h und & beide in der G, stets Null sind, kommt ja ebenfalls 
hier nicht in betracht, da sonst offenbar die Gruppe nur 6-gliedrig 
wire. Wir kénnen auch sagen: Die allgemeine projective Gruppe Gs 
ist die einzige, die alle co*® Elationen enthéilt. 

Hine projective G, enthilt o* oder co’ Elationen, denn bei ihr 
sind a, 6..k an zwei Relationen B, =0, #,—=0 gebunden. Sind 
sie von ©, = 0, .. ©, =O unabhingig, so giebt es nur coi? = oo! 
Elationen in der G,, ist eine abhingig, so giebt es co?! == oo? Hla- 
tionen. Wiren beide abhingig, so wiirde G, alle co® Elationen ent- 
halten, was nach Obigem unméglich ist. Auch im Fall, dass h und 
k fiir alle Uf der G, Null sind, ist diese Betrachtung richtig, denn 
dann ist die G, die allgemeine lineare Gruppe mit co? Hlationen. 

EHbenso sieht man leicht ein, dass eime projective Gs gerade co? 
oder oo' oder co® (d. h. eine discrete Anzahl) Elationen und zwar im 
letazteren Falle, da die a, b..k sich aus homogenen Gleichungen be- 
stimmen, sicher mindestens eine Elation enthdlt. Wenn h und k beide 
Null sind bei allen Uf der G;, so besteht zwischen den iibrigen 
a, b...g eine homogene Relation infolge der Gruppeneigenschatt, 
wibrend fiir die Hlationen noch drei homogene Relationen hinzutreten. 
Demnach enthilt eine fiinfgliedrige lineare Gruppe auch (und zwar 
mindestens oo') Elationen. 

Satz 1: Die einzige projective Gruppe, welche alle ~* Elationen 
enthalt, ist die allgemeine achtgledrige. Eine siebengliedrige muss gerade 
co”, eine sechsglicdrige co” oder cot und eine fiinfgliedrige oo” oder co! 
oder wenigstens eine oder einige Elationen enthalten. 


1. Beispiel: Die allgemeine lineare Gruppe 


[se] 

Py 4, ©P, YP, ©4, YY 3 

enthilt alle oo? Elationen mit unendlich fernem Punkte. Wir * 

stellen sie in Figur 28 schematisch dar, indem wir jede Ela- g 

tion durch ihr zugehoériges Linienelement andeuten. * 

2. Beispiel: Bei der Gruppe, bestehend aus allen pro- - 

jectiven Transformationen, welche den Anfangspunkt in Ruhe 

lassen: ak 
“Pp, YP, @4, Yd, Vp + ayq, syp+r yg ee 


giebt es keine Elation mit Linienelementen, deren Geraden unendlich 
fern sind. Wohl aber giebt es hier Elationen mit unendlich fernem 
Punkte, nimlich alle diese: 


Sechs- 
gliedrige 
Gruppe. 


Piint- 
gliedrige 
Gruppe. 


Beispiele. 


Figur 
der Linien- 
clemente 
der 
Hlationen. 
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(Aa + wy) (up — 44); 
sowie alle Hlationen 
[A(@ — %) + ey — H) IL — %) p+ Y— Hal, 
bei denen 
Ay + UY = 9 

ist. Demnach enthilt die Gruppe nur solche Elationen, deren Linien- 
elemente simtlich als Geraden Strahlen vom Anfangspunkt aus haben. 
Diese Linienelemente sind also wie in Figur 29 angeordnet. Das von 

diesen Linienelementen erzeugte geometrische Gebilde 


ps ist ein Strahlenbiischel vom Anfangspunkt aus, und 
Pte; dies Biischel wird von allen Transformationen der 
g gee Gruppe in sich tibergefiihrt. Dies deckt sich damit, 
o€ si: as = dass die Gruppe die Differentialgleichung 
a . any —y=0 
Ps invariant lisst, welche zu jedem Punkt (%, y) die 
nee sa Richtung y/ = 2 der Geraden des Linienelementes an- 


oiebt. 

Die bei diesem Beispiel gemachte Bemerkung lasst sich verall- 
gemeinern. Da niimlich eme Elation durch ihr invariantes Punkt- 
und Geradengebilde charakterisiert ist, so folgt aus Satz 9, § 2 des 
3. Kap.: 

Satz 2: Fiihrt man auf eine Elation irgend eine projective Trans- 
formation aus, so geht die Llation wieder in eine Elation und gleichzeitig 
thy Linienelement in das der neuen tiber. 

Wenn nun auf eine projective Gruppe G, irgend eine Transfor- 
mation der Gruppe ausgefiihrt wird, so geht die Gruppe nach Satz 6, 
§ 4 des 6. Kap., in sich iiber, sodass ihre Hlationen unter einander 
vertauscht werden. Die Linienelemente dieser Elationen werden also 
ebenfalls unter einander vertauscht, sie bilden eine invariante Schar. 

Satz 3: Hine projective Gruppe lisst die von den Linienelementen 
threr Llationen gebildete Figur invariant. 

Wir kniipfen hieran noch Hines an: Wenn wir auf eine Elation 
eine Dualitit ausiiben, so geht ihr imvariantes Gebilde, bestehend aus 
oo’ invarianten Punkten und oo* invarianten Geraden, in ein eben- 
solches tiber, da die Dualitiit Punkt und Gerade vertauscht und ver- 
einigte Punkte und Geraden in vereinigte Geraden und Punkte tiber- 
fihrt. Also folgt mit Riicksicht auf Satz 14, § 4 des 10. Kap.: 

Satz 4: Hine Dualitiét fiihrt jede Elation wieder in eme Elation 
und das Linienclement der einen in das der andern tiber. 
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Von diesen Siitzen machen wir nun Gebrauch, um die projectiven 
G,, Gs, G, zu bestimmen. Nach Satz 1 kann eine derartige Gruppe 
G, (r =7, 6, 5) zuniichst oo? Elationen enthalten. Fassen wir diesen 
Fall jetzt ins Auge. Entweder besitzen die Linienelemente dieser Ela- 
tionen oo* verschiedene Geraden oder nur oo. Im ersteren Fall sind 
sie die Tangenten yon co! Curven, oder alle Geraden gehen yon den 
Punkten einer Curve aus. Sehen wir jedoch vorerst von letzterer An- 
nahme ab. Nach Satz 3 ist der Inbegriff jener oo! Curven oder jener 
oo! Geraden bei der Gruppe G, invariant. 

Wenn aber eine Schar von oo! Curven alle oo” Transformationen 
der G, zulisst, so muss jede einzelne Curve nach Satz 3, § 1 des 
10. Kap., mindestens co’? projective Transformationen gestatten. Da 
nun 7> 4 ist, so gestattet jede dieser Curven mindestens oo* projective 
Transformationen, insbesondere oo? infinitesimale. Nach Theorem 7, 
§ 4 des 3. Kap., sind sie also Geraden. Demnach liegen die oo? Linien- pyvarienter 
elemente der Elationen unserer G, auf cot Geraden. Diese Geraden be- iyarinte 
sitzen als Umhiillungsfigur eine Curve oder gehen simtlich durch einen 
Punkt. Offenbar muss diese Curve oder dieser Punkt ebenfalls bei der 
G, invariant sein. Die G, enthalt mindestens oo* infinitesimale Trans- 
formationen, Nach Theorem 7 muss die Curve also eine Gerade sein. 
Alsdann lisst sie andererseits héchstens co® und nicht mehr zu. Hin 
Punkt ferner bleibt auch bei héchstens oo° infinitesimalen projectiven 
Transformationen in Ruhe. 

In dem bisher ausgeschlossenen Falle, dass die oo? Geraden der 
Linienelemente von den Punkten einer Curve ausgehen, ist diese Curve 
bei der G, invariant und nach Theorem 7 eine Gerade, die tiberhaupt 
oo” infinitesimale projective Transformationen zulisst, 

Demnach kommen alle drei Fille bei héchstens sechsgliedrigen 
Gruppen in betracht, und wir kénnen sagen: 

Satz 5: Enthdlt eine mehr als viergliedrige projective Gruppe co” 
Elationen, so ist sie fiinf- oder sechsgledrig wid lisst mindestens emen 
Punkt oder eme Gerade in Ruhe. 

Nach Satz 1 folet also insbesondere: cae 


rige proj. 


Satz 6: Ls giebt keine siebengliedrige projective Gruppe der Ebene. “Gst ks 


Jede G, mit co? Elationen lasst nach Satz 5 einen Punkt oderBestimmung 


leh abene: 
eine Gerade in Ruhe. Nehmen wir zunichst an, sie besitze eine in- eledriyen 
variante Gerade, so kénnen wir diese durch Ausfiihrung einer passen- 
den projectiven Transformation in die unendlich ferne Gerade tiber- 
fiihren. Alsdann geht die G, notwendig nach § 1 des 4. Kap. in die 


allgemeine lineare Gruppe tiber: 
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pg tp yp x4. YY 


Offenbar enthalt diese wirklich co? Elationen, nimlich diese: 
(Ax + wy + v) (up — Aq). 


Auch weiss man, dass diese Gruppe keinen Punkt in Ruhe Iasst. 
Kine G, mit oo? Elationen, die einen Punkt in Ruhe lisst, geht \ 
dadurch, dass man auf sie eine Dualitit J ausfiihrt, in eine solche 
iiber, die eine Gerade in Ruhe lasst, nach Satz 14, § 4 des 10 Kap. 
Letztere Gruppe aber geht durch eine passende projective Transfor- 
mation Z' in den soeben angegebenen Typus tiber. Nach Satz 10, § 4 
des 10. Kap., kann daher jede G, mit co? Elationen durch Ausftihrung 
eimer passenden projectiven Transformation oder einer passenden Dua- 
litiit auf die allgemeine lineare Gruppe zuriickgefiihrt werden. Satz 4 
steht hiermit in Hinklane: Alle diese G, enthalten oo* Hlationen. 

Kine G, mit co! Hlationen wird nach Satz 3 den Punktort ihrer 
Linienelemente invariant lassen. Ist er eine Curve, so wird diese 
Curve eine Gerade sein nach Theorem 7, § 4 des 3. Kap. Aber eine 
G, mit invarianter Geraden enthilt ja co”? Hlationen. Ist jener Punkt- 
ort nur ein Punkt, so erhalten wir eine G,, welche einen Punkt in 
Ruhe lisst. Hime solche aber enthalt auch co? Elationen. Also: 

Satz 7: Jede sechsgliedrige projective Gruppe der Ebene lisst emen 
Punkt oder eine Gerade invariant; sie besteht aus allen projectiven Trans- 
formationen, die einen Punkt oder aber eine Gerade mm Ruhe lassen. Die 
Gruppen der einen Art gehen in die der anderen vermioge passender Dua- 
lititen tiber. Jede sechsgliedrige projective Gruppe ist vermige einer ge- 
eigneten projectiven Transformation oder Dualitdt in die allgemeine lineare 
Gruppe 

pq tp yp “Gq YF 
tiber ftihrbar. 

Ks ist unmittelbar klar, dass diese G, nicht in eine dazu dua- 
listische vermoge einer projectiven Transformation verwandelt werden 
kann, da sie eine Gerade, jede dualistische aber einen Punkt in Ruhe 
lisst. Nach § 4 des vorigen Kapitels kénnen wir fiir die zum obigen 
Typus dualistischen G,— wenn wir von der in jenem Paragraphen zum 
Schluss gegebenen Tabelle Gebrauch machen — den Typus angeben: 


| ap yp “<q yq @p+ayq xcypt+ yg 


Ks ist dies die grésste projective Gruppe, welche den Anfangspunkt 
in Rube lisst. 
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Hine projective G;, die co® Elationen enthiilt, liisst nach Satz 5! 
mindestens einen Punkt oder eine Gerade in Ruhe. Hine pro- 
jective G,; kann aber nach Satz 1 auch co! oder einige Elationen 
enthalten. Enthiilt sie gerade cot Elationen, so ist der Punktort 
ihrer Linienelemente nach Satz 3 invariant, also nach dem fters 
citierten Theorem 7 eine Gerade oder nur ein Punkt. Enthilt die G, 
nur einige Klationen, so sind die Linienelemente derselben einzeln in- 
variant. Sie laisst also auch dann Punkt und Gerade in Ruhe. Hine 
projective G, lisst folglich sicher wenigstens einen Punkt oder eine 
Gerade in Ruhe. Wir werden sehen, dass der Fall, dass die G,; nur 
eine discrete Anzahi von Elationen enthalt, in der That gar nicht 
vorkommt*), 

Kennt man alle projectiven G,, die eine Gerade in Ruhe lassen, 
so kennt man auch alle, die einen Punkt in Ruhe lassen, denn die 
einen gehen aus den anderen durch Ausiibung einer Dualitat hervor. 
Wir werden daher unser Augenmerk nur darauf richten, alle pro- 
jectiven G,; zu finden, die eine Gerade invariant lassen. Natiirlich 
lasst sich diese Gerade durch eine geeignete projective Variabeln- 
finderung in die unendlich ferne Gerade iiberfiihren. Dann aber be- 
steht die Gruppe nach § 1 des 4. Kap. aus linearen Transformationen. 
Kine infinitesimale lineare Transformation 


Uf = ap + bq + cxp + dyp + exq + gyg 


vertauscht nun die Punkte der invarianten unendlich fernen Geraden 
ebenso unter einander, wie die zugehdrige sogenannte verkiirate in- 
finitesimale Transformation 


Uf = cap + dyp + exq + gyq, 


da das Increment, das y bei Uf erfaihrt, von a und D frei ist und 
andererseits y als Coordinate der unendlich fernen Punkte — vgl. § 3 
des 3. Kap. — benutzt werden darf. 

Wenn wir nun in unserer G,, die die unabhingigen infinitesi- 
malen Transformationen U,f...U,;f enthalte, alle Uf in dieser Weise 


verkiirzen, so erzeugen die entstehenden U,f...U,f wieder eine Gruppe. 


#) Hs ist tibrigens von vornherein klar, dass eine G,, die mehr als eine 
Elation, aber eine discrete Anzahl Elationen enthiilt, nicht vorhanden ist. Denn 
die Linienelemente dieser Elationen wiirden in ihren Punkten sowie in den Schnitt- 
punkten ihrer Geraden eine discrete Anzahl von Punkten geben, die hdchstens bei 
einer infinitesimalen projectiven Transformation in Ruhe bleiben. Dass auch pro- 
jective G, mit nur einer Elation unméglich sind, wird die folgende Uberlegung 
zeigen, 
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der fiinf- 
gliedrigen 
Gruppen. 


Verkiirzte 
Gruppe. 


270 i Kapitel 11, § 1. 
Denn offenbar hingen in den (U;U;) die Coefficienten von xp, yp, 
xq, yg nicht von den a und 6 ab. Mit 
(U; Ux) => Ciks Uf 
il 
ist daher auch 


(T: 0) = >! crsUf- 
1 
Hieraus aber folgt nach dem Hauptsatze die Richtigkeit der Behaup- 
tung ohne weiteres. Wir sagen daher: 

Satz 8: Hine lineare Gruppe transformiert die Punkte der unend- 
lich fernen Geraden genau so wie die gugehirige verkiirete lineare homo- 
gene Gruppe. 

Wir haben nun diese linearen homogenen Gruppen samtlich durch 
lineare Transformationen, die ja Translationen in Translationen ver- 
wandeln, auf gewisse typische Formen in § 4 des 5. Kap. zuriickgeftihrt 
und kénnen von diesen Typen Gebrauch machen. Dabei ist jedoch zu 
beachten, dass die verktirzte Gruppe offenbar viergliedrig ist, wenn die 
G, gerade ewme infinitesimale Translation, und nur dreigliedrig, wenn 
sie alle infinitesimalen Translationen enthialt. Der Fall, dass G,; keine 
infinitesimalen Translationen enthielte, ist unméglich, da es ausser 
ihnen nur vier von einander unabhingige lineare homogene Transfor- 
mationen giebt. Die verkiirzte lineare homogene Gruppe kann also nach 
Theorem 16, § 4 des 5. Kap., in einer der drei Formen angenommen 
werden : 

cp yp XQ Y4, 
LO) BP == YI YD; 
cp vq Yq. 

Im ersten Fall wird die gesuchte G; zuniichst die Form haben 
miissen: 

AD Te BOD ey UD Ss a oe) Year 
Mierin bedeuten die Punkte soleche Glieder, die nur Translationen p, q 
init irgend welchen Coefficienten enthalten. Nun aber kommt: 

GQpteqg yat-:)=e49, 

d. h. die G, enthailt ap und wq, da Klammeroperation zwischen den 
infinitesimalen Transformationen der Gruppe nach dem Hauptsatze 
immer nur wieder zu Transformationen der Gruppe fiihren kann. Da 
nun G, nur eine Translation enthalt, so ist also 4 oder w gleich Null. 
Sagen wir: G, enthilt p und nicht g. Alsdann ist 
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(reg) 9 
Dies giebt einen Widerspruch. Es ist also keine G, von dieser Art 
vorhanden. 
Im zweiten Fall hat die G, zunichst die Form: 
Peta 5) ED eo) YD ee 
wo wieder die angedeuteten Glieder die Form Const. p + Const. ¢ 
haben. Die G, enthilt alsdann auch xq, xp—yq, yp selbst, da sie 


linear aus den vorstehenden abgeleitet werden kinnen. Also ergiebt 
sich der Typus: 


| pg 2q ap—yq yp |: 


Im dritten Fall endlich kommt analog der Typus: 


pq wp xq yg |. 


Hs haben sich also zwei projective G, ergeben, welche eine Ge- 
rade in Ruhe lassen. Dass dieselben durch projective Transformation 
nicht in einander iiberfiihrbar sind, ist leicht einzusehen. Denn die 
erstere Gruppe lasst keinen Punkt, weder im Endlichen noch im Un- 
endlichfernen, in Ruhe, wihrend die zweite einen Punkt, namlich den 
unendlichfernen Punkt der y-Axe, invariant lisst. 

Die erste Gruppe lasst sich also charakterisieren als der Typus 
der fiinfgliedrigen projectiven Gruppen, welche nur eine Gerade und 
keinen Punkt, die zweite als der Typus derjenigen, welche eine Ge- 
rade und einen Punkt auf ihr, also ein Linienelement, in Ruhe lassen. 

Die G,;, welche einen Punkt in Ruhe lassen, ergeben sich durch 
Dualitit aus den gefundenen. Die aus der zweiten Gruppe dadurch 
hervorgehenden Gruppen lassen wie diese ein Linienelement in Ruhe, 
sind also auch direct durch projective Transformation aus ihr ableit- 
bar. Dagegen kann man die zur ersten G, dualistischen nicht durch 
projective Transformation aus ihr erhalten, da ihr invariantes Gebilde 
durch Dualitit in ein andersartiges tibergeht, niimlich die Gerade in 
einen Punkt verwandelt wird. Als Typus der zur ersten G, dualisti- 
schen kann man nach der Anleitung des § 4 des vorigen Kapitels 
diesen wihlen: 


ag op—yq yp p+ axyq vyp+ yg 


Es ist dies eine projective G;, welche nur den Anfangspunkt und 
sonst keinen Punkt und keine Gerade invariant lasst. 
Man sieht ein, dass jede projective G, 00° oder co! Elationen 
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enthilt. Man braucht zu dem Ende nur alle Elationen der G, nach 
der friiher angegebenen Methode zu berechnen. Die Linienelemente 
der oo? Elationen des ersten Typus sind siimtliche Linienelemente, 
deren Punkte unendlich fern liegen, die der co’ Hlationen des zweiten 
Typus simtliche Linienelemente, deren Punkt der unendlich ferne der 
y-Axe ist, sowie simtliche Linienelemente, deren Gerade die unend- 
lich ferne ist. 

Es giebt also keine projective G, mit eimer discreten Anzahl von 
Elationen. 


eo oiece Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in dem 
Theorem 24: Jede mehr als viergliedrige projective Gruppe 
der Ebene mit paarweis inversen Transformationen ist durch 
projective Transformation in eine der folgenden tiberfihrbar: 
Pq “p yp aq yg wp+ayq syp+y'a, 
Pq tp yp xq Y4, 
op yp aq yd w p+ ayq xyp+ Ya, 
P-q *XF *P— Yd YP, 
ay @p—yq yp “p+ ayq xcyp + y'q, 
PG Cp XG YF. 
Keine dieser Gruppen ist tiberzdhlig. Wohl aber laisst sich 


durch Dualitadt die eweite in die dritte und die vierte in die 
fiinfte tiberfiihren, 


§ 2. Vorbemerkungen tiber die iibrigen projectiven Gruppen. 


Fiir alle weniger als fiinfgliedrigen projectiven Gruppen lassen 
sich emige allgemeine Sitze vorausschicken, welche die Bestimmung 
dieser Gruppen erleichtern werden. Hin Teil dieser allgemeinen Satze 
lisst sich tibrigens, wie wir spiter sehen werden, auch auf nicht-pro- 
jective Gruppen ausdehnen. ; 

Ist eime projective G, mtransitw (§ 1 des 8. Kap.), so lasst sie 
oo! einzelne Curven in Ruhe, also umsomehr eine Schar von co! Curven. 

Wir werden zeigen, dass auch jede transitive projective Gruppe, 
sobald sie weniger als fiinfgliedrig ist, eine Schar von co! Curven — 
allerdings nicht bestehend aus oo! einzeln invarianten Curven — in 
sich iiberfiihrt. 


Nachweis 
der In- 
vyarianz Wi . yy : 5 ° 
pines dhlen wir niimlich aus allen Transformationen einer solchen G, 
Curven- ae 5 . 5 . 
schon, gerade diejenigen aus, welche einen beliebig angenommenen Punkt p, 
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von allgemeiner Lage in Ruhe lassen, so ergeben sich insgesamt bei 
unserer 7-ghedrigen Gruppe gerade co”’—? Transformationen — denn 
wenn es mehr wiiren, so wiire die Gruppe intransitiv. Diese co™—? 
Transformationen bilden eine (r—2)-gliedrige Untergruppe G;—», 
Nach § 2 des 10. Kap. kann sie auch aufgefasst werden als eine 
Gruppe, welche Geraden in Geraden verwandelt, indem man sie in 
Liniencoordinaten w, v schreibt. Insbesondere werden die Geraden durch 
den Punkt p, unter sich vertauscht, da p, in Ruhe bleibt. Ziehen 
wir nur diese Geraden in betracht, so kénnen wir sagen, dass sie 
durch eine gewisse héchstens (7 — 2)-gliedrige projective Gruppe unter 
einander vertauscht werden. Diese braucht in uw, v nicht gerade (r—2)- 
gliedrig zu sein, weil die co”’—* infinitesimalen Transformationen der 
G,—2, geschrieben in wu, v, fiir alle Geraden durch den Punkt p, unter 
Umstinden teilweis zusammenfallen kénnen. 

Wir kénnen diesen Gedankengang auch so darstellen: Hs seien 
U,f..U,—2f die infinitesimalen Transformationen der G,, welche einen 
bestimmten Punkt p), etwa den Anfangspunkt selbst, invariant lassen, 
und also sei fiir die von ihnen gebildete Gruppe G,—2 nach dem Haupt- 
satz allgemein: 


(2) (U; Ux) = 2 ins Uf. 


Die Uf haben als projective Transformationen, die den Punkt c=y=0 
in Ruhe lassen, die Form: 


Oxf = (a4 + bry)p + (ay % + be y)g + 
+ Ait + uy) (ap + 99), 


setzen sich also aus einer homogenen linearen und einer Transforma- 
tion mit Gliedern zweiten Grades in x, y zusammen. Indem wir diese 
beiden Teile mit L;,f und Z,f bezeichnen, setzen wir also: 


2 eee 
Dann ist nach (2): 


(L; Lx) a5 (L;Z:) a (L,.Z;) SP (Z;Zx) == 2 Chee Lf = Zit )s 
Die Klammerausdriicke (Z;Z,) sind homogen und linear in 2, y, die 
tibrigen quadratisch. Daher ist auch 


(ZL: Lx) == PA NOY B 


Die L;,f bilden also fiir sich eine lineare homogene Gruppe. Betrachten 
wir nun die durch den Anfangspunkt gehenden Geraden, die durch 
die Richtungsgrésse y= bestimmt werden. Das Increment, das 
y bei U;f erfahrt, ist, wie man leicht einsieht, nur von L;f abhangig, 
sobald in ihm « = y =O gesetzt wird. Also geben die Lyf solche 
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Transformationen der Punkte der Ebene, welche die Geraden durch 
den Anfangspunkt gerade so unter einander vertauschen wie die U;f 
selbst. Die Z,f bilden fiir sich eine lineare homogene und zwar hoch- 
stens auch (r — 2)-gliedrige Gruppe. 

Ist nun r <5, so ist diese Gruppe héchstens zweigliedrig und 
lasst demnach mindestens eine Gerade durch den Anfangspunkt in- 
variant. (Vgl. Theorem 17, § 4 des 5. Kap.) 

Hatten wir an Stelle des Anfangspunktes irgend einen Punkt p, 
fest halten wollen, so hatten wir ihn nur zuvorderst durch eine 
Translation in den Anfangspunkt zu tiberftihren brauchen, um alsdann 
dieselbe Betrachtung anstellen zu konnen. 

Also ergiebt sich: 

Satz 9: Alle diejenigen Transformationen emer hochstens vier- 
gliedrigen transitiven projectiven Gruppe der Ebene, die einen Punkt py 
von allgemeiner Lage im Ruhe lassen, lassen ebenfalls wenigstens eine 
durch p, gehende Gerade g, m Ruhe. Kir intransitwe projective Gruppen 
ast dieser Satz selbstverstdndlich. 


Da die G, transitiv ist, so giebt es nun sicher Transformationen 
T in ihr, die p, in irgend einen anderen bestimmt gewahlten Punkt 
p allgemeiner Lage iiberfiihren. Sie fithren dann simtlich die Gerade 
Jo 0 ein und dieselbe Gerade g durch yp iiber. 

Um dies zu beweisen, seien die Transformationen der Gruppe, 
die p, invariant lassen, mit S,, die aber, die » invariant lassen, mit 
S bezeichnet. Alsdann ist stets: 


(2) So = (Po), (pS = (p) 
(9) Sp = (9), (Po) 2 = (p)- 


Kine bestimmte 7, etwa 7), ftihre g, in die Gerade g durch p tiber, 


sodass 
(Yo) i == (9) 


ist. Ferner kann in 


(p)S = (p) 
der Punkt (p) durch (p,))Z) ersetzt werden, sodass kommt: 
(Po) LoS = (Pp) Ty 
(Po) LoS Ty—* = (pp). 
Also gehért 7,S7,—1 zu den S,, die p, invariant lassen: 
LoL = So; 


oder 


sodass 
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S= LP. 7* 89 Th 
wird. Folglich ist nun 


(gS = (9) War Wolo: 


(9) Ty~* = (Go) 
ist, so liefert dies: ; i 
(DS = () So Lo = (Go) Ty = (9), 


d. h. jede Transformation S der G,, die p in Ruhe lasst, lisst auch 
g in Ruhe. Ferner folgt aus 


(2))T = (p), (2) Lo = (p) 
pt =p) T 
(p) = (p) Ty-*T. 


Somit gehért Z)-1Z' zu den S, die p und, wie soeben bewiesen, auch 
g imvariant lassen: 


Da jedoch 


auch 


also 


Pal =p: 
Hieraus folet: 
(Eee 
oder, da (g)T, = (gy), (g)S = (g) ist: 
(9)T =), 


was zu beweisen war. 

Satz 10: Fiihren alle Transformationen emer projectiven Gruppe, 
die einen Punkt allgemeimer Lage p,m Ruhe lassen, zugleich ee Gerade 
Jo durch p, in sich tiber, so fiihren alle Transformationen der Gruppe, 
die p, nach emer Stelle p bringen, auch die Gerade g, m ein und dieselbe 
Gerade g wiber, die alsdann bei allen p mvariant lassenden Transforma- 
tionen der Gruppe ebenfalls in sich transformiert wird. 

Es ist natiitlich denkbar, dass mit p, auch mehr als eine Gerade 
gy durch ihn invariant bleibt. Wir wahlen in diesem Falle eine unter 
den Geraden g, aus und haben alsdann vermége des Satzes auch jedem 
Punkt p der Ebene — da die G, transitiv ist, also p, nach jeder 
Stelle p tiberfiihrt — eine Gerade g durch ihn zugeordnet. Wir sagen: 
Mit jedem Punkt p der Ebene ist eine durch ihn gehende Gerade g in- 
variant verkniipft. 

Durch diese allen Punkten zugeordneten Richtungen werden oo! 
Curven definiert, die Curven namlich, welche in ihren Punkten p die 
betreffenden Geraden g zu Tangenten haben und die also, wenn y’ die 
Tangentialneigung im Punkte (x, y) bezeichnet, durch eine gewisse 
Differentialgleichung erster Ordnung 


f(a, y, ¥) =0 19% 


Invariante 
Verkniipfe. 
v. Punkt 
u. Gerade. 
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definiert sind. Jede Transformation der Gruppe G, fiihrt die Curven 
dieser Schar in einander tiber, da sie zugeordnete Punkte und Geraden 


in ebensolche verwandelt. Also sehen wir: 
Satz 11: Jede hichstens wierghedrige projective Gruppe der Ebene 


lasst eine Schar von cot Curven mvariant. 
Offenbar gilt dies ja auch fiir jede intransitive projective Gruppe. 


love Diese Curvenschar wird nun eine Umhiillungsfigur besitzen, sei 
Punkt. eg eine Curve oder nur ein isolierter Punkt*). Jedenfalls muss die 
Gruppe diese Figur in sich tiberfiihren. Also folgt: 

Satz 12: Jede hichstens viergliedrige projective Gruppe der Ebene 
liisst wenigstens eine Curve oder emen Punkt m Ruhe. 

Die eventuell also vorhandene invariante Curve gestattet 7 infini- 
tesimale projective Transformationen und ist demnach nach Theorem 7, 
§ 4 des 3: Kap., im Fall r= 4 eine Gerade, im Fall r —3 oder 2 
eine Gerade oder ein Kegelschnitt. Im Fall r= 1 lasst die Gruppe 
nach Theorem 5, § 1 des 3. Kap., mindestens einen Punkt und eine 
Gerade in Ruhe. Zusammengefasst ergiebt sich also: 

Satz 13: Jede hochstens wergliedrige projective Gruppe der Ebene 
ldsst mindestens einen Punkt oder eine Gerade oder einen Kegelschnitt in 
Ruhe. Ist sie vierghedrig, so sind nur die beiden ersten Hille moglich. 

Iu Verbindung mit den Ergebnissen des vorigen Paragraphen 
hefert dieser Satz noch: 

Satz 14: Jede projective Gruppe der Ebene — mit Ausnahme der 
allgememen achighedrigen — lasst mindestens emen Punkt oder eine Ge- 
rade oder einen Kegelschnitt in Ruhe. 

*) Allerdings ist die Existenz einer Umhiillungscurve nur dann sicher, wenn 
die Schar aus algebraischen Curven besteht. Wir schliessen exacter so: LEine 
Curve der Schar geht bei den oo” Transformationen der G, in co! Curven iiber, 
sie gestattet daher nach Satz 3, § 1 des 10. Kap., r — 1 unabhingige infinitesi- 
male projective Transformationen, also fiir r > 2 mindestens zwei, sodass dann 
nach Theorem 7, § 4 des 3. Kap., die Curven der Schar Geraden oder Kegel- 
schnitte, mithin wirklich algebraische Curven sind. Ist r= 2, so kann die G, 
in der Form U,f, U,f angenommen werden, dass (U,U,) = cU,f ist, wie man 
leicht sieht — vgl. ,,Dffeln. m. inf. Trf.“, Satz 1, §1 des 18. Kap. Alsdann gestattet 
die Schar der Integralcurven von U,f—= 0, d.i. die der Bahncurven von U,f, 
alle infinitesimalen Transformationen c,U,f-+ c,U,f der Gruppe, da diese mit 
U,f combiniert Const. U,f liefern. Vgl. ,,Dffgln. m. inf. Trf.“, Theorem 9, § 2 
des 6, Kap. Immer besitzt nun die Schar der Bahncurven ven U,f eine Umhiil- 
lungsfigur, bestehend aus Punkten oder Geraden, siehe Satz 23, § 4 des 3. Kap. 
Diese Figur bleibt also bei der Gruppe invariant. Der Fall + = 1 erledigt sich 
ohne weiteres. 
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§ 3. Bestimmung aller iibrigen projectiven Gruppen der Ebene. 


Wollen wir nun die 4-, 3- und 2-gliedrigen projectiven Gruppen 
bestimmen, so bemerken wir: Wenn eine solche G, einen Punkt in 
Ruhe lisst, so lisst jede dazu dualistische Gruppe eine Gerade in 
Ruhe. Kennt man also alle G,, die eine Gerade in Ruhe lassen, so 
kennt man auch alle, die einen Punkt invariant lassen. Wir suchen 
also nur alle G, (7 = 4, 3, 2), die eine Gerade oder einen Kegel- 
schnitt invariant lassen. 

Der Kegelschnitt kommt, wie wir sahen, nur bei den Gs in eq tetas 
tracht. Er kann durch eine geeignete projective Variabelnanderung oe 
nach Satz 14, § 4 des 3. Kap., auf die Form 

u*— 2y=0 


gebracht werden und gestattet alsdann, wie wir schon in § 4 des 
4. Kap. bewiesen, die infinitesimalen Transformationen: 


| ptaq wpt2yq (@’—y)p+ay¢ 


Hiermit ist der Typus aller G, bestimmt, die einen Kegelschnitt in 


sich iiberfiihren. 

Wir fiigen die wichtige Bemerkung hinzu: Diese G, transformiert“™ Gruppe, 
die Punkte des Kegelschnittes unter einander, und wir konnen & als schnitts. 
einziges Bestimmungsstiick dieser Punkte betrachten, sodass die in- 
finitesimalen Transformationen sich wegen 2y =? auf p, xp, x*p 
reducieren. Hs ist dies die allgemeine projective Gruppe der einfachen 
Mannigfaltigkeit z Aus Theorem 15, § 2 des 5. Kap., folgt also, 
dass jede héchstens zweigliedrige projective Gruppe, die einen Kegel- 
schnitt invariant laisst, auf ihm auch einen Punkt, daher auch die 
Tangente dieses Punktes in Ruhe lisst, wihrend der obige drei- 
gliedrige Typus selbst weder einen Punkt noch eine Gerade der 
Ebene inyariant lasst. Offenbar ist obiger Typus auch zu sich selbst 


dualistisch, nach Satz 8, § 3 des 10. Kap. 


Nun handelt es sich nur noch um die Bestimmung der projectiven Myariante 
G,, Gs, Gz, die eine Gerade in sich iiberfiihren. Diese Gerade kann 
ins Unendliche verlegt werden, sodass die gesuchten Gruppen nach 
§ 1 des 4. Kap. linear, also Untergruppen der allgemeimen linearen 
Gruppen werden. Verktirzen wir dieselben, wie es in § 1 bei der 
Bestimmung der G, geschah, sodass wir nur noch lineare homogene 
Transformationen vor uns haben, so bilden diese fiir sich eine Gruppe, 
vel. Satz 8 des § 1. Die Typen dieser Gruppen sind aber in § 4 
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des 5. Kap. bestimmt worden. Es sind nach Theorem 16 jenes Para- 
graphen diese: 

A) ap yp *4 Y4, 

B) aq “p—Yd YP, 

C) aq yd *P; 

D) zp y4, 

KE) aq axp + byq, 

BF) aq + ap + 9g), 

G) axp + byg. 
Um unsere G, zu erhalten, haben wir nun zu diesen Transformationen 
jedesmal additive Glieder Const. p ++ Const. g sowie 2, 1 oder keine 
infinitesimale Translation Ap -—-+ wq derart hinzuzufiigen, dass sich 
wieder eine Gruppe ergiebt. Die Hinzufiigung von Const. p + Const. ¢ 
kénnen wir ohne Schaden der Allgemeinheit bei xp + yq stets unter- 


lassen, da 

“xp + yg + ap + bq 
durch Einfitthrung der neuen Veranderlichen «+a, y+06 in ap-+yq 
tibergeht. 


Ferner bemerken wir, dass aus dem Vorhandensein von «p+ yq 
in der Gruppe folgender Schluss gezogen werden kann: KHnthalt die 
Gruppe etwa 

ap + Ba + (ya + Oy) p + (ee + by)a, 
so lehrt die Klammeroperation mit xp + yq, die ja dann nach dem 
Hauptsatze eine Transformation der Gruppe giebt, dass die Gruppe 
ap + Bq enthilt. Die Gruppe enthalt also dann einzeln: 


ap-+ Bq, (ya + dy)p + (ex + Ey)q. 


Diese Bemerkung werden wir 6fters verwerten. 


Die vier- im ir 9 5 QI 7 ) 200 V9, ray * ey 
Bas Bestimmen wir zunachst die viergliedrigen Gruppen G,, indem wir 


Gruppen. die Falle A) bis G) einzeln behandeln. 
A) Hier haben wir: 
aqg-ep+ Bbq yp tryp+oq e¢+rept la yoat+up+ Og. 
Jede Klammeroperation soll nach dem Hauptsatze eine infinitesimale 
Transformation ergeben, die sich aus diesen vieren linear ableiten 
lasst. Da es so eingerichtet werden kann, dass die Gruppe ap + yq 
enthalt, so folgt, dass xp, xq, yp, yq saimtlich ohne additive Glieder 
auftreten, weil sonst die Gruppe nach unserer allgemeinen Bemerkung 


noch 'Translationen enthielte, also mehr als viergliedrig ware. Somit 
erhalten wir den Typus: 
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| ; | 
cp xq Yp Ya rE 


die allgemeine lineare homogene Gruppe. Man kann sie definieren 
als den Typus aller projectiven Gruppen, welche nur eine Gerade — 
hier die unendlich ferne — und nur einen nicht auf der Geraden 
liegenden Punkt — hier den Anfangspunkt — in Ruhe lassen. Hieraus 
folgt sofort, dass sie in jede mit ihr dualistische Gruppe durch pro- 
jective Transformation iiberfiihrbar ist. 

B) Hier kommt, da die Gruppe viergliedrig sein soll, eine Trans- 
lation selbstiindig vor : 

Yrs, tP— YI, yore, Apt ug. 
Die nur angedeuteten Glieder sollen hier, wie in Folgendem, von der 
Form Const. p + Const.qg sein. Aus 
(wqg-+--, Ap+uq)=—Aq 
folgt, dass, da nur eine Translation Ap + wg auftritt, 2 verschwindet. 
Ebenso folgt w = 0, sodass sich also keine viergliedrige Gruppe ergiebt. 

C) Hier folgt zuniichst, da xp + yq vorkommt, aus der voraus- 

geschickten Bemerkung, dass die Gruppe die Form hat: 

aq yq ap Ap + ug: 
Klammeroperation lehrt dann, dass 4 = 0 ist, sodass die Gruppe her- 
vorgeht: 

l) aq yd ap 4. 

D) und E) Hier kommen unmittelbar diese Gruppen: 

2) ap Yd P 4 

3) aq axp+byq p 4, 
wiahrend F) und G) keine viergliedrige Gruppe lefern. 

Es fragt sich, ob keiner der Typen 1), 2), 3) tiberzihlig ist. 
Nur der erste lisst ausser der unendlich fernen Geraden noch eine 
zweite Gerade, die y-Axe, in Ruhe. Er ist demnach ein selbstandiger 
Typus, den wir so schreihen kénnen: 


a yd %q ap 


Er enthilt alle projectiven Transformationen, welche zwei Geraden 
und ihren Schnittpunkt in Ruhe lassen. Hine dualistische Gruppe 
lisst daher zwei Punkte und ihre Gerade in Ruhe und ist ein beson- 
derer Typus, der unter 2) oder 3) vorhanden sein muss. Hs ist dies 
in der That die Gruppe 2): 


l@ yg p ap |. 


Die drei- 
gliedrigen 
Gruppen. 
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Die Gruppe 3) lasst nur eine Gerade — die unendlich ferne — 
und einen Punkt auf ihr — den Schnittpunkt mit der y-Axe — in- 
variant und ist also ein neuer Typus, den wir so schreiben: 


p q xq axup- byg 


Da in diesem Fall das invariante Gebilde zu sich selbst dualistisch 
ist, so liegt die Vermutung nahe, dass jede hierzu dualistische Gruppe 
auch durch projective Transformation erhalten werden kann. Das ist 
aber bei allgemeiner Wahl des Verhiltnisses a:b nicht der Fall. Man 
findet ohne Miihe, dass der vorstehende Typus durch projective Trans- 
formation nur in solche Gruppen 


pq tq wap + byg 
verwandelt werden kann, fiir die a,:b, =a:b ist. Demnach ist die 
dualistische Gruppe: 


| P ¢ 29 (0 — aap boyd | 


ein besonderer Typus. Nur fiir 6 = 2a oder 6 =O ist der Typus zu 
sich selbst dualistisch. Diese Gruppen sind also besonders zu_be- 
merken: 


pa aq ap+2yq pa ap yg |: 


Wir kommen nunmehr zur Berechnung der dreigliedrigen Gruppen 
G, in den Fallen A) bis G). 

A) liefert keine dreigliedrige Gruppe. 

B) giebt, wie die Klammerausdriicke sofort zeigen: 


“G LP— Yq YP 


Diese Gruppe liisst auf der unendlich fernen Geraden keinen Punkt 
und im Kndlichen nur einen, den Anfangspunkt in Ruhe. Auch 
kommt ausser der unendlich fernen Geraden keine invariante Gerade 
vor. Offenbar ist die Gruppe nach der Tafel am Schluss von § 4 des 
10. Kap. zu sich selbst dualistisch. 

C) Hier lehrt die vorausgeschickte allgemeine Bemerkung un- 
mittelbar, dass die Gruppe lautet: 


I) aq yq xp. 
D) Die allgemeine Bemerkung giebt zuniichst: 
“p yg Ap+ ug. 
Klammeroperation zwischen wp — yq und ap + wg giebt’ Ap — ug, 
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sodass 4 oder w gleich Null ist, da nur eine Translation vorkommt. 
Da alles in #, y symmetrisch ist, so kénmen wir 4 = 0 setzen. Dies 
lefert : 
TI) ap, ya, 4. 
K) Hier haben wir zuniichst: 
aq-s++, axp+ byg+---, ap+ ug, 
und Klammeroperation zwischen der ersten und letzten ‘Transformation 
liefert 20. Nun ist die Gruppe etwa diese: 
aq ap axp-+ byq+ Bp q. 
Ist a+ -0, so kann, indem x +6 als neues « gewihlt wird, 6 = 0 
gemacht werden, und dann giebt Combination der beiden ersten 


(6 —a)xq + aap. 
Daher ist 
aa = (b—a)a. 


Ist 2a + b, so ist also « =O, und es kommt: 
Ill) eg axp+byq 4g. 
Ist jedoch b = 2a und a +0, so bleibt 
ag op xp 2yq gq. 
Wire « —0, so wire diese Gruppe in III) enthalten. Daher setzen 


wir « + 0 und kénnen leicht « = 1 machen, indem wir ein Vielfaches 
von y als neues y benutzen. So kommt: 


IV) s¢-+p wp+2yq 4g. 
Wenn aber a = 0 ist, so haben wir: 
aqg+eap ya+ Bp 4g 


und Combination der beiden ersten giebt a =O. Alsdann lasst sich 
B =1 machen, sobald es nicht Null ist, in welchem Falle eine in 
III) enthaltene Gruppe hervorgehen wiirde. So kommt nur: 


V) aq yatp 4g. 
F) und G) liefern sofort: 
VI) aq+a(cp+ya) Pw 
VI) azp + byq p 4g. 
Wir fragen uns nun, ob unter den sieben Gruppen I) - - VII) tiber- 
zihlige vorhanden sind. 
Die Gruppe I) und ID) lassen zwei Geraden, ihren Schnittpunkt 


und noch einen Punkt auf einer der Geraden in Ruhe. Diese Figur 
kommt bei den anderen Gruppen nicht vor und ist zu sich selbst 
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dualistisch. Man sieht leicht, dass I) und II) durch projective 'Trans- 
formation oder durch Dualitat in einander tiberfiihrbar sind. Bomb, 
kommt nur ein zu sich selbst dualistischer Typus: 


q Yd «<p 


Die Gruppe III) laisst, sobald a+ 0 ist, also a1 gesetzt 
werden kann, zwei Geraden und ihren Schnittpunkt in Ruhe. Bei 
allen anderen Gruppen ist das invariante Gebilde ein anderes. VII) be- 
sitzt fiir a== 6 das dualistische, zwei Punkte und ihre Gerade. Dem- 
nach sind HI) und VII) zu einander dualistische Typen, die nicht 
durch projective Transformation in einander verwandelt werden kénnen. 
In der That ergiebt sich zu 


| q “¢ “p+ayg | 


als dualistisch die Gruppe: 


| p q (a—1)ep+ayq : 


Man sieht leicht ein, dass in diesem Typus die Constante a@ nicht 
weiter specialisiert werden kann. Er lasst sich nur durch Hinfiihrung 
passender neuer Variabeln a in 1 — a@ verwandeln. 

Im Falle a =O lisst HI) alle Geraden durch einen Punkt in- 
variant, wihrend VII) fiir a= 0b das dualistische invariante Gebilde, 
alle Punkte auf eimer Geraden, besitzt. Die betreffenden invarianten 
Gebilde treten sonst nicht auf. Wir erhalten also die beiden zu ein- 
ander dualistischen Typen: 


q 2 94 | |p a aptyg |. 


Ks bleiben nun noch die Gruppen IV), V) und VI) zu unter- 
suchen. Bei allen diesen bleibt dasselbe Gebilde, eine Gerade und ein 
Punkt auf ihr, invariant. Betrachten wir aber die Klammerausdriicke 
ihrer infinitesimalen Transformationen. Sie sind bei IV): 


q «a+ p, 
bei V) 
Yq «q, 
hei VI) fir @==0: 
pq 
und fiir a@a—0O: 
q. 


Da nun offenbar zwei Gruppen, die zum selben Typus gehéren, auch 
bei der Klammeroperation gleichviele infinitesimale Transformationen 
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reproducieren, so folgt, dass VI) fiir a0 ein besonderer zu sich 
selbst dualistischer Typus ist: 


pq «q 


Die durch Klammeroperation erhaltenen infinitesimalen 'Transforma- 
tionen bei IV), V) und VI) fir a@+-0 bilden jedesmal eine zwei- 
gledrige Gruppe, deren erste und letzte transitiv und die zweite in- 
transitiv ist. (Vgl. Satz 3, § 2 des 8. Kap.) Daher ist V) weder in IV) 
noch in VI) projectiv iiberfiihrbar. IV) aber ist zu sich selbst dua- 
listisch, und V) und VI) sind zu einander dualistisch. Somit kommen, 
wenn VI) noch etwas umgeformt wird, die Typen: 


| 4, Pea ap 2y4 | 


| @ eq ptyq | | vp ¢ s+y—2)2 |: 


Jetzt eriibrigt nur noch die Bestimmung der zweigliedrigen Gruppen re 
G,. Wir betrachten wieder die einzelnen Falle A) bis G), von denen G™prer. 
aber offenbar A), B), C) nichts liefern. 
D) giebt nach der oben gemachten allgemeinen Bemerkung sofort: 
a) op yy. 
E) Hier haben wir: 


aq op+ Bbq axp + byq+ yp + 94, 
und Klammeroperation liefert: 
(Qa—b)a=0, yp=af. 


Ausserdem ist zu beachten, dass durch Hinfiihrung eines neuen w die 
Constante y, durch Hinfiihrung eines neuen y die Constante 0 gleich 
Null gemacht werden kann, sobald a resp. b +0 ist. Demnach er- 
geben sich die Fille: 

Ist a= 0 und 6+ 0 und auch 2a —b +0, so sind a, B, y, 0 
siimtlich Null: 

b) xq axp + byq. 

Ist a+ 0 und b +0, aber b = 2a, so ist B=y—0=—0. Ist 
dann auch «= 0, so ist dieser Fall unter b) enthalten. Ist « += 0, 
so kann es ohne Miihe gleich Hins gemacht werden: 


c)aqg+p xp + 2y¢. 
Ist a+ 0, b= 0, so ist a= $6 —y—O0 und, da sonst wieder 
eine unter b) enthaltene Form hervorginge, 0 +- 0, also leicht a=1, 
0 = 1 zu machen: 
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d) aq “p+4. | 
Ist a = 0, D0, so ist a= y= 0 =O, und es kommt, wenn 
z+ 6 als neues # benutzt wird, eine unter b) enthaltene Form. 
I’) Hier haben wir: 


ag + a(ep + yg) +--+, Ap + pa. 
Klammeroperation lehrt, dass 4 = 0 ist. Hs kommt also: 
ag + ap +yg)+ep 4. 
So lange a=- 0 ist, kénnen wir # Ss als neues « und — ay als 
neues y benutzen, sodass kommt: 
e) apty—a«)a 4. 
Wenn aber a = 0 ist, so ist entweder a + 0, also: 


Eg = ne 


SIL A. 


oder « =O, d. h.: 


G) Die Gruppe: 
axp-+byg+---, Ap+ug 
lasst sich, wenn @ und b von Null verschieden sind, ohne weiteres 
auf die Form bringen: 
h) azp + byq 4¢. 
Ist etwa a+ 0 und b =0, so kann angenommen werden: 
op+rag Ap + ug 
und Klammeroperation giebt Ap, d. bh. AO oder w= 0. See) 
wiirde eme in h) enthaltene Gruppe hefern. Also ist w =O und die 
Gruppe hat, da «= 0 eine unter k) enthaltene Gruppe lefert, die Form: 
“p+rgd Pp 
oder auch, wie Vertauschung von x und y lehrt: 
YG 4-0 6d. 
Schliesslich darf die Gruppe nicht vergessen werden, die aus lauter 
Translationen besteht : 
kK) p ¢. 

Wir haben jetzt zu untersuchen, welche der Gruppen a) bis k) 
tiberfliissig sind. 

Von diesen Gruppen hat nur eine als Klammerausdruck Null und 
ist zugleich intransitiv, namlich g). Diese bildet daher einen Typus 
fiir sich: 
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Diese Gruppe liisst nur die Geraden eines Biischels und den Mittel- 
punkt des Biischels in Ruhe. Jede dualistische Gruppe muss daher 
die Punkte einer Geraden in Ruhe lassen und als Klammerausdruck 
Null haben. Hs findet sich nur eine solche, niimlich die Gruppe k): 


eee 
Dies ist also der Typus der zu jener dualistischen Gruppen. 

Von den iibrigen Gruppen haben den Klammerausdruck Null 
und sind transitiv die Gruppen a), b) fiir a—=b, f) und h) fiir b=0. 
Von diesen hat nur a) ein invariantes Dreieck, sonst keine. Diese 
invariante Figur ist zu sich selbst dualistisch. Die Gruppe: 


| up Yq | 


ist daher ein zu sich selbst dualistischer Typus. Die Gruppe f) lasst 
nur eine Gerade und auf thr einen Punkt in Ruhe. Da dies weder 
bei Gruppe b) fiir a= 0 noch bei Gruppe h) fiir 6 = 0 eintritt, so 
ist f) ein zu sich selbst dualistischer Typus: 


gq p-+2q 


Die Gruppe b) fiir a = bd und h) fiir 6 = 0 lassen beide je zwei Ge- 
raden, ihren Schnittpunkt und je noch einen Punkt auf einer der Ge- 


raden in Ruhe. Die eine geht in die andere tiber, wenn 7 und = als 


neue Veranderliche eingefiihrt werden. Also ergiebt sich der zu sich 
selbst dualistische Typus: 


| a = | 


Jetzt haben wir unser Augenmerk nur noch auf die Gruppen 
za richten, bei denen der Klammerausdruck nicht Null ist. 

Es sind unter diesen transitiv die Gruppen b) fiir a += 0, b +a, 
ce), d), e), h) ftir a+ 0, b + 0, i) und intransitiv die Gruppen b) fiir 
a =O und h) fir a=0. Die Gruppe ¢) lasst nur einen Punkt und 
nur eine Gerade durch ihn invariant. Da alle anderen Gruppen mehr 
als einen Punkt oder mehr als eine Gerade in Ruhe lassen, so stellt 
e) einen zu sich selbst dualistischen Typus dar: 


pt«aq «p-+t 2yq 
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Gerade zwei Punkte und ihre Verbindende, sowie noch eine zweite 
Gerade durch einen der Punkte lassen. die Gruppen b) und h), Beide 
fir a+b, a+0, b+ 0, in Ruhe. Wenn man 

= he) 
Utes 


= a 
bb =F 
x 


als neue Veriinderliche in die erste, also in die Gruppe b): 
vq ap + byg (0-20, 1) 
einfiihrt, so erhalt man 
G tp+ (1 —b)yq, 
also die Gruppe h). Also ist h) iiberzahlig. Gruppe b) ist durch 


Dualitat in 
2G, DUP Gg 


tiberfiihrbar. Wir erhalten also den Typus: 


| aq ep+ayg, a0, 1 | 


und als dazu dualistisch den Typus: 


| xq axp+yq, a+0, 1 : 


Man kann leicht nachweisen, dass der Parameter a wesentlich ist und 
verschiedenen Werten desselben stets Gruppen entsprechen, die nicht 
in einander iiberfiihrbar sind. 

Genau zwei Geraden und ihren Schnittpunkt lassen die Gruppen 
d) und e) invariant, wihrend i) die dazu dualistische Figur, zwei 
Punkte und ihre Gerade, in Ruhe lisst. Die Transformation 


fiihrt die erste in die zweite Gruppe iiber. Wir haben also 


xq “p+ q | 0 YG p 


als zwei zu einander dualistische Typen. 
Nun bleiben nur vier Gruppen iibrig, die beiden transitiven: 


xq «xp 
und : 
Lp + Yd 4; 
sowie die beiden intransitiven: 
aq Yd 


und 


Yq & 
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Die beiden ersteren lassen alle Punkte einer Geraden und ausser- 
dem noch eine Gerade, die beiden letzteren die dazu dualistische Figur 
in Ruhe. Die erste Gruppe geht aus der zweiten, ebenso wie die 
dritte aus der vierten durch 


~ 1 
: eae, 5) ee) ———) 


hervor. Somit kénnen 


| @ *+y¢ | lay | 


als die beiden letzten zu einander dualistischen Typen benutzt werden. 


Alle Typen von eingliedrigen projectiven Gruppen haben wir 


= : 6 Die ein- 
schon in Theorem 6, § 3 des 3. Kap., aufgestellt. Es waren diese:  gicarigon 


Gruppen. 


cpt ayg | | p+ya | | p+ aq | | apt y¥q | rat 


Sie sind alle zu sich selbst dualistisch. 


§ 4. Tafel aller projectiven Gruppen der Ebene. 


Das Problem, alle projectiven Gruppen der Ebene mit paarweis 
inversen Transformationen zu bestimmen*), ist hiermit erledigt, denn 
jede solche Gruppe ist durch Ausfiihrung einer projectiven Transfor- 
mation aus einem der gefundenen Typen — und zwar stets aus nur 
eimem — abzuleiten. 

* Wir stellen die Typen in einer Tafel zusammen. Dabei bedeutet 
eine doppelte Umrahmung, dass die betreffende Gruppe durch projective 
Transformation in die dualistische verwandelt werden kann, d. h. dass sie 
zu sich selbst dualistisch ist. 

Im iibrigen sind zu emander dualistische Gruppen jedesmal durch 
eine Klammer verbunden. 

Das Zeichen = besagt, dass die Gruppen durch projective Trans- 
formation in einander tiberfiihrbar sind. Hs ist dies da notig, wo in 
den Typen eine willktirliche Constante auftritt, von der je mehrere 
in gewisser Beziehung stehende Werte Gruppen liefern, die in einander 
transformiert werden konnen. 

Jedesmal ist angegeben, welche Punkte, Geraden und Curven die 


*) Lie veréffentlichte seine schon im Jahre 1874 ausgefiihrte Bestimmung 
aller projectiven Gruppen der Ebene im Jahre 1884 im Archiv for Mathematik 
(,,Untersuchungen tiber Transformationsgruppen I“). Doch findet sich seine Be- 
stimmung aller projectiven Gruppen der Geraden schon 1880 in den Mathem. 
Annalen, Bd. 16. 


288 ; Kapitel 11, § 4. 


betreffende Gruppe invariant lasst. Dieses invariante Grebilde ast bea 
denjenigen Gruppen cursiv hervorgehoben, die durch Angabe des im- 
varianten Gebildes villig definiert sind. 


Zusammenstellung aller Typen von projectiven Gruppen der Ebene. 


I. Achtgliedrig: 


1) | Pp gq xp yp xq yo 2 p+t+ayq xcyp+ ya 


IL. Sechsgliedrig. 


p q “£p yp xq yq | Invariante Gerade. 


3) f xp yp xq yq wp+ayq wvyp+yq ses 
a unkt. 
Il. Fiunfgliedrig. 
4) | a q “qa xp—yq yp _ Invariante Gerade. 
5) | xq ep—yq yp wp +ayq xyp + y¥%q eed 
6) D G¢ @£D 2g ae Invariantes Linienelement. ° 


| 


IV. Viergliedrig. 


( = ; mi 
|| P ¢ 2¢ amp + yq, a+- | 
4 : ¥ 


pa aq (L—ajap+yq, a+ | Desgl. 


Invariantes Linien- 
element. 


8) Pp gq «xq .xp + 2yq ! Desgl. 


)) DG LO Og ! Desgl. 


10) || ap yp zq yq | 


Invarianter Punkt wnd invariante Gle- 
rade getrennt. 
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11) ( p q=ap y¢ | Invariante Gerade wand zwei invariante 
Se Punkte auf thr. 
12) | f ap a a, | Invarianter Punkt und zwei imvariante 
ns a Sah eg Geraden durch thn. 
V. Dreigliedrigq: vs 
a <a —— | 
fs) |} p gg 2z¢ | Invariantes Linienelement. 
sero 
= 7 eS Se ee i| > 
14) | q p+taq «p+ 2yq || Desgl. 
— 2 = —. = | 


+o | 
15) || @ *¢ p+yq | Desgl. 


16) |} p gq ap+(y—a)q | Desgl 


17) | % - + | Invarianter Punkt und invariante 
tl q *P~ 9 YP | Gerade getrennt. 


18) | Pp SAN ea = ie axp + (a—1)yq | 


Invariante Gerade und zwei invariante Punkte aut ihr. 


= | . : 
19) || g xq xp+ ayq es q «xg «xp+(1—a)yg | 


Invarianter Punkt und zwei invariante Geraden durch ihn. 


| / Zwer invariante Punkte, thre invariante 
20) 4) «¢. yg xp | Verbindende und noch eme mvariante 
| —= Gerade durch einen der Punkte. 


21) p gq ep+yd | Invariante Punkte einer Geraden. 


22) g- Lg 4g | Invariante Strahlen eines Biischels. 


| Invarianter 
| | Kegelschnitt. 


23) | pag sp+2yq (@—y)p+ xy¢ 


VI. Zweighedrig: 


24) 


| Q@ pa-2#g Invariantes Linienelement. 


Lie, Continuierliche Gruppen. 15) 
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Invariante Gerade und zwei invariante 
Punkte auf ihr. 


—-|s«sTnvariante Punkte und zwei invariante Ge- 
“aq xpt+a | 


raden durch ihn. 


SS Zwei invariante Punkte, ihre 
«tq wp+ayq, a=-0,1 | 
ae Rep a". invariante Verbindende und 


: Thar a | noch eine invariante Gerade 
eee ee AF Yd, ee 3 durch einen der Punkte. 


- q ya+p 
| 
\ 


28) | q «xp Desgl. 
ae oe Oe : 


p | Invariante Punkte einer Geraden. 
| 
\( 


q «“q | Invariante Strahlen eines Biischels. 


Invariantes Dreieck. 


39) ( 1, | Invariante Punkte einer Geraden und noch 
df}, @ «p+ ya a ae ; 
| eine invariante Gerade. 


33) Ir. | sInvariante Strahlen eines Biischels und noch ein 
anced, invarianter Punkt. 


Ss Invarianter Kegelschnitt, ein in- 
34) | ptx«q «p+ 2yq | varianter Punkt darauf und 
= a dessen invariante Tangente. 


VII. Hingliedrig. 


_ y <e rill - = 
35) | ap + ayq, a==0, 1 =| ep+tygq |= 
; —— a | —| 


<9 Sar ee cai ania, Invariantes Dreveck 

= | xp + — yq | | 0 Ws wa ae haa und -oo' invariante 
es : ee Cay en 

——— ~Zwei invariante Punkte, thre invariante Ver- 

36) | p+ yq | bindende, noch eine invariante Gerade durch 


einen der Punkte und co! invariante Curven. 
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37) p+ ag | Ein invariantes Linienelement und oo Kegel- 
q | schnitte, die dieses gemein haben. 


———$—_—_—— ] Invariante Punkte einer Geraden und invariante 
38) xp + yq Strahlen eines nicht auf der Geraden liegen- 
oe at den Biischels. 


39) ie Invariante Punkte einer Geraden und invariante 
| Strahlen eines auf der Geraden liegenden Biischels. 


Wir bemerken noch, dass bei der Bestimmung dieser Gruppen immer nur 
die erste Hilfte des Hauptsatzes benutzt worden ist. Denn dass die gefundenen 
Typen wirklich Gruppen darstellen, kann man immer auch durch Aufstellung 
ihrer endlichen Gleichungen verificieren, Aber auch die erste Halfte des Haupt- 
satzes, der Satz also, dass die (U,U,) der Gruppe U,f..U,,f angehéren und daher 


(U,U,) = Xe;,, U,f ist, lisst sich durch verschiedene andere Methoden bei un- 


serem Probleme ganz yermeiden. Zuniichst kann man itiberall da, wo der Klammer- 
ausdruck (UV) berechnet wurde, statt dessen neue Veriinderliche in Uf vermége 
einer Transformation der eingliedrigen Gruppe Vf einftihren. Der Leser kann 
sich in jedem einzelnen Fall davon iiberzeugen, dass beides zum selben Ziele 
fiihrt. Ferner kann man z. B. auch bei Hinfiihrung der Begriffe ,,invariante Unter- 
gruppe“ und ,,Isomorphismus* die Klammeroperationen vollstiandig vermeiden. 

Der Hauptsatz ist somit bei der Bestimmung aller projectiven Gruppen der 
Ebene noch zu umgehen, wahrend er bei spiiteren Problemen der Gruppentheorie 
unvermeidlich ist. Jedenfalls aber werden die Betrachtungen bei Benutzung des 
Hauptsatzes kiirzer, tibersichtlicher und freier von Kunstgriffen. 


Abteilung II. 
Die Gruppen der Ebene. 


Nachdem wir in der vorigen Abteilung die Typen der projectiven 
Gruppen bestimmt haben, kommen wir jetzt zur Bestimmung aller 
endlichen continuierlichen Gruppen der Ebene iiberhaupt und zur 
Zuriickfiihrung dieser Gruppen auf bestimmte typische Formen. Wir 
werden sehen, dass sich in der That eine Tafel aller dieser Gruppen 
der Ebene aufstellen lasst. Dabei werden auch alle endlichen con- 
tinuierlichen Gruppen der Geraden, d. i. einer Variabeln bestimmt 


werden. 
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Der Hauptsatz der Gruppentheorie fiir die endlichen Gruppen 
der Ebene. 


In den Kapiteln 6, 7 und 8 wurden die wichtigeren Satze tiber 
die endlichen continuierlichen Transformationsgruppen der Ebene auf- 
stellt. Hin Satz jedoch und zwar gerade der Hauptsatz der Gruppen- 
theorie wurde in Kapitel 9 nur fiir die projectiven Gruppen bewiesen. 
Die Ausdehnung des Hauptsatzes auf beliebige endliche continuierliche 
Gruppen der Ebene erfordert einige Vorbetrachtungen tiber Differential- 
gleichungen, die infinitesimale Punkttransformationen gestatten. Wie 
zu Beginn des 9. Kap. ist auch hier hervorzuheben, dass wir bei der 
Entwickelung des Beweises an dieser Stelle kein Gewicht auf Kiirze 
legen. Spiter erst werden wir den Hauptsatz losgelist von allen nicht 
unbedingt nétigen Nebenbetrachtungen fiir Gruppen in beliebig vielen 
Verinderlichen in méglichster Kiirze ableiten. 


§ 1. Vorbereitende Bemerkungen. 


Tneremente Liegt eine infinitesimale Punkttransformation 


der 
Differential- — 
quotienten. i= 5p ae ao 
der Ebene vor, so kénnen wir ausser der Transformation der Coor- 
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dinaten 2, y auch die ‘Transformation der Differential quotienten 
Y =7n ¥Y = 7 UW Ss Ww. ins Auge fassen. Wir haben schon an 


mehreren Stellen die Berechnung des Incrementes von y durchgefiihrt 
(vgl. z. B. Kap. 2, § 3). Es ist: 


wv (1—via 


Die Differentiation nach w ist hierbei als totale aufzufassen, es ist 


- d 3 5 S , 

also dabei ty zu setzen. Man sieht dann, dass sich dy’ als ganze 

Function gweiten Grades von y’ darstellt. Wird das Increment von y/ 
mit 4,0¢ bezeichnet, also 

ea, Gy == dy ; dé 

dy=71,0t, 1 =F2—-V ae 


gesetzt, so kommt ferner: 


by = (22 — pais 6 nyt 


dx du 


u. s. w. Man bemerkt, dass dy” in y’, dy” in y” u. s. w. nur linear 


- d d wy * 
ist, denn a ist in y’, = in yu. s. w. linear. 


So ist allgemein aL y>1 dy eine ganze lineare Function von 
y”), die ausserdem 2, y, y’.. y”—» enthilt. dy’ dagegen ist eine ganze 
quadratische Function von y’. Indem man die berechneten Incremente 
von y, y’..y™ mit beriicksichtigt, erhilt man die sogenannte r-mal 
erweiterte infinitesimale Transformation: 

= of 
Uf = tp tation ght wey ako Reyl Mn pots 
Eine Differentialgleichung ** Ordnung zwischen a und y: 
PO ree a(x, Y; y pe eae) 0 
gestattet nun nach Satz 2, § 1 des 9. Kap., die infinitesimale Punkt- 
transformation Uf dann und nur dann, wenn 
U(y — 0) =e: (y — 0) 

ist. Hierbei bedeutet @ einen von y™ freien Factor. Wir kénnen dies 
auch so auffassen: Die Gleichung y”) — = 0 zeichnet aus der Schar 
aller co”t+? Wertsysteme (a, y, y', y”...y™) gewisse oo’t? aus, und 
sie gestattet Uf dann und nur dann, wenn die Transformation U’f, 
die ja a, y, y...y@ Incremente erteilt, diese oo” t* Wertsysteme unter 
einander vertauscht. Bedeuten U,f...U,f mehrere infinitesimale Punkt- 


transformationen, so ist 


Anzahl der 
inf. Transf. 
einer Diffgl 


294 Kapitel 12, § 1. 


SO a lO 
die r° Erweiterung von 

6, Uf + ++ + Cy Uf. 
Daher ergiebt sich unmittelbar der zwar ziemlich selbverstindliche 
Satz, der aber doch besonders ausgesprochen werden mége: 

Satz 1:  Gestattet eine Differentialglecchung r”” Ordnung m a, y 
die infinitesimalen Punkttransformationen U,f.. Uf, so gestattet sve auch 
jede Transformation ¢,U,f +--+ ¢:Uof, m der ¢,..¢ wgend welche 
Constanten bedeuten. 


Hine Differentialgleichung erster Ordnung in w, y gestattet be- 
‘kanntlich co” von einander unabhingige infinitesimale Punkttransfor- 
mationen, d. h. in den allgemeinen Ausdruck einer solchen infinitesi- 
malen Transformation geht stets eine willkiirliche Function ein*). 


Differontial- Betrachten wir nun eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in 


gleichung 


2. Orduungy, y. Dabei werden wir uns auf einen functionentheoretischen Hiilfs- 


satz sttitzen: 

Ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 

fs a(x, Y; y) = 0 

vorgelegt, so ist es immer modglich, in der (ay)-Ebene einen solchen Be- 
reich abzugrenzen, dass durch zwei beliebige Punkte des Bereiches immer 
eime und nur ene Integralcurve hindurchgeht. 

Der Beweis dieses Satzes gehért nicht hierher. 

Bekanntlich gestattet die Differentialgleichung y’ = 0 gerade acht 
von einander unabhingige infinitesimale Transformationen. (Siehe § 3 
des 2. Kap.) Wir werden sehen, dass eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung y” — o =O iiberhaupt hdchstens acht zulassen kann. An- 
genommen namlich, sie gestatte wenigstens neun: U,f...U,f: In dem 
im Hiilfssatz erwaihnten Bereich wahlen wir vier Punkte p,, p,, ps3, p,; 
von denen keine drei auf derselben Integraleurve der Differential- 
gleichung gelegen sind. Nach Satz 1 gestattet die Differentialgleichnug 
jede ‘Transformation 

OR ee 

Hs lassen sich offenbar fiir ¢,..¢, solehe nicht simtlich verschwin- 
dende Werte angeben, dass diese infinitesimale Transformation die vier 
ausgewihlten Punkte in Ruhe lasst, denn es ergeben sich 2-4 = 8 
Bedingungsgleichungen fiir die 9 Gréssen ¢,..¢,. Es existiert also 
bei der gemachten Annahme eine infinitesimale Punkttransformation 


*) Vgl. ,,Diffgln. m, inf. Trf.“, Theorem 10, § 3 des 7. Kap. 
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Uf, welche die Integraleurven der Differentialgleichung unter einander 
vertauscht und die vier Punkte p,, p,, ~;, p, in Ruhe lisst. Durch 
px und je einen der drei andern invarianten Punkte geht nach un- 
serem Hiilfssatz je eine Integraleurve. Also bleiben bei Uf diese drei 
Integraleurven in Ruhe (Fig. 30). Im Punkte p, hat y’ fiir diese drei 
Integralcurven drei bestimmte Werte und diese 
werden bei der einmal erweiterten infinitesi- 
malen Transformation U’f nicht geindert. Da 
nun nach dem Obigen dy’ sich quadratisch durch 
y ausdriickt, so wird y’ durch eine infinitesimale 
projective Transformation der einfachen Mannig- 
faltigkeit y’ geiindert. Bei einer solchen bleibt 
aber das Doppelverhiiltnis aus vier Werten y’ invariant. Da nun in 
px drei Werte y invariant sind, ist es also auch jeder Wert y' in p,. 
(Vel. Satz 2, § 1 des 5. Kap.) Denselben Schluss kénnen wir fiir 
jeden den vier Punkte machen: In jedem dieser Punkte bleiben die 
Richtungen y bei Uf ungeindert. Ist nun p ein beliebiger Punkt des 
Bereiches, so geht durch ihn und p, nach dem Hiilfssatz gerade eine 
Integraleurve. Weil ferner zu zwei verschiedenen durch p, gehenden In- 
tegraleurven zwei verschiedene Richtungen y in p, gehdren und alle 
y in p, in Ruhe bleiben, so folgt, dass diese Integraleurve durch p 
und p, bei Uf in sich iibergeht. Hbenso geht die durch p und p, ge- 
legte Integralcurve in sich iiber. Also bleibt p als Schnittpunkt beider 
Integraleurven fest. Hine infinitesimale Punkttransformation unserer 
Gleichung y” — w = 0, die vier Punkte jenes Bereiches in Ruhe lasst, 
fiihrt also tiberhaupt jeden Punkt des Bereiches in sich tiber, dem- 
nach auch — wie durch analytische Fortsetzung folet — jeden Punkt 
der Ebene, d. h. sie ist die Identitéit. Dies widerspricht der Voraus- 
setzung, dass eine wirkliche infinitesimale Transformation Uf vor- 
handen sei, die p,..p, invariant lasst. Diese Voraussetzung aber 
beruhte darauf, dass y”— w =O mindestens neun von einander un- 
abhiingige infinitesimale Transformationen gestatte. Diese Annahme 
ist daher falsch. 

Satz 2: Hine gewihnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
x, y gestattet hichstens acht von einander unabhdngige infinitesimale Trans- 
formationen in x, y*). 


. . . . . os ‘y oe Diffgl. 
Gehen wir zu Differentialgleichungen dritter Ordnung tiber.  Fiir yi). von 


= : . + = 14 5 7 2s Ord i 
diese stellt sich die Betrachtung fast ebenso dar, wie fiir die Differen-2- Ordéu=ne: 


*) Vel. ,,Diffgn. m. inf. Trf.“, § 3 des 17. Kap. 


Festhalten 
zweier 
Punkte. 


Festhalten 
einer Into- 
gralcurve. 
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tialgleichungen von noch héherer Ordnung. Hierbei machen wir Ge- 
brauch von dem functionentheoretischen Hiilfssatz, dessen Beweis nicht 
hierher gehort: 

Ist eine Differentialgleichung vr” Ordnumg (r > 2) 

YO, YY BES 

vorgelegt, so ist es.immer méglich, in der (ay)-Ebene einen solchen Be- 
reich abzugrenzen, dass durch zwei beliebige Punkte des Bereiches immer 
eine und nur eine Integralcurve hindurchgeht, die in eimem der berden 
Punkte vorgeschriebene Werte von y’, y”..y°—® hat. 

Wir verfahren nun so: 

Angenommen, die vorgelegte Differentialgleichung r** Ordnung: 


y — wf, y, y-- yoo) — 
gestatte @ von einander unabhingige infinitesimale Transformationen 
U,f.. Uof, so gestattet sie nach Satz 1 auch jede von der Form 
Vise Uf fe we eh 
Unter diesen oo?! infinitesimalen Transformationen sind nun min- 
destens oo?—® enthalten, die zwei beliebig ausgewihlte Punkte p, g 
innerhalb jenes Bereiches in Ruhe lassen. Denn die Invarianz eines 
Punktes driickt sich durch héchstens zwei Bedingungen aus. Es giebt 
also mindestens g —4 von einander unabhingige infinitesimale Punkt- 
transformationen V,f...V,—sf der Gleichung, welche die Punkte p 
und qg in Ruhe lassen. Durch p und g gehen nun gerade oo”—? In- 
tegraleurven hindurch. Dieselben werden von V,f...V ,_.sf unter ein- 
ander vertauscht, da » und q invariant sind. Diese co”—? Integral- 
curven werden sich analytisch durch eine Gleichung mit 7» — 2 wesent- 
lichen Parametern a,..@,—2 darstellen. V,f...V,—af und allgemein 


CVG inte Chee ga 
vertauschen also die Wertsysteme (a, ..a@,—2) unter einander (vgl. § 1 
des 10. Kap.). Verlangen wir, dass eines der Wertsysteme fest bleiben 


soll, so sind also dazu héch- 
y stens » — 2 Gleichungen nitig, 


/ : a ee, die sich als Bedingungen zwi- 

‘ oy a fe =6sehen 6... G4  darstellen, 
\\ gee, a Demnach giebt es mindestens 
pe<— ee 6=o0— 4 — (r — 2) von einan- 
= a der unabhiingige infinitesimale 
Transformationen W,f...Wof 


der Gleichung, die p, q und eine Integraleurve ¢ durch p, qg in sich 
tiberftihren. (Vel. Fig. 31.) Es giebt nun oo! Integraleurven, die durch 
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p gehen und mit ¢ daselbst die Werte y’, y..y°—» gemein haben. 
Die W,f...Wof transformieren diese oot Integralcurven unter sich, 
da sie alle diese Werte y’, y’..y’—® von ¢ in p ungeiindert lassen. 
Der analytische Ausdruck dieser oo! Integraleurven ist eine Gleichung 
mit emem Parameter a. Dieser Parameter a@ erfihrt also bei den 


G Wif b+ + 60 Wot 


gewisse Incremente. Die Forderung, dass ein Wert des Parameters 
ungeindert bleiben soll, fiihrt also zu héchstens einer Bedingung 
zwischen ¢ .. Co. 

Mithin giebt es mindestens 6 — 1 von einander unabhiingige in- 
finitesimale Transformationen der Gleichung, die ausser p, gq und yeu 
noch eine Integralcurve w invariant lassen, die durch p geht und ler avotten a; 
mit ¢ die Werte y’, y”..y@—”) gemein hat. ‘ 


Kbenso schhessen wir, dass es mindestens 6 — 2, also @ —4— _ Ebenso 
ay einer 
—(r — 2) — 2 = 9 —r—4 von einander unabhingige infinitesimale aritten. 


Transformationen der Gleichung giebt, die ausser p, g, ¢ und mw noch 
eine Integralcurve x invariant lassen, welche durch g geht und dort 
mit ¢ die Werte y’, y”..y°—*) gemein hat. Wir bezeichnen diese in- 
finitesimalen Transformationen mit Xf. 

Wahlen wir nun irgend einen Punkt P innerhalb unseres Be- 
reiches. Durch ihn geht nach dem Hiilfssatze eine Integralcurve p 
nach p, die in p mit ¢ die Werte y’, y’..y’—*) gemein hat, und eine 
Integraleurve q nach q, die in g mit ¢ ebenfalls die Werte y’, y”..y"—) 
gemein hat. 

Nun giebt es gerade oo’ Integralcurven durch p, die daselbst mit 
c die Werte y’, y’.. y*—® gemein haben. Zu ihnen gehoren verschie- 
dene Werte von y“—. Aber y*—» erfaihrt bei den (r — 1)-mal er- 
weiterten X”—!f Incremente, die linear in y*—” sind, wie wir oben 
bemerkten. Zwei Werte y“—» an der Stelle p sind invariant bei den 
X’—1f, namlich die zu c und aw gehorigen. Also bleibt jeder Wert 
von y”—» an dieser Stelle p invariant, sobald fiir y’, y”..y°—® eben 
die zu ¢ und w gehdrigen Werte gesetzt werden (vgl. § 1 des 5. Kap.). 
Eine infinitesimale lineare Transformation der einfachen Mannigfaltig- 
keit y’—» lasst namlich héchstens einen endlichen Wert von y”—? 
ungeindert, und wir diirfen ja annehmen, dass y— fiir ¢ und fiir x 
an der Stelle p endlich sei. 

Es folgt daher auch, dass die Xf jede Integralcurve durch p, Nachweis, 


dass nun 


y”—*) gemein hat, in Ruhe lassen, Aties in 
fo) Ruhe bleibt. 


vt 


welche in p mit ¢ die Werte y’, y”.. 
Demnach ist die Curve p invariant bei den Xf. Ebenso ist die Curve 
q und mithin auch der Schnittpunkt P von p und q invariant. Alle 
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Punkte des Bereiches und also — wie durch analytische Fortsetzung 
folgt — alle Punkte der Ebene tiberhaupt bleiben bei den Xf in- 
variant. Die Xf miissen sich daher auf die Identitét reducieren. — 
Es ergaben sich aber mindestens @ — r— 4 von einander unab- 
hingige infinitesimale Transformationen Xf Diese Zahl darf also 
nicht grésser als Null sein. Daher ergiebt sich als ein Maximum 


fiir @: 
o=r-+4. 


Satz 3: Hine gewihnliche Differentialgleichung vr” Ordnung (r > 2) 
in x, y gestattet sicher nicht mehr als r + 4 von eimander unabhdngige 
infinitesimale Transformationen im x, Y. 

Dass es andererseits Differentialgleichungen 7” Ordnung giebt, 
die wirklich » + 4 von einander unabhingige infinitesimale Transfor- 
mationen zulassen, lehrt das Beispiel: 


mit den v + 4 Transformationen : 
q, @G, @q..."*G, Yq, Pp, ap, wp +rayq, 


die iibrigens nach dem Spiiteren eine Gruppe erzeugen. Ist 7 > 2, so 
kann man, nebenbei gesagt, beweisen, dass jede Differentialgleichung 
yet Ordnung, welche die Maximalzahl r + 4 von unabhangigen infini- 
tesimalen Transformationen in sich besitzt, durch Einfiihrung passen- 
der Variabeln auf die Form y™ =O gebracht werden kann *). 

Der Unterschied des in Satz 3 ausgesprochenen Ergebnisses von 
dem Resultat fiir r= 2 beruht nach unseren Beweisen darauf, dass 
bei einer erweiterten infinitesimalen Punkttransformation y’ ein in yg 
quadratisches, y” aber ein in y”, entsprechend y” ein in y” us. w. 
lineares Increment erfihrt. 


Wir werden im nichsten Paragraphen unsere Sitze gebrauchen. 
Ausserdem miissen wir noch einige Hiilfssitze vorausschicken. 
Augenscheinlich gilt zunichst der 

Gruppe der Satz 4: Der Inbegriff aller Transformationen, die eine vorgelegte 


Transform, 
Dif net a1 DMerentialgleichung m x, y gestattet, bildet eine Gruppe mit paarweis 


gleichung. ¢yyersen Transformationen. 
Denn gestattet die Differentialgleichung 


(1) Wee co (a, Y, y'. . mee == \) 


*) Vgl. fiir r= 2 die Schlussbemerkung in § 3 des 17. Kap. der ,,Diffgl. m. 
tiie, brea 
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die beiden Transformationen S und 7, deren erstere x, y in a, 44, 
deren letztere #,, y, in a, yy tiberfiihrt, so geht die Gleichung bei S in 


(2) yi — O(%, Hi» Wr. H:%-) = 0 
und diese bei 7’ in 
(3) Yo — (2, Yo, Yo s+ YP) = O 


tiber, sodass also die Aufeinanderfolge S 7’ die Gleichung (1) in (3) 
verwandelt, d. h. die Differentialgleichung ebenfalls in sich tiberfiihrt. 
Die Schar aller Transformationen der Gleichung (1) in sich ist mithin 
so beschaffen, dass die Aufeinanderfolge zweier Transformationen der 
Schar wieder der Schar angehért: Die Schar bildet eine Gruppe. 
Wenn ferner S die Gleichung (1) in (2) verwandelt, so fiihrt S—1 die 
Gleichung (2) in (1) iiber. Also gehért auch S—! der Gruppe an. 

Die Gruppe braucht allerdings nicht continuierlich zu sein. So- 
bald man jedoch sich in einer gewissen Umgebung der identischen 
Transformation halt, kann man eine continuierliche Gruppe con- 
struieren, welche die Differentialgleichung invariant laisst. Erst durch 
analytische Fortsetzung dieser wiirde man eventuell zu einer nicht 
continuierlichen Gruppe gelangen. Auf diese functionentheoretischen 
Fragen gehen wir wie immer nicht niher ein. 

Angenommen nun, die Differentialgleichung (1) gestatte eine 
o-gliedrige Gruppe, so enthilt diese Gruppe nach Theorem 18, § 3 
des 6. Kap., gerade @ von einander unabhingige infinitesimale Trans- 
formationen. Nach Satz 2 und 3 ist alsdann g an eine obere Grenze 
gebunden, sobald 7 > 1 ist. Daher: 

Satz 5: Gestattet eine Differentialgleichung r'” Ordnung (r>1) in 
x, y eine o-gliedrige Gruppe von Transformationen in x, y, so ist die 
Zahl @ an eine endliche obere Grenze gebunden. 


Weiter leuchtet der folgende Satz ein: 
Satz 6: Haben zwei endliche continwierliche Gruppen mit paarweisGomeinsame 


inversen Transformationen eine continwerliche Schar von Transforma- nin 
tionen gemein, so ist diese Schar wieder eine endliche continwerliche 
Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. 
Denn sind S,, S,.. die Transformationen der einen, 7\, 7, .. die 
der andern Gruppe und gehéren 2,, 2,.. sowohl zu den S als auch 
zu den J, so ist jede Aufeinanderfolge 2;2; eine S und auch eine 7, 
daher eine ©. Die & bilden folglich eine Gruppe. Ist 2~! zu & in- 
vers, so gehért* 2—! sowohl zur ersten als auch zur zweiten Gruppe, 
da beide paarweis inverse Transformationen haben. Mithin ist 2~! 


wieder eine &. 


300. Kapitel 12, §§ 1, 2. 


Schliesslich ist noch von Wichtigkeit der 
ae Satz 7: Sind U,f:-U,f r von einander unabhingige infinitesimale 
auf eine Transformationen der Ebene und ist c eine Curve, die keine infinitesimale 
Transformation e,U,f-+ --+-+ ¢,U,f gestattet, so geht ¢ ber allen von 
den Se;,U;f erzeugten endlichen Transformationen in oo" verschiedene 
Curven tiber. 
Es sei nimlich 
(4) y — 9(a) =0 
die vorgelegte Curve, die keine infinitesimale Transformation 2 ¢; U;f 
gestattet. Die endlichen Gleichungen der von Ye;U;f erzeugten ein- 
gliedrigen Gruppe kénnen nach Theorem 20, § 2 des 7. Kap., auf- 
gestellt werden. Wir finden es bequemer, die endlichen Gleichungen 
der eingliedrigen Gruppe — 2e;U;f aufzustellen, doch nicht in der 
gewohnten Form, in der x7, und y, Functionen von x und y sind, son- 
dern in nach w, y aufgeléster Form. Diese Gleichungen ergeben sich 
als die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe 2e,U;f, wenn 
darn x, y mit x,, y, vertauscht werden. So kommt nach Theorem 20: 


= ty -+ De, U; a, “ 2 Bee,U; Uz w, + --, 
y=% + DeUiy, + VLeeUi Vi y, + --- 
Der Index 1 bei den J soll andeuten, dass iiberall x,, y, statt a, y 
zu schreiben ist. Die Curve (4) geht bei allen von U,/f..U,f erzeugten 
endlichen Transformationen demnach iiber in die Schar: 
yr + SeUi y, + BLee.Ui Us y, + --- 
— (a, + DeU; a, + BDee,0; U; x, +-:) = 0 


oder, da wir bei geniigend kleinen absoluten Betraigen von ¢, .. ¢, ent- 
wickeln diirfen, in die Schar: 


F=y,— 9(a,) + Ze(U; y, —  (a,)U; a) + ---=0. 


Hierin sind die Gheder, in denen Producte der e,..¢, auftreten, durch 
Punkte angedeutet. 

Diese Schar #’ =O enthilt + Parameter e,..e,.. Wir haben zu 
beweisen, dass sie wesentlich sind. Dies ware dann und nur dann 
nicht der Fall, wenn J” eine Function von 2,, y, und nur y—1 Fune- 
tionen von ¢é,..é, wire, wenn also /’ eine homogene lineare partielle 
Differentialgleichung in e, ..¢, erfiillte. Hs ist aber: 

ir 
(9) = = Uy, — 9'@,)U; (@) ++. 


Hierin sind die e,..¢, enthaltenden Glieder nur angedeutet. Hine Gleichung: 
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oF pie 
(6) Ka (4 +» re) 5 ot ar(e -- er) <= 0 
1 Cer 
wiirde sich aber immer in, der Form schreiben lassen: 
or or 
Rope, tet eee a f S200 
oF oF 


in der die Glieder in de De? aeren Ooefficienten die ¢,..¢, und 
1 (Cr 


ihre Producte und Potenzen sind, nicht mitgeschrieben sind, wiihrend 
¢,.-¢ von é..é, unabhangige Constanten bedeuten, die nicht siimt- 


heh Null sind. Fir e, =e, =--=e, =0 kime also: 
oF oF 
ater (EB) oc 
Hs ist jedoch nach (5) fir e, =--=e,=0: 
cS = 2" U3 , 1 ef e. 1 
Belg ts — £ (x,)U; x, = Ui Y, — 9 (%)). 


Also mtisste sein: 


>a UY — o@)) = 0, 
1 

d. h. die Curve y, — p(a,) =O oder also y— o(%) =O miisste die 
infinitesimale Transformation 2c¢;U;f gestatten, was der Voraussetzung 
widerspricht. Die Annahme (6) ist demnach undenkbar: e,..e, sind 
in der Schar #’ =O siamtlich wesentlich. 

Hiermit ist Satz 7 bewiesen. Von ihm wie von den iibrigen 
Satzen machen wir im nachsten Paragraphen Gebrauch. 


§ 2. Beweis des Hauptsatzes. 


Zunaichst beweisen wir den ersten Teil des Hauptsatezes: Urstox Teil 
: : ° . : 2 es Haupt- 
Vorgelegt sei eine 7-gliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis _ satzes. 


inversen Transformationen: 
(7) xy ae p(a, Y, Ay Ca) Gr) Y; = v(x, Y, Ay ee Gr). 


Nach Theorem 18, § 3 des 6. Kap., besitzt die Gruppe gerade + von 
einander unabhingige infinitesimale Transformationen U,f---U,f und 
enthalt tiberhaupt alle aus ihnen linear ableitbaren: 


e,Uf +--+ ¢U,f 


und keine weiteren. Wir werden jetzt zeigen, dass die Klammeraus- 
driicke (U;U;,) auch der Gruppe angehéren, d. h. also linear aus 
U,f...U,f ableitbar sind. 
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Sei etwa (U,U,) nicht linear aus U,f...U,f ableitbar. Alsdann 

betrachten wir die oo” infinitesimalen Transformationen: 

(8) VP= (UU) +eUift -.+ eh 

in denen c, c,..¢, Constanten bedeuten. Sie besitzen je co’ Bahn- 
curven, denn jede einzelne erzeugt ja bekanntlich durch Wiederholung 
eine eingliedrige Gruppe. Insgesamt haben sie also héchstens oo”? 
Bahneurven. 

Gestattet eine Curve der Ebene eine dieser Transformationen Vf, 
so ist sie entweder eine Bahncurve derselben oder alle ihre Punkte 
bleiben bei der betreffenden Vf ungeindert. Solcher invarianter Punkte 
kann es aber nur eine beschrankte Anzahl geben insofern, als ihr Ort 
héchstens aus einer discreten Anzahl von Curven bestehen kann. Mit- 
hin giebt es in der Ebene héchstens oo7+1+ Curven, deren jede bei 
wenigstens einer infinitesimalen Transformation Vf in sich tiberge- 
fithrt wird. 

Daher giebt es sicher Curven, die heme der oo” infinitesimalen 
Transformationen Vf zulassen. Es sei & eine solche Curve. Wenn 
wir auf diese alle oo” endlichen Transformationen unserer Gruppe (7) 
austiben, so geht sie in eine Schar von Curven iiber. Nach Satz 7, 
§ 4 des 9. Kap., besteht diese Schar gerade aus oo” Curven, deren 
Inbegriff bei allen Transformationen der Gruppe invariant bleibt. Diese 
oo” Curven werden analytisch durch eine Differentialgleichung 7+** Ord- 
nung in 2%, y definiert: 

(9) y — oa, 4, ¥..y~—) = 0. , 

Diese Differentialgleichung gestattet-also U,f...U,f. Nach Satz 3, 
§ 1 des 9. Kap., gestattet sie daher auch z. B. (U,U,). Nach Voraus- 
setzung soll sich (U,U,) nicht linear aus U,f...U,f ableiten lassen. 
Die Differentialgleichung (9) gestattet also mindestens 7 + 1 von ein- 
ander unabhangige infinitesimale Transformationen. Nach Satz 4, § 1 
des 9. Kap., lasst sie daher auch alle von den oo” infinitesimalen 
Transformationen (8) erzeugten endlichen Transformationen zu. Die 
Zahl derselben ist aber nach Theorem 20, § 2 des 7. Kap., cot}, 
Mithin gestattet die durch (9) dargestellte Schar von oo” Curven diese 
oo” +1! verschiedenen endlichen Transformationen. Aber nach Satz 7 
des vorigen Paragraphen geht die Curve & bei Ausfiihrung aller dieser 
Transformationen in oco’+! verschiedene Curven tiber. Wir sind also 
zu einem Widerspruch gekommen. Die Annahme, dass (U,U,) von 
U,f...U,f unabhiingig sei, ist mithin falsch. Es ist daher (U, Uj) 
linear aus U,f...U,f ableitbar. Dasselbe gilt natiirlich von jedem 
Klammerausdrucke (U;U;). Daher: 
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Satz 8: Sind U,f...U;f r von einander unabliingige infinitesimale 
Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe der Ebene, so ist jeder 
Klammerausdruck (U; U,) aus thnen von der Form: 

F 
(U; U;) = >: Cine Ufamlt, We ly aha), 
1 
im der die ¢:xs gewisse Constanten sind. 


Um nunmehr die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, esUmkehrung. 
seien 7 von einander unabhiingige infinitesimale. projective Transfor- 


: : : rr —1 
mationen U,f...U,f in x, y vorgelegt, zwischen denen vs Rela- 


tionen von der Form 
E 


10 U; U;,) = s Cizs U, 11,2 ..7 
(10) (C0) = Dee Uf Gk= 12-7) 
bestehen, sodass also die Klammerausdriicke der U,f...U,f aus 
U,f...U,f selbst linear ableitbar sind. Wir werden nachweisen, dass 
U,f...U,f eme r-gledrige Gruppe erzeugen. Man wird bemerken, 
dass der Beweis einige Analogien zum Beweise in § 3 des 9. Kap. 
darbietet. Wir werden uns deshalb auch knapper fassen. 

Zunichst erkennen wir wie damals, dass die (ry — 1)-mal er- 
weiterten infinitesimalen Transformationen gleich Null gesetzt ein ge- 
rade r-gliedriges vollstiindiges System bilden: 


(11) Ur f=0 (—1, 2..7). 


An Stelle der damaligen Curve, die keine infinitesimale projective 
Transformation gestattet, tritt hier nur eine Curve k, die keine infini- 
tesimale Transformation Ye; U;f zulaisst. Da es héchstens oo” Curven 
giebt, die eine dieser infinitesimalen Transformationen gestatten, giebt 
es sicher eine Curve k, wie sie gebraucht wird. Integration von (11) 
giebt eine Lésung J,_1, sodass jede andere Lésung Function von 
dieser ist. Nun folgt weiter wie friher, dass 


(12) Voip 0) Cree 102) 
auch ein r-gliedriges vollstindiges System mit der Liésung J,—; und 
einer neuen Lésung J, ist, welch letztere sicher y™ enthiilt. 


Von hier an weichen wir merklicher von der Betrachtung in § 3 


des 9. Kap. ab: Jede Gleichung 
(13) J, — 2(J--1) = 0 


stellt eine Differentialgleichung von sicher 7*** Ordnung dar, die alle 
infinitesimalen Transformationen e;U;f sowie nach Satz 4, § 1 des 
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9, Kap., die von ihnen erzeugten endlichen Transformationen zulisst. 
Wir kénnen nun iiberhaupt alle infinitesimalen Transformationen Vf auf- 
gesucht denken, welche (13) invariant lassen. Nach Satz 2, § 1 des 
9. Kap., leuchtet ein, dass sie eine Schar von der Form 2 Const.Vf _ 
bilden, die nach Satz 4 und 5 des § 1 des gegenwirtigen Kapitels eine 
o-gliedrige Gruppe erzeugen, in der g an eine endliche Grenze gebunden 
ist. Denn der in Satz 5 ausgeschlossene Fall r = 1 tritt nicht ein, da 
wir es ja mit mehr als ‘einer infinitesimalen Transformation Uf zu 
thun haben, denn der Hauptsatz verliert fiir eingliedrige Gruppen jede 
Bedeutung. 

Die o-gliedrige Gruppe kann nun eine andere sein fiir eine andere 
Wahl der Function 8 von J,-1. Hs kénnten sich also sehr viele 
Gruppen ergeben. Aber nach Satz 6 des § 1 bildet die allen diesen 
Gruppen gemeinsame continuierliche Schar von Transformationen fir 
sich eine gewisse o-gliedrige Gruppe G,. Die Zahl o ist an eine 
endliche Grenze gebunden. Sicher enthilt diese G, die infinitesimalen 
Transformationen 2e;U;f selbst. Es ist daher 6 >r. Es mogen 
Vif...Vo—-f ¢ — yr von U,f---U,f unabhangige infinitesimale Trans- 
formationen der Gruppe Go sein. 

Die Differentialgleichung 7** ae (13) gestattet dann alle in- 
finitesimalen Transformationen 
(14) Cou p> Ge Url bt, Vif eee Coe Vee 
einer gewissen o-gliedrigen Gruppe. Nun giebt es hoéchstens co% 
Curven, die bei wenigstens einer dieser co’—! infinitesimalen Transfor- 
mationen in Ruhe bleiben. (Vgl. einen analogen Schluss nach Glei- 
chung (8)). Mithin giebt es sicher Curven k, die keine infinitesimale 
Transformation (14) gestatten. In (13) lasst sich aber 2 immer so 
wihlen, dass die Differentialgleichung eine derartige Curve & 


y — p(x) = 0 
als Integralcurve besitzt, denn man braucht dazu nur 2 so zu wihlen, 
dass (13) erfiillt wird durch 


y=9@), Y=P), +--+ yO = pO). 
Dies ist immer méglich, sobald die Curve k nicht etwa Integralcurve 
der Gleichung 


Jj,—1 = 0 


ist. Dies letztere ist aber leicht zu vermeiden. 

Nunmehr stellt die Differentialgleichung (13) oo” verschiedene 
Curven dar, unter denen die Curve & enthalten ist. Diese Schar ge- 
stattet alle oo%—! jnfinitesimalen Transformationen (14) und die von 
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ihnen erzeugten oo® endlichen Transformationen. Nach Satz 7 wird 
jedoch die Curve k durch diese oo% endlichen Transformationen in oo? 
verschiedene Curven iibergefiihrt. Demnach kann o nicht grésser als 
ry sein. Hs ist also o =7, d.h. die Gruppe G, reduciert sich auf die 
Schar aller endlichen Transformationen e;U;f, die also eine Gruppe 
bilden miissen. 

Satz 9: Stehen r von einander unabhiingige infinitesimale Trans- 
formationen U,f---U,f der Ebene paarweis in Beziehungen von der Form 

r 


(= >; Gite Uf (Gi, b= 1, 2..7), 


1 


m der die cx; Constanten sind, so bilden die von den oo”—! infinitesi- 
malen Transformationen Xe;U;f erzeugten endlichen Transformationen 
eme r-gliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. 


Satz 8 und 9 geben nun vereinigt den Hauptsate fiir die Gruppen 
der Ebene: 


Theorem 25: +r von einander unabhingige infinitesimale 
Transformationen U,f...U,f der Ebene erzeugen dann und nur 
dann eine r-gliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transfor- 
mationen, wenn die Uif paarweis in Beziehungen stehen von der 
Form 


r 


(UU) = > cinUef G,k=1, 2--7), 


1 


in der dieé Cz, Constanten sind. 


§ 3. Nachtrégliche Bemerkungen zum Hauptsatze. 


Die frither eingeftihrte Redeweise ,Gruppe U,f...U,f“ hat nach 
unserem Hauptsatz nunmehr dann und nur dann einen Sinn, wenn die 
(U; U;.) linear ableitbar aus U,f...U,f sind. 

Wir sind jetzt in der Lage, den Satz 8 des § 4, 9. Kap., ohne 
den damaligen Vorbehalt auszusprechen, Wir fassen ihn mit dem 
Satz 9 desselben Paragraphen zusammen in dem 


Hauptsatz. 


Theorem 26: Line r-gliedrige Gruppe U,f...U,-f der Ebene vistorontial- 


besitet nur eine Differentialinvariante J,_1 von niederer als 
rer Ordnung und ferner je eine Differentialinvariante Jr, Jr41.. 
von gerade vr, (r+ 1)... Ordnung derart, dass jede Differen- 
tialinvariante (r +s)” Ordnung eine beliebige Function von 
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invarianten. 
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JIp—ty) Ip, Ivdit .sdrty 8, Spy kann vow niederer alisir—l) Ord- 
nung sein. Es darf gesetat werden*): 

ad Jy 

das 
ar 

ax 


dia == 


Nach Satz 2, § 1 des 8. Kap., ist J,;-1 von nur nullter Ordnung, 
d. h. eine Function yon x und y allein, sobald die Gruppe U,f...U,f 
intransitiv ist. Andernfalls ist J,_, mindestens von erster Ordnung. 


In den fundamentalen Formeln 
re 
(15) (U: 0) = >} cine Usf 
il 
fiir die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe treten 7? gewisse 
Constanten ¢;,, auf. Kennt man diese Constanten, so weiss man auch, 
wie sich die Klammerausdrticke aus den infinitesimalen Transforma- 


Zusammen- 


setzung tionen der Gruppe zusammensetzen. Das System dieser Constanten ¢;;, 
einer 


Gruppe. bestimmt, sagen wir, die Zusammensetzung der Gruppe U,f...U,f**). 


*) Gestatten tiberhaupt m gegebene Ditterentialausdriicke 
: Oz CZ — CF ) 
5OB SO Lig 0 ee 


To (a, > + Un; 


gewisse bekannte Transformationen in #, -- a», so ist das Gleiche mit der Func- 
tionaldeterminante 


0d, 05,  Odbn 
Ee Oa, Oan 


der Fall. Folglich geben nm + 1 solche Ausdriicke J, -- Jn+1 eine neue Differen- 


tialinvariante : 
Od, OJn—1 OFn+1 
OS an Ee are eae 
= COL OG Oar 
Od. Odn—1 Odn 
S oe ( 
+ On, O%n—1 O&n 
oder 


ie -+ + dn—1 aie 


X,* ++ An—-1 Xn 


oder, wenn wir das Bilden der Functionaldeterminante von chee Cip—ai wind di; Ay 
einen Differentiationsprocess von Js auffassen : 


ddJn+1 


**) Vol. ,,Diffgln. m. inf, Trf., § 1 des 21. Kap. 
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Zu ein und derselben Gruppe gehéren unendlich viele Systeme der ¢;z5. 


Denn man kann anstatt U,f...U,f r lineare Combinationen derselben 
benutzen : 


Cf= Swf G=1,2..9, 
1 


in denen die y;; irgend welche Constanten bedeuten, deren Deter- 
minante nicht verschwindet. Alsdann werden sich die (U;U;) in an- 


derer Weise durch die Uf ausdriicken als die (U;U;) durch die Uf. 
Es leuchtet aber ein, dass alle Wertsysteme c;;, éiner Gruppe bekannt 
sind, sobald man nur eines kennt. 

Liegt eine Gruppe vor, so kann man sich daher das Problem 
stellen, die infinitesimalen Transformationen der Gruppe so aus- 
zuwiahlen, dass das System der ¢;,, eine méglichst einfache Gestalt 
annimmt, dass also die (U;U;) sich in méglichst einfacher Weise durch 
die U,f...U,f ausdriicken lassen. 

Fiir zweigliedrige Gruppen U,f, U,f gilt in Bezug hierauf der 

Satz 10: Jede zweigliedrige Gruppe U,f, U.f kann durch passende 
Auswahl der infinitesimalen Transformationen auf eine solche Form ge- 


bracht werden, dass entweder 
(U,0,) =0 


(U, Us) = U,f 


oder aber 
ast *), 
Denn allgemein wird 
(U,U,) = aU, f + 6U,f 


sein. Ist a—=b=O, so liegt der erste Fall vor. Ist etwa a0, 
so setzen wir 


= b ake dee 
C= Ur a U2, BB ee Uf 


und erhalten die zweite Form 
(Uf, U,f) =U,f. 


Zwischen den Zusammensetzungsconstanten ¢;, in (15) bestehen 
gewisse Relationen, die aus der sogenannten speciellen Jacobi schen Iden- eco 
tatait folgen. 

Hs gilt nimlich zunachst der 

Satz 11: Drei beliebige infinitesimale Transformationen Uf, V/, Wf 
erfiillen immer die Identitat : 


((UV) W) + (VW)U) + ((WO)V) =0. 


*) Siehe ,,Diffgln. m. inf. Trf.“, Satz 1, § 1 des 18. Kap. 
20" 
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Diese Jacobi’sche Identitiit kann man durch directe Ausrechnung 
der Klammerausdriicke verificieren. Hinen kiirzeren Beweis lieferten 
wir an einer anderen Stelle*). 

Wir bemerken noch, dass diese Identit&t fiir infinitesimale Trans- 
formationen in beliebig vielen Verainderlichen gilt. 

Nach diesem Satze ist nun fiir drei beliebige infinitesimale Trans- 


formationen U,f, Uf, Uif einer Gruppe Uf... U,f: 
(16) ((O,U:)U) + (UT) U) + (UU) Ui) = 9. 
Es ist aber nach (15): 


ie 


((U:Ui)U) = > cis UU) 


und nach derselben Formel: 


(U,U;) = > on U:f, 


1 


((U,Uz) U) == > dieixsten Uf. 
af 


Vertauschen wir hierin 7, k, | cyklisch, so ergeben sich im ganzen 
drei Identitiiten. Ihre Addition liefert dann infolge der Identitat (16): 


pe 
>: >! Cixstors + Cris€sit + Cris Gee) Uf = 0. 
1 


daber: 


Da aber U,f...U,f von einander unabhangig sind, so kann diese 
Gleichung nur dann bestehen, wenn darin die Coefficienten von 
U,f...U,;f eimzeln Null sind. Dies fiihrt zu dem 

Relationen Satz 12: Ist in der Gruppe U,f...U,f allgemein 


zwischen 


den Ciks. Yr 


(0) = Sant Gea eae 


1 


so bestehen zwischen den Constanten ¢;., die Relationen : 


> (insta + Chis€sit =p CrisCskt) are 0 
it 
(i; Hilti ia le ee) 


Spiter bei Betrachtung der Gruppen in beliebig vielen Verinder- 
lichen werden wir beweisen, dass sich zu einem System von 7° Con- 


*) Vel. ,,Diffgln. m, inf. Trf, § 4 des 10. Kap. 
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stanten ¢;x;, welche die soeben angegebenen Relationen erfiillen, stets 
eine Gruppe construieren liisst, deren Zusammensetzung gerade yon 
diesen ¢;,, gebildet wird*). 


§ 4. Die Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit. 


Wir kommen jetzt dazu, den Hauptsatz auch fiir die Gruppen 
der Geraden, fiir die Gruppen, bei denen nur eine Veriinderliche trans- 
formiert wird, abzuleiten. 

Ist 
(17) m% = 9(@, a ..a) 
eine r-gliedrige continuierliche Gruppe der Geraden mit paarweis in- 
versen Transformationen, so besitzt sie r von einander unabhingige 
infinitesimale Transformationen U,f...U,f, aus denen alle infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe linear ableitbar sind. (Nach 
Satz 2, § 3 des 7. Kap.) Dabei haben die U;,f die Form: 

_\ Oo 
Uif = b(a) 2. 
Ferner bilden die Gleichungen 
t= 92, ay». Ar), Vitae 
eine 7-gliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis inversen Transfor- 
mationen. Da bei ihr y nicht geandert wird, sind ihre infinitesimalen 
*Transformationen identisch mit denen der Gruppe (17). Mithin gilt 
der erste Teil des Hauptsatzes, also Satz 8 des § 2, auch fiir die 
Gruppe (17). 

Umgekehrt seien nun U,f...U,f 7 von einander unabhingige in- 

finitesimale Transformationen der Variabeln x von der Form 


e of 
Uif = &:(a) 5, 


welche Relationen erfiillen von der Form: 


r 


(U; Uz) = > Gin OG i ce i: = 1; D an 7), 
a 


*) Aus diesem von Lie entdeckten Satze hat er eine Reihe wichtiger Sitze 
iiber die Zusammensetzung der Gruppen abgeleitet. Herr Killing, der spater 
einige weitergehende Schliisse aus diesem Satze gezogen hat, citiert bei der Be- 
nutzung desselben irrtiimlicherweise fortwahrend Jacobi, der weder die Summen- 
formel des Satzes 12 noch die Lie’schen Fundamentalformeln (U, U,) = Xe,,,,U,f 
kannte. Infolgedessen bemerkt ein Leser der Killing’schen Arbeiten nicht, dass 
seine sédmtlichen gruppentheoretischen Folgerungen auf Lie’s allgemeinen Theorien 


beruhen. 


Hauptsatz 
fiir die 
Gruppen 
der 
Geraden. 
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in denen die ¢;,, Constanten bedeuten. Alsdann lassen sich U,/f...U,f 
auch als infinitesimale Transformationen in zwei Veranderlichen 2, y 
auffassen, bei denen allerdings y nicht geandert wird. Nach Satz 9 
des § 2*erzeugen sie eine r-gliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis 
inversen Transformationen. Da # bei ihnen nur von x abhingige In- 
cremente und y stets das Increment Null erhilt, so hat diese Gruppe 
die Form 
ty = O(%, a, .- Or), Y= Y. 


Es leuchtet dann ein, dass die Gleichung 
n= 9(2, a --4,) 


fiir sich eine r-gliedrige Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit 2 mit 
paarweis inversen Transformationen darstellt. Der zweite Teil des 
Hauptsatzes gilt daher auch fiir die Gruppen der Geraden. Wir sagen 
somit: 

Satz 18: Der Hauptsatz der Gruppentheorie gilt auch fiir de 
Gruppen der Geraden. 


a ee Um nun alle continuierlichen Gruppen der Geraden mit paarweis 


Gruppen derinversen Transformationen zu bestimmen, wollen wir annehmen, es 
seraden. 


seien 
UfS=saw W—he2 2) : 


y von einander unabhiangige infinitesimale Transformationen einer 
solchen r-gliedrigen Gruppe. Da wir, wie immer, die & als ana- 
lytische Functionen voraussetzen, die sich an einer allgemein aber 
bestimmt gewahlten Stelle (#°) regular verhalten, so lassen sich die 
&; fiir hinreichend wenig von a’ abweichende Werte von x nach ganzen 
Potenzen von « — x entwickeln, sodass die U;f die Form haben: 


Reihenent- f= ; en fpr ee an . 0\2 
wickelung U:f ca (aio a Ait (% % ) ais Quin (x iat ) “2 : ‘)p 
der inf. . 
Transform. (i = i? 2 A r) 
Hierin kénnen gewisse der Constanten ao, @1.. verschwinden. Wir 
Inf. frans- wollen eine infinitesimale Transformation als eine von der og Ord- 


formation 
gter Ordng. nung bezeichnen, wenn ihre Reihenentwickelung erst mit (a — x°) be- 
; ae : ; ; ; 
ginnt. Also ist U;f von e** Ordnung, wenn aj = a1 —=-- = Aig—1 = 0, 


aber dj, == 0 ist. Sind 


VP=(ae—a+-jp (a0), 
W=0@—2+-)p +0) 


von e** bez. 6 Ordnung, so giebt die Klammeroperation 
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(VW) ale — 2 )e(eb(e— xe +. pt 
— b(e — ay (ea(e — a" 4. -)p 4 
=((6 — o)ab(a — geto-14.. ‘)p, 


d. h. eine infinitesimale Transformation von gerade @ -+ 6 — 1** Ord- 
nung und nicht etwa bloss Null, sobald @ +o ist. Von dieser Be- 
merkung werden wir sogleich Gebrauch machen. 

Zuniichst kann der Punkt (x°) so gewihlt werden, dass er nicht 
bei allen U;f invariant ist, d.h. dass sich nicht alle U;f fiir 2 = x° 
auf Null reducieren. Sei (x°) etwa bei U,f nicht’ invariant. Dann ist 
dy =+=0. Da es auf einen Zahlenfactor nicht ankommt, kann (iy 
durch ay dividiert werden. So ergiebt sich dann die infinitesimale 
‘Transformation 

Yf=A+ae—2)+-- 2 
Existiert nun noch eine yon Vf unabhingige infinitesimale Transfor- 
mation der Gruppe, die mit einem Gliede 0%" Ordnung anfiangt, so 
kann man aus ihr und V,f eine von V)f unabhiingige infinitesimale 
Transformation linear ableiten, die von erster Ordnung ist: 


Vif=(@—@) ++: )p. 


Wenn dagegen keine solche mehr vorhanden ist, so kénnte doch eine 
von erster Ordnung da sein. Diese wiirden wir alsdann als V,f be- 
nutzen. Ist auch keine von erster Ordnung da, so doch eine von etwa 
ot Ordnung (9g >1), die mit Uf bezeichnet sei, Alsdann gehort 
nach dem Hauptsatze auch (V,U) der Gruppe an. Sie ist aber nach 
der vorausgeschickten Bemerkung von (9 — 1)'** Ordnung. Diese giebt 
mit V,f durch Klammeroperation eine von (@ — 2)" Ordnung u. s. w. 
Schliesslich kommen wir also doch zu einer von erster Ordnung, die 
wir als V,f verwerten. Genau so sieht man ein, dass auch eine in- 
finitesimale Transformation der Gruppe von zweiter Ordnung vorhanden 
ist u.s. w. So finden wir, dass die Gruppe sicher 7 infinitesimale 
Transformationen von der Form 

f= + ae —2) +++ )p, 

be 

OSCAR d So aia) 


Vf = ((@— HY +p 
enthilt. Sie sind von einander unabhingig, denn wenn 
Valea at eri Vr if = 0 


wire, so wiirde folgen, dass 
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oy + (Gy + acy) (a — 2) + ( +e — oP +> 
+ (Gas +) — ORE =O, 

also zuniichst c, = 0, daher ¢, = 0, folglich c, = 0 u. s. w. ware. 

Mithin ist jede infinitesimale Transformation unserer Gruppe linear 
aus Vf, V,f...V,—if ableitbar. Offenbar lassen sich aus ihnen auch 
keine von héherer als (r — 1)** Ordnung linear ableiten. Folglich 
sind die infinitesimalen Transformationen der Gruppe von héchstens 
(r — 1) Ordnung. 

Nun gehéren V,_»f und V,_1f der Gruppe an, dasselbe gilt von 
ihrem nicht verschwindenden Klammerausdruck, der aber von der Ord- 
nung (r— 2) + (r —1)—1 ist. Also ist: 


@¥—2)+(r—1)—1l<yr 


oder 
PA, 
Somit kommen nur die Werte r= 1, 2, 3 in Betracht. 
Maximal- Satz 14: Hine endliche continuierliche Gruppe der Geraden mit 


Zab) 7=3, : ¥ 5 rc “5 . * 
paarweis inversen Transformationen enthilt héchstens drei von emander 


unabhingige infinitesimale Transformationen. 
Dass die Maximalzahl r = 3 wirklich vorkommt, lehrt die drei- 
gliedrige projective Gruppe der Geraden (siehe Kap. 5). 


Eee emnes Ist zunichst y 1, so liegt nur eine infinitesimale Transforma- 
ruppen. 


tion vor: 


Ufa tar 


Fiihren wir ie als neues # ein, so kommt einfach die Gruppe: 


re 
as Ist die Gruppe zweigliedrig, U,f, U,f,.so darf nach Satz 10 des 
Gruppen. § 2 gesetzt werden: entweder 
(U,U,) =0 
oder 


(U,U;) = Uf. 


Im ersteren Fall diirfen wir wie vorher 


Ct == 
aumehmen. Dann kommt, wenn 
| U,f = tp 
ist: 

de. = 

a? ee! 


Die Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit, aLo 


d.h. & ist eine Constante. Dann aber sind U;,f und U,f nicht von 
einander unabhingig. Dieser Fall kommt also nicht in Betracht. Es 
ist vielmehr anzunehmen: 


CHU 0, f 
Zuniichst kann 
Ofa= Dp 
angenommen werden. Dann ergiebt sich fiir 
nea Of = bp 
die Bedingung 
- = 1, also § = x + Const., 


sodass U,f= ap -- Const. p ist. Nun kann U,f — Const. U,f als 
U,f benutzt werden, sodass sich der Typus ergiebt: 


| p xp : 


Ist die Gruppe dreigliedrig: U,f, U,f, U;f, so kénnen wir voraus- Pine 
setzen, U,f sei von nullter, U,f von erster und U;f von zweiter Ord- Gruppen. 
nung. Dann ist (U,U,) von nullter, (U,U;) von erster und (U,U;) 
von zweiter Ordnung nach der oben gemachten Bemerkung. Dem- 
nach ist: 

(U,U,) = aU, f, 
(U,U,) = oUF + Uf 
(U, U;) = eU,f + gU,f + hUsf. 


Hierin bedeuten a, b, c, e, g, h Constanten. Wir sehen, dass U,f und 
U,f fiir sich eine zweigliedrige Gruppe erzeugen, die bei passender 
Wahl der Veriinderlichen x auf die obige Form p, xp gebracht wer- 
den kann: 


Uf=p, Unf =ap. 


Sei nun 
OR Raat §, 
so kommt: 
1é 
(U,U;) = 5 p = bp + cap, 
d & 
(U,U;) = (« ee ss )p =ep + gup + hép, 
sodass 
dé 
= =b+ ca, 
dé 
Oa a oe 1)§ 


wird, Hiernach muss & die Form haben: 
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b=a = px =e yn’, 
in der a, B, y gewisse Constanten bedeuten. Dann ist 
Uf — «U,f — BU, f= yx*p. 


Sonach diirfen wir die Gruppe in der Form annehmen: 


Dp LPP 


Algo sagen wir: 
Zuseramen: Theorem 27: Hine endliche continuierliche Gruppe der ein- 


stellung 


Gan fachen Mannigfaltighert mit paarweis inversen Transforma- 

der.Geraden-¢;qyen ist hdchstens dreigliedrig. Sie ldsst sich durch Ein- 

fiihrung einer passenden Verdnderlichen stets auf eine der drew 
Formen bringen: 

|» | pp ap | | p ap xp 


| 
| 
) 


Dieses Theorem ist deshalb besonders merkwiirdig, weil es zeigt, 
dass sich jede solche Gruppe der Geraden auf eine projective Gruppe 
zuriickfiihren lisst. Vgl. Theorem 15, § 2 des 5. Kap. Man darf aber 
nicht in den Irrtum verfallen, auch sonst in Theorem 15 Gesagtes auf 
das jetzige Ergebnis auszudehnen. Hine zweigliedrige Gruppe z. B. 
kann sehr wohl mehr als einen Punkt in Ruhe lassen, obwohl ihr 
Typus p, 2p nur einen invarianten Punkt hat. Es kommt dies daher, 
dass bei der Hinfiihrung einer passenden neuen Verinderlichen mehr- 


: : x 1 
deutige Functionen benutzt werden kénnen. Wenn etwa V1 —S—euls 
neues x benutzt wird, so geht die Gruppe p, xp in 

se ee (1 — a7)? 


ea? 22 F 


tiber und lasst die beiden Punkte x=--+ 1 in Ruhe. Hs kénnen sogar 
nach passender Substitution der neuen Verdnderlichen unendlich viele 
discrete Punkte in Ruhe bleiben. Doch sind dies functionentheoretische 
Fragen, auf die wir nicht weiter eingehen. Es sollte eben nur vor 
einem hier naheliegenden Irrtum gewarnt werden. 


Vorbemerkungen. BLD 


Kapitel 13. 
Bestimmung der imprimitiven Gruppen der Ebene. 


Wir greifen nunmehr das Problem an, alle endlichen continwier- 
lichen Gruppen der Ebene mit paarweis inversen Transformationen zu 
bestimmen. Dabei ist es zweckmissig, die Bestimmung der imprimi- 
twven von der der primitiven Gruppen zu trennen, weil diese beiden 
Klassen verschiedene Behandlungsweisen erfordern, Zunichst bestimmen 
wir alle imprimitiven Gruppen. 


§ 1. Vorbemerkungen. 


Als wir im 11. Kapitel alle projectiven Gruppen der Ebene be- 
stimmten und auf typische Formen brachten, bedienten wir uns zweier 
Hiilfsmittel zur Vereinfachung der Gruppen. LKinerseits suchten wir 
durch Hinfiihrung passender linearer Combinationen der infinitesimalen 
Transformationen der Gruppen ihre Zusammensetzung, andererseits 
durch Hinfiihrung neuer Verinderlicher vermége passender projectiver 
Transformationen die Gestalt ihrer infinitesimalen Transformationen 
moglichst zu vereinfachen. Das erstere Mittel werden wir ebenso bei 
der Bestimmung aller Gruppen der Ebene anwenden, das zweite da- 
gegen mit einer Abinderung. Wir werden namlich jetzt, wo es auf 
projective Eigenschaften nicht ankommt, zwei solche Gruppen als gleich- 
berechtigt bezeichnen, die vermoge wgend welcher Transformation im ein- 
ander iiberfiihrbar sind, indem wir Satz 4, § 4 des 6. Kap., benutzen. 
Demnach werden wir die infinitesimalen Transformationen dadurch zu 
vereinfachen suchen, dass wir nicht gerade durch projective, sondern 
durch irgendwelche passende Transformation neue Veriinderliche ein- 
fiihren. Alsdann rechnen wir alle Gruppen zu demselben Typus, die 
dadurch in einander verwandelt werden kénnen. 

Wir beginnen mit der Bestimming der imprimitiven Gruppen. Hines te 
y-gliedrige derartige Gruppe U,f...U,f lasst nach § 3 des 8. Kap. imprinitiv. 
eine Schar von oo! Curven 


(x, y) = Const. 


invariant, indem sie diese Curven in einander iiberfiihrt. Benutzen 
wir (x, y) als neues w und eine davon unabhingige Function als 
neues y, so folot: Wir kénnen annehmen, dass die gesuchte Gruppe Mvariante 


Geraden- 


U,f...U,f die Geraden schar, 


eo Gone x = Const. 
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unter einander transformiert, d. h. dass mit # = Const. auch das In- 
crement von a constant ist, dass also in U,f...U,f die Coefficienten 
von p nur von « abhdingen. Die Uf haben dann die Form: 


(1) Uif = &:(@)p + ni(e, ya 


Da die Uf eine Gruppe erzeugen, so ist nach dem Hauptsatz 


(2) (O50) = 2 Ciks Us f. 


Es kommt aber nach (1): 
diane irae 
6 (Ot) = (BEB Pte 
d. h. der Coefficient von p in (U;U,) ist derselbe wie der von p in 


der Combination von 
E(~)p und &(«)p 
allein. Setzen wir 


MGf = Ep 


so sehen wir also, dass nach (2) auch 


r 


(X; Xx) = > Cres Aap 


1 


ist. Die X,f...X,f transformieren nur x und erzeugen nach dieser 


Vorkiirzte 
Gruppe. 


Teilung 
des 
Problems, 


Formel und nach Satz 13, § 4 des vorigen Kap., eme Gruppe der ein- 
fachen Mannigfaltigkert x. 

Die X;f geben an, wie die Geraden x = Const. bei den U;f unter 
einander transformiert werden. Sie erzeugen diejenige Gruppe in «, 
vermoge deren die Gruppe U,/f...U,f die Geraden x = Const. in ein- 
ander tiberftihrt. Wir nennen die X;f die verkiirzten infinitesimalen 
Transformationen und ihre Gruppe die verkiirzte Gruppe. 

Nach Theorem 27, § 4 des 12. Kap., ist diese verktirzte Gruppe 
héchstens dreigliedrig. Hierdurch bietet sich eine naturgemisse Teilung 
unseres Problems in vier einzelne dar, je nachdem « nullgliedrig, ein- 
gliedrig, zwei- oder dreigliedrig transformiert wird. 


§ 2. Erster Fall: Die Curvenschar wird nullgliedrig 
, transformiert. 


Wenn wir annehmen, dass die verkiirzte Gruppe nullgliedrig sei, 
so heisst dies: Jede der Geraden x = Const. bleibt ftir sich invariant, 
ihre Punkte werden unter sich vertauscht. Dann sind alle X;f=0O, 
d. h, alle §; = 0, sodass die gesuchte Gruppe zunichst die Form hat: 


Erster Fall: Die Curvenschar wird nullgliedrig transformiert. Blk 


Ulla, Vg SG 41, 2..7). 
Geben wir hierin & einen bestimmten Wert, so erzeugen die U;f immer Festhalten 
noch eine Gruppe. EHinmal folgt dies begrifflich daraus, dass eine Goraden, 
solche Annahme a = 2° besagt, dass nur die Punkte einer bestimmten 
der invarianten Geraden ins Auge gefasst yerden sollen. Andererseits 
aber erkennt man, da jetzt 


a 


On, 


7 i Aaa eee 4 On; 


ist, dass die (U;Ux) genau ebenso zu bilden sind, ob nun x allgemein 
oder speciell angenommen wird, sodass auch fiir « = «2° 
CA 
at 
ist. Der Index 0 soll hierin die Substitution # = «%° andeuten. 

Aber die Gruppe U,°f...U,°f der Punkte (y) der Geraden 2 = 2° 
braucht nicht auch r-gliedrig zu sein, vielmehr kénnen zwischen 
U,°f...U,°f Relationen mit constanten Coefficienten bestehen, indem 
die Coefficienten ja «° enthalten kénnen. Ja wir wissen, dass die 
Gruppe U,°f...U,°f nach Theorem 27 in § 4 des letzten Kap. héch- 
stens dreigliedrig ist, da sie nur die einfache Mannigfaltigkeit y trans- 
formiert. Also besteht zwischen je vieren der U;*f sicher eine Rela- 
tion mit nur von 2° abhangigen Coefficienten, demnach auch zwischen 
je vieren der ;(2°, y): 
pila?) mi(a®, y) + (2) (@®, Y) pee") me, Y) le?) me", y) =O. 
Da dies fiir jede Gerade (x°) gilt, so folgt, dass zwischen je vieren 
der y(a, y) sicher eine Relation mit nur von # abhangigen Coefficien- 
ten besteht: 

pi(x)ni(e, ¥) + p(x) as, ¥) + G(@)e(@, ¥) + Gi(e)m(@, Y) = 0. 

Nun koénnen aber solche Relationen schon zwischen je zweien oder 
wenigstens schon zwischen je dreien der y bestehen. Somit legen 

drei Falle vor, die wir auch so charakterisieren kénnen: Die Gruppe Drei rine. 
U,°f...U°f auf der Geraden (x°) ist eingliedrig, zweigliedrig oder 
dreigliedrig bei beliebiger, aber bestimmter Wahl von 2°. Ware sie 
nullgliedrig, so wtirden alle Punkte der Ebene in Ruhe bleiben. 


I. Die Gruppe U,°f... Uf sei eingliedrig. Alsdann ist also etwa: urster Fail. 
Ne =2(2)m, 13= 93%), -- r= pr(@) M4, 
wihrend 7, ==0 ist, sodass die gesuchte Gruppe die Form annimmt: 


mI, P(e) 9, 93(") 1d -- pr(@) Nr 


Zweiter 
Fall. 
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Aber 1,q kann dadurch, dass man als neues y eine Function benutzt, 
deren Differentialquotient nach y gleich ist, auf die Form q ge- 
1 . 


bracht werden. Dann haben wir 


PEO ice. 


In der That ist dies eine Gruppe, denn die Klammeroperationen geben 
stets Null. 


II. Die Gruppe U,of...U,°f set eweighedrig, sodass zwischen je 

dreien der 7 eine Relation besteht. Hier kénnen wir setzen: 
Te = e(@)m + de) ne 
(es) aa 

sodass 
3) Uf=na U,fH=ng, Gf=wuft+ eu (b=3, 4..7) 
ist. Dabei darf keine Relation zwischen 7, und y, allein bestehen, 
d. h. es muss 7, : 4, die Grosse y wirklich enthalten, denn sonst lige 


die vorige Annahme vor. Nach dem Hauptsatze ist (U,U,) linear aus 
U,f...U,f ableitbar. Hier kommt also nach (3) eine solche Gleichung: 


(U, U,) = @, (a) Uf + @,(2) Uyf. 
Waren ow, und a, beide Null, so kame 


dN. dn, 


aa Gane 


d. h. y,: 42 ware frei von y. Wir diirfen also etwa w, ==0 annehmen. 
Betrachten wir nun die beiden infinitesimalen Transformationen 


Vite Ui oe, Vier ey 


@, (%) 0, (2) 
Sie gehéren natiirlich im allgemeinen der Gruppe nicht an, denn sie 
sind nicht mit constanten Coefficienten aus U,f...U,f ableitbar. Aber 
wir werden doch aus ihnen Nutzen ziehen. Es ist namlich 


de) =k 
Wir kénnen durch Hinfiihrung einer passenden von y nicht freien 
Function von # und y als neues y erreichen, dass 


Ta == 
wird. Alsdann folgt aus (V,V,) = V,f ohne Miihe, dass V,f die 
Form hat 
. V.f=Y + x(«))¢. 


Benutzen wir endlich y + y(x) als neues y, so wird 
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p92 P= 9. 
Durch diese Hinfiihrung einer neuen Veriinderlichen y wird die Form 
der Ausdriicke (3), soweit sie fiir uns wesentlich ist, nicht gestirt. 
Wir diirfen also annehmen, diese Substitution wiire schon zu Anfang 
vollzogen. Wegen 
tt FS yf Uy, 
kommt dann umgekehrt: 
U.f=Vif—o,Vf, U,f= o,Vof 
oder 
Uf=1— oe y)g, U,f==o,y¢. 
Hierin sind , und w, Functionen von y allein. Jetzt kommt: 
(U,U;) = 0,9, (0,9, Ur) = 0,79, (@,°¢, U2) = @,°¢ 
u.s. w. Alle diese Klammerausdriicke gehéren aber nach dem Haupt- 
satze der Gruppe an. Wenn aber w, keine Constante ist, so sind alle 
diese T'ransformationen @,qg, @,°q, @,°q..., deren Zahl beliebig weit 
ausgedehnt werden kann, von eimander unabhingig. Da die Gruppe 
aber nur eine endliche Anzahl von unabhingigen infinitesimalen Trans- 
formationen enthalten darf, so muss also ow, eine Constante sein. 
Daher darf U,f=yq gesetzt werden, wahrend die Gruppe auch @,q, 
also auch q enthalt. Wir diirfen daher jetzt annehmen: 


Uj faq, Uf 94, 


Oxf = gila)a + v(x) yg 
C= 4p: 


(UU) = wf, 
(WU f, Us) = ve Ui 
u.s. w. Also gehéren dq, vq Vi’q.--. der Gruppe an. Abnlich 
wie vorhin fiir w, folgern wir hieraus fiir y,, dass es eine Constante 
¢ sein muss. Alsdann kénnen wir statt der U,f die U,f—cU,f als 
Symbole benutzen und haben die Gruppe: 


sowie: 


Nun ist 


Gd Yd P3(L)a Qi(@)Q-- Hr(x)G 


ide ssa l 


Wie auch die 3, p,.. 9, als Functionen der « gewahlt sein mégen, 
immer ist dies offenbar nach dem Hauptsatze eine Gruppe. 


Il. Die Gruppe U,°f...U,°f sei dreigliedrig. Hier werden dieritter vat. 
Punkte jeder Geraden x = Const. dreigliedrig transformiert. Wir 
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wissen, dass jede dreigliedrige Gruppe der einfachen Manotaligs 
y auf die Form 
Yay Fa 

gebracht werden kann, nach Theorem 27, § 4 des 12. Kap. Aber in 
unserem Falle enthilt die Gruppe noch 2, ohne jedoch diese Variabele 
zu transformieren. Daraus folgt, dass sich die allgemeinen infinitesi- 
malen Transformationen der gesuchten Gruppe durch passende Wahl 
der Variabeln y auf die Form 


Uf = gi(@)a + vel@)ya + aa) ya 
bringen lassen. Nun ist: 
(4) (UUs) = (ite — vipa) + 2 (pits — ee) Yd + Vite — HWD)Y' 
(UT) = (pity — vipy)a +2 (pits — Pi)Yd + its — Heh) Y*a- 
Die Coefficienten hierin sind also die Determinanten von je zweien der 
y, w, y- Combinieren wir nochmals, indem wir ((U;U;z) (UiU;)) bilden, 


so erhalten wir einen ahnlichen Ausdruck. Insbesondere hat darin q¢ 


den Coefficienten : 
ai Pie — Wir Dilek — YPr | 
Pity — VQ; Piti — UD” 


yq den Coefficienten 
Dive — WiQi Wile — 4a We 
Pili — Vii Viti — HY 
und y’q den Coefficienten : 


Pitk — HiPr Wiki — Aire : 
Pili — LQ; Vis — ibs 

Aus der ersten Determinante lisst sich o;, aus der zweiten ~; und aus 

der dritten y; als Factor absondern, sodass sich schliesslich ergiebt : 


PE Pe Be | 
(COU, (CE Ve 2 Fi ve vy | Ur. 
ne eee 
Bezeichnen wir die Determinante 2 + yy mit 4;,;, so haben wir 
also: 
(5) ((U;U;) (U;U;)) = 2 Ain; if. 
Geome- Dass eine solche Relation besteht, sieht man am ungezwungensten ein, 


trische 
Deutung, Wenn man von einer naheliegenden pecciote ischen Deutung Gebicaeh Heal. 


Wir fassen in 


Erster Fall: Die Curvenschar wird nullgliedrig transformiert. By al 


Uf = pia + viva + x:y*4 


yi, Wi; und x; als homogene Punktcoordinaten in der Ebene auf, sodass 
jeder infinitesimalen Transformation der Gruppe ein Punkt der Ebene ent- 
spricht, wiihrend umgekehrt zu einem Punkte der Ebene allerdings un- 
endlich viele infinitesimale Transformationen gehéren kénnen, von denen 
sich aber je zwei nur um einen Factor, der von « abhiingt, unterscheiden 
kénnen. Die Combinationsformel (4) sagt dann aus, dass dem Klammer- 
ausdruck (U;U;) als Bildpunkt der Pol der Geraden zugehirt, welche die 
Bildpunkte von U;f und U;f verbindet, und zwar hinsichtlich eines Kegel- 
schnittes mit der Gleichung in homogenen Coordinaten: 


494 — a" = 0. 


Alsdann ist der Bildpunkt von (U;U;) der Pol der Geraden, welche die 
Bildpunkte von U;f und U;f verbindet. Die 
Verbindende der Bildpunkte von (0; Ux) und 
(U;U;) ist demnach die Polare von U;f, 4. h. 
der Bildpunkt von ((U;U;) (U;U;)) ist der 
von U;f selbst. (Fig. 32.) Mithin kann sich 
((U; Ux) (U;U;)) nur um einen von # allein 
abhiingigen Factor von U;f unterscheiden: 


((U; T,) (U:U;)) = o(x) Vif 


Oben fanden wir rechnerisch, dass o(«) gleich 
2A;%5 18t. 

Da alle durch Klammeroperation hervorgehenden infinitesimalen 
Transformationen nach dem Hauptsatze ebenfalls der Gruppe an- 
gehéren, so gehért nach (5) auch 4;,;U;f der Gruppe an. Indem wir 
sie anstatt U;f benutzen und die obige Betrachtung wiederholen, er- 
halten wir die infinitesimale Transformation der Gruppe: 


((4iny Ui, Us) (Sins Ui, Uj) = 2 4 Uf 
u. s. w. Demnach gehoren 
Ans Uf, AinsUif, Ain Uif..- 
siimtlich der Gruppe an. Da die Gruppe nur eine endliche Anzahl 
yon einander unabhingiger infinitesimaler Transformationen besitzt, 
so folgt, dass 4;,; eine Constante sein muss — analog wie im Falle II 
die Grésse w, Daraus ergiebt sich nun, dass die Gruppe gerade 
dreigliedrig ist. Denn wenn wenigstens vier infinitesimale Transtor- 
mationen : 
Uf = pid + viyd + HYG 
(i= 1, 2, 3, 4) 


yorliegen, so kommt: 
Lie, Continuierliche Gruppen. 91 
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Uf O WU 

Uf Pe 2 Ye = 
Usf gs; 3 Us| — 
Uf Gs Uy - % 


oder 
Ao, Uf +b Agu, U5 f + Ags Shae Ba Pr Oy 0. 

Da aber die 4 Constanten sind, so wiirden U,f...U,f hiernach nicht 
von einander unabhingig sein, wenn nicht jedes 4 =O wire. Wire 
aber jedes 4;,; == 0, so wiirde schon zwischen U;f, Uxf, Ujf eme Rela- 
tion bestehen, deren Coefficienten Functionen von x sind. Dies aber 
wiirde zur Annahme des Falles II fiihren, ist also ausgeschlossen. 
Somit sind je vier infinitesimale Transformationen der Gruppe von 
einander abhingig; die Gruppe ist deshalb héchstens dreigliedrig. 
Ware sie weniger-gliedrig, so wiirde Fall Il oder gar Fall I vorliegen. 
Sie ist also gerade dreigliedrig. 

Sicher besitzt sie zweigliedrige Untergruppen. Denn alle Trans- 
formationen der Gruppe, die einen bestimmten Punkt (#°, y°) der 
Ebene in Ruhe lassen, bilden offenbar fiir sich eine Gruppe, da die 
Aufeinanderfolge zweier solcher Transformationen auch den Punkt in- 
variant lasst. Da aber w bei der gesuchten Gruppe itiberhaupt nicht 
transformiert wird, so giebt das Festhalten eines Punktes (#°, y°) nur 
eine Bedingung: Hs giebt also wenigstens eine zweigliedrige Unter- 
gruppe unserer gesuchten Gruppe. In der That haben wir, um aus 
drei von einander unabhingigen infinitesimalen Transformationen der 
gesuchten Gruppe 

Ui = pila)a + vilx)yg + u(x) ya 
as) 
die infinitesimalen Transformationen dieser Untergruppe abzuleiten, 
nur in 


Uf + ¢,U,f + eUsf 


die Constanten ¢,, ¢,, ¢; so zu wahlen, dass 


3 
Dl G.@) + HOY + ucla?) y") = 0 
1 
wird. 
Es mégen also etwa gerade U,f und U,f diese zweigliedrige 
Untergruppe erzeugen, was keine Beschriinkung der Allgemeinheit ist. 
Dieselbe gehért emem der schon unter I oder I gefundenen Typen 


an. Wie werden sogleich ermitteln, welchem von beiden. Wire schon 
eine Relation 


a, («) Uf + w,(@) U,f = 0 
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a 


zwischen U,f und U,f allein vorhanden, so wiiren alle zweireihigen 
Determinanten der Matrix 

eo 

PP. Yo Xe 
identisch Null, sodass auch die dreireihige Determinante 4,,, identisch 
Null wire, d. h. zwischen U,f, U,f und U,f bestiinde eine Relation 
mit von « abhiingigen Coefficienten. Diese Annahme wiirde jedoch 
zum Fall I] gehéren und ist hier also unstatthaft. Daher besteht bei 
der Untergruppe U,f, U,f keine Relation zwischen U,f und U,f mit 
von # abhingigen Coefficienten. Diese Untergruppe gehért demnach 
zu dem unter II bestimmten Typus und kann durch passende Wahl 
der Verinderlichen, bei der U;f nicht wesentlich geiindert wird, auf 
die dort bestimmte Form 


U,f=4, Uf >=y4 
gebracht werden. Jetzt ist noch 
U;f = 9(@)a + ¥(@)ya + x(@)y’a 
zu normieren, Sicher ist hierin y==0, weil sonst zwischen U,f, U,f, U;f 


eine Relation mit von «# abhingigen Coefficienten vorhanden wiire. 
Nun ist 


(U, Us) = + 2xy)¢. 
Da U,;f auch y*?q enthilt, so kann diese infinitesimale Transformation 


(W + 2zy)q nur aus U,f und U,f linear ableitbar sein, d. h. » und x 
sind Constanten a und 6. Nun kann statt 


U;f = 9¢ + aya + by’ 


O,f — aU,f= pg + by’¢ (6-0) 
als U,f benutzt werden. Alsdann haben wir 
(U, Us) = (— 9 + by")¢. 
Dies muss linear aus U,f und U;f ableitbar sein, sodass 
— p+ by =a + Be + dy’) 
ist, wenn o« und 6 Constanten bedeuten. Hiernach ist 6 = 1 und 
g = Const. Alsdann kann statt U;f auch U;f— Const. U,f benutzt 


werden, sodass U;f = by’q oder also U;f=y’q verbleibt. 
Die gesuchte Gruppe lautet also einfach: 


auch 


PGI 7 


Hiermit sind alle Typen von imprimitiven Gruppen bestimmt, bei 
denen die Curven der invarianten Schar einzeln invariant bleiben. 
21% 


394 Kapitel 13, § 3. 


§ 3. Zweiter Fall: Die Curvenschar wird eingliedrig transformiert. 


Jetzt liegt der Fall vor, dass in den infinitesimalen Transforma- 


tionen der gesuchten Gruppe 


Uf = b(a)p + ni, ya 
Ca i) 


a gerade eingliedrig transformiert wird, also zwischen je zweien der & 
eine lineare Relation mit constanten Coefficienten besteht, sodass etwa 


b= Og by; 20. bp == Gb, (Gg 0G == Const) 


ist, wihrend & nicht Null ist, denn sonst lage die Annahme des 
vorigen Paragraphen vor. Wir kénnen anstatt U,f..U,f nun auch 
U,f —a,U,f, ...U,f — a,U;f als infinitesimale Transformationen be- 
nutzen, da sie der Gruppe angehoren, weil a,..a, Constanten sind. 
Alsdann kann noch U,f durch Hinfiihrung einer passenden Function 
von % als neues w auf die Form gebracht werden, dass &, = 1 ist, 
sodass wir haben: 

Cf See 1 (2%, y)q, 

C= N2(%, Y)4s 


Uf= — ar(#, ya 
Hier ist offenbar (U;U,) frei von p. Also sind diese (U;U;) linear 
aus U,f...U,f allein ableitbar, d.h. nach dem Hauptsatze erzeugen — 
U,f...U,f fiir sich eine (r — 1)-gliedrige Untergruppe. Bei ihr wird 
jede Gerade x = Const. in Ruhe gelassen. Diese Untergruppe gehért 
deshalb einem der im vorigen Paragraphen bestimmten drei Typen an, 
indem wir bemerken, dass bei Aufstellung dieser Typen keine neue 
Variabele « eingefiihrt wurde, wodurch die Form von U,/f eine Ande- 
rung erlitte. Deshalb diirfen wir direct U,f..U,f als einen jener Typen 
wihlen, zu denen dann noch U.f=p-+ 7,q hinzutritt, sodass die drei 
Palle vorliegen: 
Ig 9(2)q @s(@)q --Pr—i(z)q D+0@, ya, 

og yd P(@)G --Mal@)q pt n(a, ¥)4q, 

NG yd 9a pane, ya: 

Der Fall, dass zu p + nq keine infinitesimalen Transformationen 
hinzutreten, ist auszuschliessen, denn dann kénnte die Gruppe auf die 
Form q gebracht werden, die zu den im yorigen Paragraphen be- 
stimmten Typen gehért. Wir behandeln nun die Falle I, II, TI nach 
eiander, indem wir die Klammerausdriicke priifen. 


® 
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I. Es ist 
ei e ka 
(px(x)q, Pp +99) = (: ay = pr) 4 


Diese Transformation muss der Gruppe angehdren. Da sie frei von 
p ist, muss sie also linear aus g, 9,¢..9,—1q ableitbar sein. Also 


ist 4 frei von y, da g,==1 zu setzen, also nicht Null ist. Wir 
haben also anzunehmen: . 

1 = ¥(@)y + x(2). 
Indem wir als neues y die Grosse 


A(x)y + B(a) 


einfiihren, kéunen wir bei passender Wahl der Functionen A und B 
erreichen, dass p+ 7q die Form p annimmt, wihrend die g,(a)q nicht 
wesentlich gestért werden, sodass die Gruppe lautet: 


Pi(@)Y  2(H)Q «-- Gr—i(@)q_ PD. 
Combinieren wir, so kommt: 
(p, 9x(~)q) = Hrd. 
Also miissen g,’..g,-—1 nach dem Hauptsatze lineare homogene Func- 
tionen von 9, ..q@, mit constanten Coefficienten sein: 


dy, 
Agar MP1 +: =e Ak r—1 Pr—1 


(ea ae). 
Die Theorie dieser Differentialgleichungen, die ja ein d’Alembert’sches 
System bilden, lehrt bekanntlich, dass gy, ..,—i linear mit constanten 
Coefficienten aus gewissen r — 1 Functionen linear und homogen zu- 
sammensetzbar sind. Diese y — 1 Functionen haben die Form: 


Cae ewene . we ge 


Cee Ler ree, 


Da statt der »—1 infinitesimalen Transformationen 9,¢.. 9,—19 
irgend welche r— 1 von einander unabhingige aus ihnen linear ab- 
leitbare gesetzt werden diirfen, so folgt, dass wir g,..,-—1 direct 
mit den obenstehenden Functionen identificieren diirfen. Sonach er- 
giebt sich die typische Form: 


eRe xe ** g ts . i poh ek” g p 


k=1,2.-™, 


| oy = Const, Lo, + m=r—1l, r>1 


é 


Tirstor Fall. 
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Man iiberzeugt sich durch Bildung der Klammerausdriicke davon, dass 
diese infinitesimalen Transformationen stets eine Gruppe erzeugen, wie 
auch die Constanten @,..@, und die ganzen Zahlen @,..@, und m 
gewahlt werden. 


acne Il. Im zweiten Fall 
q Yd ps (") 4 oan Pr—1(L)q p + n(x, Yq 


giebt die Klammeroperation zunachst wieder : 
0 ; 
(v.()a, p+ 1) = (m i — gi) 4. 


Da diese infinitesimale Transformation von p frei ist, muss sie linear 

aus g, yqg und den g;q ableitbar sein. Da gq selbst auftritt, also 

sicher ein g nicht Null ist, so folgt also, dass oa linear in y ist, d. h.: 
4 = o(a)y’ + o(x)y + x(a). 

Ferner kommt: 


ey (ol pee ene 
yg, p+19)= (y By —n)4= (oy? — v4. 

Da diese Transformation p nicht enthalt, muss sie sich aus den r — 1 

ersten infinitesimalen Transformationen der Gruppe linear ableiten 

lassen, d. h. es ist @ ==0, wahrend y die Form 2 Const. pm; + Const. 

hat, sodass wir in 


pt n¢g=p+ O@y + x1(@))¢ 


das Glied y(x)q streichen kénnen, da es eine schon vorhandene in- 
finitesimale Transformation ist. Also lautet die letzte Transformation: 


ptrv(e)ye. 


Durch Hinfiihrung einer Function A(x): y als neues y kénnen wir 
sie auf die Form p bringen, indem die Gruppe die Form enthilt: 


,(@)q » + @—a(x)q Yq Pp. 


Lassen wir hierin yq fort, so bildet der Rest fiir sich eine Gruppe, 
da die tibrigen unter sich combiniert nie Glieder mit yq liefern. Diese 
Untergruppe wurde unter I bestimmt. Danach kommt der Typus: 


3 7 | 

Op, & ) 7,2 
GRO Tea Lee ae p | 
k=1,2..m, 


| o, == Const, Le.--m=r—2, r>2 


ap x 


é 


Dies ist nach dem Hauptsatze stets eine Gruppe. 


Dritter Fall: Die Curvenschar wird zweigliedrig transformiert. O27 
III. Wir kommen zu der Form: 
q ¥4 vq p+nq 
und finden durch Combination: 
Ee C: 
@, p+ 19) =5,% 


Mithin ist oe , da rechts p nicht auftritt, quadratisch in y und frei 


von £3; wir diirfen also setzen: 

1 = ay + By’ + vy + ¥(a), 
indem wir unter a, 8, y Constanten verstehen. Da yq, y?q besonders 
auftreten, darf sogar 


yay’ + ¥@), dh. p+ ng=p + (ay + ¥)¢ 
gewihlt werden. Nun gehért der Gruppe an: 
(ya, p + (ay + ¥)q) = Gay’ — v)¢, 


d.h. es ist a =O und yw eine Constante, die gleich Null gesetzt 
werden darf, weil g besonders auftritt. Somit kommt: 


[tise yin UG) piv ai 


Offenbar ist dies wirklich nach dem Hauptsatze eine Gruppe. 

Wir bemerkten zwar oben, dass sich der Fall, dass nur p + yq 
auftritt, auf die Annahme des vorigen Paragraphen zuriickfiihren lisst. 
Dabei bedarf es jedoch der Hinfiihrung einer Function von x und y 
als neues x Da wir nun im nichsten Paragraphen von den jetzigen 
Ergebnissen Gebrauch machen miissen und zwar von den Ergebnissen, 
die hervorgehen, wenn wir statt x héchstens eine Function von 2 selbst 
einfiihren, so miissen wir die Annahme p+ n(x, y)q gesondert auf- 
stellen. Indem wir hierin eine passende, y wirklich enthaltende Func- 
tion von # und y als neues y einfiihren, kénnen wir diese eingliedrige 
Gruppe auf die Form bringen: 


| i ) 


| 
| 


§ 4. Dritter Fall: Die Curvenschar wird zweigliedrig transformiert. 


Wir kommen nunmehr zur Annahme, dass die Geradenschar 
xz = Const. bei der gesuchten Gruppe zweigliedrig in sich transfor- 
miert wird. Die Gruppe hat zunaichst wieder die Form 

Uif = &i(@)p + 1i(@, yg 
= Not), 


Dritter 
Fall. 
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Ks besteht aber jetzt zwischen je dreien der & eine lineare Relation 
mit constanten Coefficienten. Die verktirzte Gruppe §;(a)p ((=1,2..7), 
die jetzt also gerade zweigliedrig ist, lasst sich durch Hinftihrung einer 
passenden Function von a als neues x nach Theorem 27, § 4 des 
12. Kap., auf die Form p, xp bringen. Hieraus folgt, dass die ge- 
suchte Gruppe durch Hinfiihrung dieses neuen a die Form annimmt: 


Uif = (ax + b:)p + ui (@, y)a@ 
(Cos Ba ae 


in der die a; und b; Constanten bedeuten. Durch lineare Combination 
mit constanten Coefficienten erreichen wir nun, dass die Gruppe so 
erscheint : 


ni(@, y)q -- nr—o(e, yg p+tou—ift, ya «p+ n(a, y)¢@. 


Die »—1 ersten infinitesimalen Transformationen geben bei der 
Klammeroperation mit einander nie Glieder mit xp. Diese Klammer- 
ausdriicke miissen sich also linear aus den r — 1 ersten ableiten lassen, 
d. h. die » — 1 ersten erzeugen eine (7 — 1)-gliedrige Untergruppe. 
Diese Untergruppe lasst sich, wie wir sahen, durch Hinfiihrung einer 
passenden, y wirklich enthaltenden Function von 2, y als neues y, wo- 
durch wp -+ nq nicht wesentlich geindert wird, auf eine der im vorigen 
Paragraphen bestimmten vier typischen Formen bringen. Es handelt 
sich also darum, zu jenen drei Typen noch eine solche infinitesimale 
Transformation xp + n(x, y)q hinzuzufiigen, dass sich wieder Gruppen 


ergeben. 
Erster Fall. J. Zunichst haben wir: 
OF J, poke = OF px pS ; 
Cg Beg 2 oS So eR ne en eee 
k=1,2..m, Zo+m=r—2, r>2. 
Ks ist 


me a,x @ Qpx 
nent w= (0 — eee 


Diese infinitesimale Transformation muss sich aus denen der Gruppe 
linear ableiten lassen, offenbar aus den r—2 ersten. Dies zeigt, dass 


One : oe 
ay eine Function von # allein ist, sodass 


n= (x)y + x(a) 


zu setzen ist. Nun ist 
0 
(p, ep +1) =p+ x4. 


Dieser Ausdruck lehrt, dass a nur # enthalten darf, da er sich linear 
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aus den »— 1 ersten infinitesimalen Transformationen ableiten lassen 
muss. Somit ist ~ constant, etwa gleich a und 9 — ay + y(a). 
Nunmehr bilden wir 
(ate g, wp + (ay + 2d) = ((a— exatte™ — aya eg, 
e**q kommt in der Gruppe héchstens mit dem Factor x°* vor. Hier 
Rrl 


aber tritt o,a* auf. Also ist a0. Folglich reduciert sich die 


Gruppe, indem nun m =k =1 sein muss, einfach auf: 
q eq aq . . w-8q p xp-+ (ay+ 71(2))¢. 
Combination der beiden letzten infinitesimalen Transformationen giebt 


p+yxq. Daher ist 
4 (a) == Const. + Const. # + -- + Const. 27-5, 


x (x) = A a a, & 2 ae a A,— 3x" —* 2 bar=* 
sodass, -wenn man von der letzten infinitesimalen Transformation die 
in der Gruppe enthaltene: 


(a) + 4,2 +--+ ap_34”"—*)q 
abzieht, eimfach als letzte bleibt: 
xp + (ay + ba—*)¢. 
Fiihren wir y + cv’—? als neues y ein, so werden die 7 — 2 ersten 


infinitesimalen Transformationen nicht geindert, wihrend die vorletzte 
iibergeht in 


d. h. 


p + (r — 2)ea"—*q, 
die wir durch p ersetzen kénnen, da x’—*q schon auftritt. Die letzte 
ferner geht iiber in: 


ap + ((r —2—a)e + d)x"—*q + ayg. 
Ist r — 2 =a, so lasst sich 


wiihlen, sodass sich xp + ayq ergiebt und die Gruppe lautet: 


q tq @q:-- x *¢ p xp+ ayg 


Wenn aber 7 — 2 ~<a ist, so lautet die letzte infinitesimale Trans- 
formation vor Hinfiihrung jenes neuen y: 


op + ((r — 2)y + bar—*)¢. 
Ist b= 0, so wiirden wir einen Specialfall der soeben bestimmten 


Form erhalten. Daher nehmen wir )=+=0 an und fiihren < y als neues 


y ein, sodass sich 


Aweiter 
Fall. 
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apt G—2)y ve \e 
ergiebt, wahrend die tibrigen infinitesimalen Transformationen nur um 
Zahlenfactoren geiindert werden, die gestrichen werden diirfen, Somit 
gelangen wir zum Typus 


Q. wg @q-- aq p apr Wi 2)y eg 


| 
r>2 . 


| 
is 


Die beiden Typen stellen in. der That Gruppen dar, wovon man sich 
durch Bilden der Klammerausdriicke tiberzeugen mége. 
II. Wir haben nunmehr anzunehmen: 


omg get g «+2 a" yg wep me 
k=1,2..m, So,-+m =r—3, ros. 


ape 


Wir combinieren e*”g mit ap + 1q, wie im Falle I, und finden hier- 
durch im Gegensatz zu Fall I, dass o linear in y ist: 
n= o(2)y’ + vw)y + x(). 
Nun ist 
(yg, ep + Qe aR \g=(@y — va 
yd, +a) =y5,—1)d= (ov — ne 


Da y’q¢ gar nicht in der Gruppe vorkommt, so muss also erstens == 0 
sein, sodass bleibt: 

1 = v(a)y + 4), 
und zweitens die Gruppe yq enthalten. yq muss sich daher linear aus 
den r—3 ersten infinitesimalen Transformationen ableiten lassen und 
kann in xp -+ nq gestrichen werden, sodass die letzte infinitesimale 
Transformation lautet: 


ep + w(x) y¢. 


Combination mit p liefert p+ ’yqg. Hs ist demnach w’ eine Con- 
stante, sodass wir als letzte infinitesimale Transformation haben: 


ap + (ax + b)yg 
oder, da yq besonders auftritt: 


cp + axyg. 


Die Klammeroperation mit a**e*** 


q liefert: 
(aes or, a BTA ote” — 0,08 he**) g, 


Da aber in der Gruppe e**’g hiéchstens mit dem Factor a®* auftritt 
linear muss @, =a sein, sodass sich die Gruppe reduciert auf: 


? 


Dritter Fall: Die Curvenschar wird zweigliedrig transformiert, 331 


eq xLemg--- ate q yq p xp +t axyg. 
Indem wir nun ye~@ als neues y benutzen, erhalten wir 
q tq@--+ a~*q yd p—ayq xp. 


Da yq besonders auftritt, so kann ohne weiteres a = 0 gesetut 
werden. Dadurch geht die Gruppe hervor: 


QQ “q@::-x'-*¢g Yq p xp 


r>3 


III. Wir kommen zur Bestimmung einer Gruppe von der Form: Pritter 
Fall. 


44a a p ap+ ne. 


Es ist 
=o 
(@, op +19) =5,0 
Daher ist 4 quadratisch in y und frei von w, denn ao muss wieder 


der Gruppe angehéren. Wir setzen daher, unter «, 6, y Constanten 
verstehend, 


yay’ + By + ry + ¥(@). 
Weil die Gruppe schon yq, y’q selbstiindig enthilt, so kénnen diese 
Glieder in 
ap + (ay’ + By’ + vy + ¥@))¢ 


gestrichen werden, sodass bleibt 


ap + (ay® + w)¢. 


(ya, zp + (ay + ¥)9q) = ay’ — v)¢. 
Also muss auch 2ay?—w quadratisch in y und frei von @# sein. 
Somit ist «0 und w eine Constante, die, weil qg selbstindig auf- 
tritt, gleich Null gesetzt werden darf. Die Gruppe lautet nun: 


Nun ist 


qa ¥% Wa p «xp 


Man iiberzeuge sich davon, dass dies in der That eine Gruppe ist. 
IV. Jetzt bleibt die Annahme iibrig: pasties 
p “p+ 14. 


Klammeroperation liefert p -+ ny Also ist ao 0, daher y eine 


Function von y allein. Ist sie verschieden von Null, so kann sie 
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durch Hinftihrung einer passenden Function von y als neues y gleich 
1 gemacht werden, sodass sich die beiden Gruppen ergeben: 


Pe | 


+ 


Dap se 


§ 5. Vierter Fall: Die Curvenschar wird dreigliedrig transformiert. 


Wir nehmen nunmehr an, dass die Geraden x = Const. bei der 
gesuchten Gruppe dreigliedrig unter einander transformiert werden. 
Die verktirzte Gruppe kann durch Hinfiihrung einer Function von & als 
neues a nach Theorem 27, § 4 des 12. Kap., auf die Form p, xp, xp 
gebracht werden. Hine Uberlegung wie zu Beginn des vorigen Para- 
graphen lehrt, dass wir daher die infinitesimalen Transformationen der 
gesuchten Gruppe vorerst so wahlen kénnen: 

m(@, Y)G +++ Trost, ya D+ M-2(%, Yd 2D + aril, YG 

xp + (@, Y)9. 

Die Klammerausdriicke der r — 1 ersten geben nie Glieder mit xp. 
Sie miissen also fiir sich eine (r —1)-gliedrige Untergruppe bilden, 
die in Form eines der in § 4 bestimmten Typen angenommen werden 
darf, da bei der Normierung dieser Typen uur fiir y eine neue Varia- 
bele eingeftihrt wird, wodurch wp + yq nicht wesentlich geandert 
wird. Ks liegt uns also jetzt ob, zu den in § 4 bestimmten sechs Typen 
eine solche infinitesimale Transformation wp + y(w, y)q hinzuzuftigen, 
dass sich wieder eine Gruppe ergiebt. Dabei diirfen wir uns jetzt 
sprachlich ktirzer fassen, da es sich immer um Wiederholungen gleich- 
artiger Uberlegungen handelt. 


Erster Fall. I. q xq aq ee LS Amel? p «xp aie ayd ap Ik nq. 
Ks kommt hier 


@, @p-+1q) = a <q, daher y= (a, + a +--+ ap—s0"—)y + Y(o). 


(a7~4q, ap + 09) = (w—3 1 Pre aa H\a-)\q= ae 
== CR 4. Ca + “> . ie Pow (r _— 4) ar —8) q, 
doh. a4, =r—4, ay =O, --+a—14 = 0. Die letzte infinitesimale 


Transformation lautet nun: 
w'p + (ay + r — 4)xy + ¥(2))¢- 
Combination mit p giebt: 
Jap + (r—4)y + ¥)a, 
dh. r—4=— 2a, Y=)+b)04+--+b,-42"—!, sodass 


Vierter Fall: Die Curvenschar wird dreigliedrig trangformiert. B00 


br—4 


wird. Da q, wq--«’—*q selbstiindig auftreten, so darf sogar 
> =Scer-* 
gesetzt werden, sodass die beiden letzten infinitesimalen Transforma- 
tionen diese sind: 
i — 4. 9 : 
op —z— 9d, wp + (ay + (* — 4)ay + ca”) g. 


Ihre Combination giebt: 
xp — ((r — 4)ay + — car—*) q, 


Dies muss gleich der letzten infinitesimalen Transformation sein. 
Daher ist: 

a=0, (r—4)c=0. 
Ist zuniichst ¢ = 0, so lautet der Typus, wenn die vorletzte Transfor- 
mation noch mit 2 multipliciert wird: 


q *q wq--a—*g p 2ap+(r—A)yq wip + %—A)aeyg 


PSs 


Wenn,aber c + 0 und also r a4 ist, so kommt: 


q p tp “p+ cxg. 
# 
Da c+ 0 ist, kénnen wir e° als neues y einftihren. Alsdann kommt: 


yy p ep ap+ayg |: 


Beide Typen stellen wirklich Gruppen dar. 


IJ. Wir betrachten nun den Fall: Zvvoiter 
q tq + w*qg p apt+t(r—Ayte)q wp + ng. 
Wie im vorigen Fall ergiebt sich zunichst, dass die letzte infinite- 
simale Transformation in der speciellen Form angenommen werden 


darf: 
ap + (ay + (r — A)ay + v(x))¢- 
Combination mit p giebt: 
2ap + (ir — 4)y + ¥)¢. 
Diese infinitesimale Transformation lasst sich aber unmdglich aus 
denen der Gruppe linear ableiten, da hier yq den Coefficienten » — 4 
hat, also 


Dritter 
Fall. 


Vierter 
Fall. 


Fiinfter 
Fall. 
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y—4 = 2(r — 3) 
sein miisste, was fiir * > 2 unmdglich ist. Hier ergiebt sich demnach 
keine Gruppe. 


II. q ug -- aq yd Dp Up wp + n¢. 
Wir bilden: . : 
ei) 
(Grate D aid By 
d. h. 
1 = (@ + aye +--+ ap 50°—5)y + ay? + ¥(2). 
Ferner - 


(yq, “p+ 04) =l(y 7 = n)4 == (Gy as 


also a=0, sodass o(a)q selbstandig auftritt und in ap -+ nq ge- 
strichen werden darf. Die letzte infinitesimale Transformation lautet 
folglich 
ap > (dy + Oy@ -F ++ + Gr 597") yg. 
Combination mit p liefert: 
22p + (a, -2a,x + ---+ (r — 5)a,_3a") yg. 
Daher ist a, = 0, -- a5; = 0. Die letzte Transformation ist also: 
ap + (dy + a2) Y9- 

Hierin kann a, = 0 gesetzt werden, da yq besonders auftritt. *Somit 
bleibt: 

xp + axyg. 
Nun ist 

("9-2 p- GLyG) = (@— Fr Dag, 

d.h. a=r—5. Der Typus lautet also: 


q tq -- x -*q yg p ap ap + (r—Dd)ayq 
r>A4 


Man tiberzeuge sich davon, dass dies wirklich eine Gruppe ist. 


IV. q yg yd p ap @p+ng. 
Hier ergiebt sich ohne Miihe 4 0, sodass die Gruppe hervorgeht: 


q ya ya p xp xp |- 


V. p zp xp + nq. 
Auch hier ergiebt sich leicht 7 = 0. Wir bekommen also die Gruppe 


| p xp ap : 
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VI. p «ep+q «p+ nq. Sechstor 
Es ist hier: 
; 0 
(p, 2p + nq) = 2ap + 5" 4, 

also 

a i 

a 4 =224+ wy), 
ferner 

. aa) a 3 ; 
(ep +4, @p + nq) = ap +(e + ae = 2p + 22+ vq, 
sodass 
2e+y—=22+4, 

also 


w= ae 


sein muss. Fiihren wir, wenn a+ 0 ist, x + ae’ als neues y ein, so 
kommt: 


| p+a wtyy eptye¢ |- 


Wenn dagegen a = 0 ist, so haben wir 
p op+q «p+ 2x¢q. 
ee 
Benutzen wir e” als neues y, so kommt die Form: 


_p 2ap+yq @pt+ ayq |, 


in der die Gruppe projectiv erscheint. Auch die vorige Gruppe lasst 
sich durch Hinfiihrung neuer Variabeln auf eine projective Form 
bringen. Fiihrt man nimlich 


als neue Veranderliche % und y ein, so kommt zunichst: 
V2(p+0q) ap+2yq V2(e —y)p+V2ay¢. 
Der Factor /2 kann gestrichen werden. So ergiebt sich die bekannte 
dreigliedrige projective Gruppe, die den Kegelschnitt «* — 2y =0 
invariant lasst (vgl. § 4 des 4. Kap.): 
p+aq ap+2yq (@ — y)p tay? 

Wir sind nun zu Ende mit der Bestimmung aller imprimitiven 
Gruppen der Ebene. Unter den gefundenen Typen kommen allerdings 
tiberzihlige vor. Doch wollen wir, ehe wir auf diesen Punkt eingehen, 
das zweite Problem in Angriff nehmen, alle primitiven Gruppen der 


Ebene zu bestimmen. 


Festhalten 
eines 
Punktes 
bei einer 
Gruppe. 
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Kapitel 14. 


Bestimmung der primitiven Gruppen und Classification aller endlichen 
Gruppen der Ebene. 


Um die primitiven endlichen Gruppen der Ebene zu bestimmen, 
schlagen wir einen wesentlich anderen Weg ein als zur Bestimmung 
der imprimitiven. Wir machen dabei Gebrauch von aihnlichen Reihen- 
entwickelungen der infinitesimalen ‘[ransformationen wie in § 4 des 
12. Kapitels bei den Gruppen der Geraden, und besonders benutzen 
wir die Transformationen, welche die Richtungen durch einen fest- 
gehaltenen Punkt bei der gesuchten Gruppe erfahren. Dadurch ge- 
lingt es, das Problem in drei einzelne zu teilen, deren Behandlung 
keine besonderen Schwierigkeiten macht. Die in § 3 des 12. Kapitels 
aufgestellte specielle Jacobi’sche Identitét wird hierbei ofters verwertet. 

Schliesslich stellen wir alle endlichen continuierlichen Gruppen 
der Ebene mit paarweis inversen Transformationen in einer Tafel zu- 
sammen, indem wir sie in geeigneter Weise einteilen. 


§ 1. Transformation der Linienelemente durch einen 
festgehaltenen Punkt. 


Zunichst haben wir einige Betrachtungen anzustellen, die nicht 
nur fiir die primitiven, sondern auch fiir die imprimitiven Gruppen 
giiltig sind. Wir ziehen es daher vor, bis auf weiteres tiberhaupt von 
einer beliebigen r-gliedrigen Gruppe U,f..U,f der Ebene zu sprechen. 

Hine r-gliedrige Gruppe der Ebene enthilt eine Schar von T'rans- 
formationen, die einen beliebig aber bestimmt gewahlten Punkt (2°, y°) 
in Ruhe lassen. Natiirlich bilden alle diese Transformationen fiir sich 
eine Gruppe, da auch die Aufeinanderfolge zweier dieser Transforma- 
tionen den Punkt (#°, y°) in Ruhe lasst und daher einer Transforma- 
tion eben dieser Schar iiquivalent ist. Auch ist klar, dass diese 
Gruppe zu jeder ihrer Transformationen die inverse enthilt. 

Ist die r-gliedrige Gruppe transitiv, so lassen sich ihre Gleichungen 
nach Satz 1, § 1 dés 8. Kap., nach zweien ibrer Parameter auflésen; 
wenn man in diesen aufgelésten Gleichungen die urspriinglichen und 
die neuen Veriinderlichen gleich «°, y°® setzt, so erhalt man also fiir 
jene zwei Parameter bestimmte von den tibrigen r — 2 Parametern ab- 
hingige Werte. In einer transitiven Gruppe lassen also gerade co”—? 
Transformationen einen bestimmten Punkt allgemeimer Lage (a°, °) 
in Ruhe. 
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Ist die »-gliedrige Gruppe intransitiv, |so hat sie eine Invariante 
2(w, y) nach Satz 2, § 1 des 8. Kap., und ist nach nur einem der 
Parameter auflésbar. Daher lasst sie sich sé schreiben: 


Q(x, %) aa Q(x, Y), A = D(A, %, L,Y, a. - Or), 


wenn @,..a, ihre Parameter sind. Setzt man hierin x = 2, = 2°, 
y¥=¥Y,=y°, so wird die erste Gleichung identisch erfiillt, wihrend 
die zweite a, als Function der tibrigen »— 1 Parameter bestimmt. 
In einer intransitiven Gruppe lassen also gerade co’—! Transforma- 
tionen einen bestimmten Punkt allgemeiner Lage («°, y°) in Ruhe. 

Satz 1: In einer r-gliedrigen Gruppe der Ebene giebt es gerade 
co”? bez. co’ —1 Transformationen, die einen bestimmt gewdahlten Punkt 
allgemeiner Lage in Ruhe lassen, je nachdem die Gruppe transitiv oder 
imtransitiv ist. Diese Transformationen bilden fiir sich eime Gruppe mit 
paarweis inversen Transformationen. 

Durch die Bezeichnung des Punktes (#°, y°) als Punkt allgemeiner 
Lage werden gewisse singulire Punkte ausgeschlossen, die bei mehr 
als diesen Transformationen invariant bleiben. Bei einer Gruppe kann 
es z. B. sehr wohl gewisse Punkte geben, die bei allen Transforma- 
tionen der Gruppe in Ruhe bleiben. Solche Punkte sollen aber bei 
der Wahl des Punktes (2°, y°) ausgeschlossen werden. 


Insbesondere kann man, ausgehend von den infinitesimalen Trans- Inf. ‘Transf 

5 re . 3 3 R er Gruppe, 

formationen U,f...U,f der r-gliedrigen Gruppe, die (r — 2)-gliedrige aie einen 
Unk 


bez. (r — 1)-gliedrige continuierliche Untergruppe mit paarweis in- invariant 
he ° . : : lisst. 

versen Transformationen construieren, bei der ein Punkt allgemeiner, 

aber bestimmter Lage (z°, y°) invariant ist. Man hat zu dem Zwecke, 


wenn 
Uf= ke, yp + u@, ya 
(G1, 2757) 
ist, die Constanten e,..e, den beiden Bedingungen zu unterwerfen: 
> bi (2°, y) os 0, Sena’, y°) = 0. 
1 1 


Alsdann lassen alle infinitesimalen Transformationen Ye;U;f den Punkt 
(2°, y°®) in Ruhe. 

Unter ihnen sind gerade ry — 2 von einander unabhingige, wenn 
keine der beiden Bedingungsgleichungen Folge der andern ist. Die 
eine ist nun Folge der andern, wenn — da (®, y°) von allgemeiner 
Lage sein soll — alle zweireihigen Determinanten der Matrix 

Lie, Continuierliche Gruppen. 22 
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i Ny 
5, Ne 
Eos 


identisch verschwinden, d. h. wenn die Gruppe intransitiv ist, nach 
Satz 5, § 2 des 8. Kap. 

Wir erhalten also r — 2 bez. r —1 von einander unabhingige 
infinitesimale Transformationen, je nachdem die Gruppe transitiv oder 
intransitiv ist. 


ee acne Denken wir uns nun alle infinitesimalen Transformationen der 


der inf. yoo] 1 { 7 __— 4,9 = 
ie int r-ghedrigen Gruppe nach Potenzen von « & und y — y° entwickelt, 
was bei hinreichend wenig von 2°, y° abweichenden Werten von 2, y 


geschehen darf, so haben sie zunichst allgemein die Form: 
GF ibe — @) + cy —Y) Fae ye eae 
+ (e+ Be —2") ty —y) + 0 — 29 $+ a 
Der Punkt (x, y°) bleibt hierbei in Ruhe, wenn die Coefficienten von 
p und q fir «= #, y=~y° verschwinden, wenn also a= a = 0 ist. 
Er bleibt dagegen nicht in Ruhe, wenn wenigstens einer der Coef- 
ficienten a, « nicht Null ist. Nach dem Obigen wissen wir also, dass, 


sagen wir gerade 9, von einander unabhiangige infinitesimale Trans- 
formationen der Gruppe die Form haben: 


Vif =Oile—#) +ely—y) +: p+ Bie —@)+ ry —y") ++ Da 
(i=1, 2..0), 

in der die Gheder héherer Ordnung in « — 2° und y — y° nur an- 

gedeutet sind. Ausserdem enthalt die Gruppe noch 7 — 9, also zwei 


oder eine, von diesen und von einander unabhangige infinitesimale 
Transformationen von der Form 


(a+ b@— 2) + cy —y")+-)pt (© + B@—@) + r7y—y)+-)¢, 
in denen @ und @ nicht beide Null sind. 

Wir wollen kiinftig in einer infinitesimalen Transformation immer 
nur die wirklich vorkommenden Glieder niedrigster Ordnung wirklich 
angeben und die héherer Ordnung durch Punkte andeuten. Eine 
infinitesimale Transformation, in der der niedrigste Grad, den die 


Coefficienten von p und q in #—a®, y—y? haben, gleich s ist, nennen 
Inf. Transf. __- : . . . 7 A 5 : 
ster Ord. Wir eine mfinitesemale Transformation s”” Ordnung. 


Alsdann kénnen wir sagen: Die Gruppe enthilt @ infinitesimale 
Transformationen erster oder héherer Ordnung. Dieselben erzeugen 


Transformation der Linienelemente durch einen festgehaltenen Punkt. 339 


in der That fiir sich eine Gruppe. Setzen wir niimlich sone Gee 
ee ae ; einen Punkt 
Vif = ie — 2°) + acy — yp + (Bile — 2°) + ye(y — y))q invariant 
(Usedereeo) 

so ist 
| (ete ee 


wenn die Gheder von zweiter und héherer Ordnung nur angedeutet 
werden. Alsdann giebt die Klammeroperation: 


(ViVi) = (Bae — 2°) + Culy — y"))p + (Baw — 2°) + Tay —9")9), 
wo 

By = Bick — Bri, 

CC. = Vile — Vrei + cb, — Cx: 

Bu = b; By ar bi. Bi + Bix = Bey, 

Vix = Be — xB; 
ist. Offenbar driicken sich auch die Coefficienten der Glieder erster 


Ordnung in (V;V;) allein durch die Coefficienten der Glieder erster 
Ordnung in V;f und V;f aus, d. h. es ist: 


(V:Vx) —= (ViV x) a Oucir 
oder auch 
(1) (ViVi) = (Bala — 2°) + Caly—y) ++) p+ 
+ (Ba (x 2) + Tx, (y = y) + --)q. 
Fir 2 = 2°, y=y° sind nun die (ViV;) Null, also auch die (V;V;). 
Mithin lasst jeder Klammerausdruck (V;V;,) den Punkt (x”, y°) in Ruhe. 


Daher ist er, da er auch der 7-gliedrigen Gruppe angehort, linear aus 
V,f...Vof allein ableitbar: 


Q 
(2) (ViVi) = >! y:nsVof 


Gb)? 1@)! 


Nach dem Hauptsatze ergiebt sich hieraus: 

Satz 2: Alle infinitesimalen Transformationen emer r-ghedrigen 
Gruppe der Ebene, die einen Punkt allgemeiner Lage m Ruhe lassen, 
erzeugen eine Gruppe. Diese Gruppe ist (r — 2)-gledrig oder (r — 1)- 
guedrig, je nachdem die r-gliedrige Gruppe transitiv oder imtransitiv ist. 


Erweitern wir nun die infinitesimalen Transformationen V,f.. CC aie 
er int. 
Transform, 


: yeas : , d : ue beei tic 
indem wir die Transformationen von y oder oe mitberiicksichtigen. (Vel. 


§ 1 des 9. Kap.) Wir erhalten dadurch gewisse infinitesimale Trans- 
ae 
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formationen Vif...Vof in x, y, y’, fiir die infolge von (1) die Rela- 
tionen bestehen : 


g 
(3) (ViVi) = >é vinsVof 
G, k= is 2); 
da (ViVi) = (ViVi) ist. (Siehe Formel (3) in § 1 des 9. Kap.) Bei 
Vif ist: ' 
Ox = Edt = (bi(x — 2°) + aly—y") + -- Ot, 
dy = dt = (Bi(e— 2") + rily— wy") + + )9t, 


also nach bekannter Formel 


, On; On; 0b;\ , 0§; 19 a 
(4) oy = (GE + (GE ev — Fey) ot= 
= (8: + (vi — bi)y— ey + -- dt. 


Die nicht geschriebenen Glieder enthalten 2 — aw und y—y?® als 
Factoren. Man sieht, dass sich die Coefficienten der hingeschriebenen 
Glieder allein durch die Coefficienten der Glieder erster Ordnung in 
Vif oder also durch die Coefficienten in V;f ausdriicken. 

Wenn wir (V;V;) um das Increment von y’ erweitern, so erhalten 
wir hiernach und nach (1) das Increment: 


dy’ = (Ba + Cin — Bn)y’— Cay? + --) dt. 
Da ferner (V;Vz)’ = (ViVi) ist, so folgt also: 
CVV) == (Ba — SF Ce ise are 
(5) ttre 2) a Ue) ate 
+ (Ba + Cx — Ba) y’ — Cry? +.-.-) a 


Hierbei bedeuten die Punkte in den beiden ersten fetten Klammern 
Glieder zweiter und hoherer Ordnung in « — x und y—y°, in der 
letzten Klammer Glieder erster und héherer Ordnung in diesen Gréssen. 


Die von « — x und y — y° freien Factoren von ss haben hiernach 


in (V; Vx) nur solche Coefficienten, die von den entsprechenden Coeffi- 
cienten in Vif und V;f allein abhiingen, da die Bu, Tix — Ba, Cx 
sich durch die 6;, y; — 0;, ¢, Br, vx — dx, & allein ausdrticken. Nach 
(3) und (5) kommt nun: 


(Bu + Cx — Bu)y — Cry? + -- ) Qe 


= Sra, + (r= doy — ey? +. ZL. 
1 a 


(6) 
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Wir wollen nunmehr nur die Transformationen der durch den 2™s!. der 
Richtungen 


Punkt (#°, y°) gehenden Richtungen y' betrachten. Zu dem Zweck durch fest- 
haben wir in den V;f iiberall «= x, y=y° zu setzen, sodass die “Dunkto. 
Ghieder, die # — a und y — y® enthalten, siimtlich fortfallen. Dann 
erkennen wir, dass die Richtungen y’ durch den festgehaltenen Punkt 


Sia ‘ ee : 
(x°, y°) vermége der infinitesimalen Transformationen 


(7) Wif = (8: + (v%: — by’ — ey”) a 
(¢=1, 2..0) 
und der aus ihnen linear ableitbaren unter einander vertauscht werden. 
Die Klammerausdriicke der Wf nehmen nach (5) die Form an: 
(WiWs) = Cu + Ca — Buy — Cay 54, 
wihrend nach (6) die rechte Seite hierin gleich 
Q 


DT riBe + By = 09) 35 
1 
ist, sodass nach (7) folgt: 
Q 
(WiWi) = Dire Wat 
1 


(i, k=1, 2..r— 2). 


Diese Relationen haben eine begriffliche Deutung: die Wf sind 
infinitesimale Transformationen der Veranderlichen y’ allein. Ihre 
Klammerausdriicke sind nach der letzten Formel linear aus ihnen 
selbst ableitbar, die Wf erzeugen mithin nach dem Hauptsatz fiir 
Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit y (Satz 13 in § 4 des 12. Kap.) 
eine Gruppe in y’ und zwar, wie die Form (7) der Wf lehrt, eine 
projective Gruppe in y. Wie in § 1 des 11. Kap. wollen wir unter 
einem Linienelement den Inbegriff eines Punktes und einer durch ihn 
gehenden Geraden oder, besser gesagt, einer durch ihn gehenden Rich- 
tung verstehen. Es werden die Linienelemente (#°, y°, y’) durch den 
festgehaltenen Punkt (z°, y°) wieder in Linienelemente durch ihn tiber- 
gefiihrt, sodass y’ als Coordinate dieser oo’ Linienelemente dienen kann. 
Man beachte, dass die Form der W,f...W,f nur von den Gliedern 
erster Ordnung in V,f...V,f abhiingt. Diese Glieder erster Ordnung 
nennen wir die verkiirzten infinitesimalen Transformationen erster 


Ordnung: . 
Vif = @i(e — 2) + aly — y’)) pv + (Bile — @) + rify — ya. 


Auch bemerkt man, dass die Wf sich genau so combinieren wie die 
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Vf, und dass zwischen diesen Vf und den Wf genau derselbe Zu- 
sammenhang besteht wie zwischen der allgemeinen lmearen homogenen 
Gruppe der Ebene und der allgemeinen projectiven Gruppe der Ge- 
raden. (Vgl. § 4 des 5. Kap.) Man erhalt namlich die Form der zu- 
gehérigen Wf auch dadurch, dass man nicht y’, sondern 

Biers 


a ae 


als Veriinderliche benutzt. Es kommt dann aus jedem V;f eine infini- 
tesimale Transformation 

(8: + (vi — bi)u — ot) oF 
also eine von derselben Form wie Wf. 

Wir sagen: 

Satz 3: Alle diejenigen Transformationen emer r-gledrigen Gruppe 
der Ebene, die einen Punkt (a°, y°) invariant lassen, transformieren die 
durch diesen Punkt gehenden Linienelemente (x°, y°, y°) vermége emer pro- 
jectiven Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit y’. 


Ferner ist zu bemerken, dass die W,f...W,f im allgemeinen 
nicht sAmtlich von einander unabhingig sein werden, denn eine pro- 
jective Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit ist ja héchstens drei- 
gliedrig. Hs sind nach Theorem 15, § 2 des 5. Kap., mithin diese 
Falle denkbar : 

Vier Falle. Erstens: Die Gruppe in y’ ist die allgemeine dreigliedrige pro- 
jective Gruppe. Dann bleibt kein Linienelement durch (#°, y°) mit 
diesem Punkte invariant. Die r-gliedrige Gruppe kann dann offenbar 
auch keine Curvenschar p(z°, y°) = Const. invariant lassen, denn sonst 
miisste ja, wenn der Punkt (2°, y°) festgehalten wird, auch die Curve 

p(x, y) = p(x", y?) 
der Schar invariant bleiben, mithin auch das Linienelement, das ihre 
Tangente im Punkte (w°, y°) bestimmt. In diesem Falle ist also die 
y-gliedrige Gruppe sicher primitiv. 

Zweitens: Die Gruppe in y’ ist zweigliedrig. Alsdann ist ein 
Linienelement y’ durch den Punkt (~°, y°) bei der Gruppe der Trans- 
formationen, die (x°, y°) in Ruhe lassen, ebenfalls invariant. Wir 
werden bald sehen, dass dann die v-gliedrige Gruppe eine und nur 
eie Schar von oo’ Curven g(x, y) = Const. in sich tiberftihrt, sobald 
die Gruppe transitiv ist. 

Drittens: Die Gruppe in y’ ist eingliedrig. Mit (2°, y°) bleiben 
dann ein oder zwei Linienelemente durch diesen Punkt fest. In diesem 
Falle lasst die r-gliedrige Gruppe, wie wir erkennen werden, gerade 
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eine bez. zwei Scharen 9(2, y) = Const. invariant, sobald sie tran- 
sitiv ist. 

Viertens: Die Gruppe in y’ ist nullgliedrig, d. h. alle Linien- 
elemente durch den Punkt (w°, y°) bleiben mit ihm in Ruhe. In diesem 
Falle werden wir zeigen, dass die 7-gliedrige Gruppe, wenn sie tran- 
sitiv ist, unendlich viele Scharen g(x, y) = Const. invariant lisst. 


Wir werden also nachweisen, dass die r-gliedrige Gruppe in den 
drei letzten Fallen imprimitiv ist, sobald sie transitiv ist. Intransitive 
Gruppen muss man ja iiberhaupt zu den imprimitiven rechnen (vel. 
§ 3 des 8. Kap.). 

Der Beweis ist schnell gefiihrt, da er sich nicht wesentlich von Ego) 


erkniipfg. 
der Betrachtung unterscheidet, die in § 2 des 11. Kap. zum Satz 10 ¥ von Punkt 


fiihrte. Wo dort das Wort Gerade eat wurde, ist hier nur das “otement 
Wort Richtung zu benutzen. In jedem unserer drei letzten Falle giebt 
es ja mindestens eine Richtung durch den Punkt p, oder (2°, y’), 
die in Ruhe bleibt, sobald p, festgehalten wird. Da die r-gliedrige 
Gruppe auch die Linienelemente unter einander transformiert — wie 
die Mitberiicksichtigung der Transformationen von y’ lehrt —, so sehen 
wir also: Es giebt in jenen Fallen mindestens eine Richtung g, durch 


den Punkt p°, fiir die 
(90) Sy = (Yo) 


ist, sobald S, eine solche Transformation der r-gliedrigen Gruppe ist, 
die p, in Ruhe lasst: 
(2o)So = (Po): 


Dies gilt entsprechend, wenn der Punkt p, vermége einer ‘l'ransforma- 
tion Z der Gruppe in einen Punkt p tibergefiihrt wird: 


(Po) T = (p), 
fiir die Richtung g durch p, fiir welche 
(9) T = (9) 


ist, und man sieht ein, dass alle 7, die p, nach p ftihren, auch g, in 
g iiberfiihren. Der Beweis ist genau so wie friiher an der angegebenen 
Stelle. Der Inbegriff von p und g ist ein Linienelement 1, und wir 
finden somit den Satz: 

Satz 4: Bleibt bei allen den Transformationen einer Gruppe, die 
einen bestimmten Punkt p allgemeiner Lage in Ruhe lassen, em Linien- 
element 1 durch diesen Punkt in Ruhe, so ist mit allen Punkten p’, in 
die p bei der Gruppe tibergehen kann, ein Linienelement I’ invariant ver- 
kniipft, d. h. jede Transformation der Gruppe, die p im p tiberfiihrt, 
bringt 1 nach UV; jede, die p' in Ruhe liisst, ldésst auch l in Ruhe. 
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. eye ° 7] 4 oe 
poe ew Ist nun die Gruppe transitiv, so kann p in alle Punkte p’ tiber- 
1ner A : 
Gruppe. gefiihrt werden — wenigstens innerhalb eines gewissen Bereiches. Wir 


erhalten dann in allen diesen Punkten p’ je ein Linienelement /’, und 
offenbar fihrt jede Transformation der Gruppe die Schar dieser oot 
Linienelemente in sich iiber. Denn ist 


(p') Te = (p") 
(p) Ta = (0"), OTa = ©), 


wenn J’ das mit p”’ invariant verkniipfte Linienelement bedeutet, so 
ist wegen (p’) = (p) 7, auch: 


(p) Ln T, aaa (p”) 


und also nach Satz 4, da 7,7. einer Transformation der Gruppe 
Aquivalent ist: 


und 


() 1.7. = (1), 
dh, da (2) Z, = (0) ist: 
CE aU), 


Beeeste Diese invariante Schar von Linienelementen wird dargestellt durch 
iterential- 

gieichung eine Gleichung von der Form 

1. Ordnung. 


y= ca (x, Y), 
die jedesmal das zu einem Punkte (wz, y) gehoérige Linienelement 
“(@, y, y’) giebt. Es ist dies aber eine Differentialgleichung erster 
Ordnung mit oo! Integralcurven. Mithin lisst die Gruppe die Schar 
dieser co! Integralcurven, die von jenen co! Linienelementen eingehiillt 
werden, invariant. 

Sind mit p mehrere Linienelemente invariant verkniipft, so ftihrt 
jedes zu einer invarianten Schar von oo! Linienelementen, indem man 

Auzabl inv.auf jedes alle Transformationen der Gruppe austibt. Demnach lasst 

v.o1Curvendie Gruppe in dem dritten der obigen Falle gerade eine bez. zwei und 
im vierten sogar unendlich viele Scharen von oo! Curven in Ruhe. 
Im zweiten Falle dagegen existiert nur eine Schar. Denn es ist ein- 
leuchtend, dass umgekehrt jede invariante Schar von oo! Curven mit 
jedem Punkte ein Linienelement invariant verkniipft. 

Mithin ist die r-gliedrige Gruppe im zweiten, dritten und vierten 
Kalle imprimitiv. Daher folgt: 

Satz 5: Bee allen denjenigen Transformationen einer primitiven 
r-ghedrigen Gruppe der Ebene, welche einen Punkt (x°, y°) allgemeiner 
Lage invariant lassen, werden die durch diesen Punkt gehenden Linien- 
elemente (x°, y°, y’) vermoge der allgemeinen projectiven Gruppe der ein- 
fachen Mannigfaltigkeit y’ transformiert. Ist dagegen die r -gliedrige 
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Gruppe imprimitiv, so ist diese projective Gruppe in y' hichstens zwei- 
gliedrig. 

Oder kiirzer: 

Satz 6: Kine Gruppe der Ebene ist dann und nur dann primitiv, 
wenn sie die Linienelemente durch einen festgehaltenen Punkt allgemeiner 
Lage gerade dreigliedrig transformiert. 

Und ausserdem: 

Satz 7: Es giebt gerade so viele Scharen von oo! Curven (a, y) 
= Const., die bei einer transitiven Gruppe invariant bleiben, als es bei 
der Gruppe mit einem Punkte allgemeiner Lage invariant verbundene 
Linienelemente giebt. 


§ 2. Ansatz zur Bestimmung der primitiven Gruppen der Ebene. 


Wir werden die Ergebnisse des vorigen Paragraphen zur Be- 
stimmung aller endlichen primitiven Gruppen der Ebene verwerten. 

Ist die r-gliedrige Gruppe, von der im vorigen Paragraphen die 
Rede war, primitiv, so ist sie auch transitiv, und daher ist die damals 
vorgekommene Zahl 9 =7— 2. Die Gruppe enthalt also gerade r—2 
von einander unabhiangige infinitesimale Transformationen erster oder 
héherer Ordnung, sowie zwei von nullter Ordnung. Aus den beiden 
letzteren kann man durch lineare Vereinigung immer zwei von der 
besonderen Form ableiten: 


Uf=pt-, Uf=q+--, 


wihrend also U,f...U,f von erster oder héherer Ordnung in » — 2° 
und y — y® angenommen werden kénnen. Wie oben, werden wir nur 
die Glieder niedrigster Ordnung jedesmal hinschreiben. 
Nun gilt der folgende Satz, von dem wir schon in § 4 des 
12. Kapitels einen Specialfall kennen lernten: 
Satz 8: Der Klammerausdruck aus einer imfinitesimalen Trans- Kiammer- 


; . . . ausdruck 
formation w*" und einer v”" Ordnung ist von der Ordnung uw + v — Lint. Transf. 

ro von gegeb. 
oder von hiherer Ordnung. Ordnung. 


Ist nimlich Uf von uw, Vf von v** Ordnung, so ist in 
ie Ue Vi Uy) 


das erste Glied U(Vf) von der Ordnung w+ (vy —1), da die Ordnung 
von Vf durch die in U(Vf) vorkommende Differentiation um Kins er- 
niedrigt wird. Entsprechend ist V(Uf) von der Ordnung v + (w—1). 
(UV) hat demnach auch die Ordnung w + v— 1 oder — wenn die 
Glieder dieser Ordnung sich gerade fortheben — eine héhere Ordnung. 


Maximal- 
ordnung. 


Anordnung 
der inf, Trf, 


einer prim. 
Gruppe. 


346 - Kapitel 14, § 2. 


Wenn insbesondere die infinitesimalen Transformationen nullter 


Ordnung 
pees, G+--: 


mit einer von u** Ordnung Uf combiniert werden, so ist nach un- 
serem Satze die Ordnung des Klammerausdruckes mindestens w — 1. 
Insbesondere ist (p ----, Uf) von hoherer als (uw — 1) Ordnung nur 
dann, wenn in Uf die Glieder w** Ordnung von @ frei sind. Alsdann 
enthalten sie aber sicher y, sobald nur wu >0 ist. Mithin ist in diesem 
Falle (q +--, Uf) von gerade (u — 1) Ordnung. 

Satz 9: Ist Uf eine infinitesimale Transformation uw” Ordnung und 
ist w > 0, so ist wenigstens eine der beiden infinitesimalen Transforma- 


tionen 
(p+--, Uf) wd (¢+--, Uf) 
von gerade (wu — 1)” Ordnung. 


Nehmen wir an, unsere r-gliedrige primitive Gruppe enthalte eine 
infinitesimale Transformation s**™ Ordnung, in der s > 0 sei, so folgt, 
da die Gruppe p-+-- und q+ -- enthalt, dass sie nach diesem Satze . 
auch eine von gerade (s — 1) Ordnung enthalt. Ist s—1>0, so 
enthilt sie ferner auch eine von gerade (s — 2)** Ordnung u. s. w. 
Sie enthilt also ausser den beiden von nullter Ordnung sicher eine 
von erster, eine von zweiter, ...eine von s‘*™ Ordnung. Diese s+ 1 
infinitesimalen Transformationen sind offenbar von eivander unab- 
hingig. Da die Gruppe nur 7 von einander unabhingige enthilt, 
so ist 


Sabor; 


also s an eine endliche obere Grenze gebunden. Wir werden nachher 
sehen, dass s sogar héchstens gleich 2 sein kann. 

Wir ordnen nun die infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
in eine Reihe nach ihren Ordnungszahlen: Zunachst haben wir zwei 
von nullter Ordnung p-++-- und g+--. Aus den r—2 ibrigen 
von erster oder héherer Ordnung und den aus ihnen linear ableitbaren 
wiblen wir so viele wie méglich von einander unabhangige von erster 
Ordnung aus, derart dass sich aus ihnen keine von héherer Ordnung 
linear ableiten lassen. So ergeben sich gewisse 7, infinitesimale Trans- 
formationen erster Ordnung. Die iibrigen r — vr, — 2 infinitesimalen 
Transformationen lassen sich dann durch passende additive Hinzu- 
fiigung jener von erster Ordnung mit constanten Coefficienten simt- 
lich als soleche von zweiter oder héherer Ordnung darstellen. Ware 
dies nicht médglich, so hiatten wir eben nicht alle jene obigen von 
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erster Ordnung schon abgesondert. Aus diesen r—v, — 2 Trans- 
formationen und den aus ihnen linear ableitbaren, die ja auch von 
zweiter oder hoherer Ordnung sind, wihlen wir so viele wie méglich 
von einander unabhingige von zweiter Ordnung: aus, der Art, dass sich 
aus ihnen keine von hodherer als zweiter Ordnung linear ableiten 
lasst, u. s. w. Dieser Process muss einmal ein Ende haben bei ge- 
wissen T'ransformationen s‘*™ Ordnung, da s an eine endliche obere 
Grenze gebunden ist. 

Bei dieser Anordnung erhalten wir sicher gerade r von einander 
unabhingige infinitesimale Transformationen der Gruppe. Aus den 
ry —2 letzten unter ihnen sind alle diejenigen linear ableitbar, die den 
Punkt (#°, y°) in Ruhe lassen und eine (7 — 2)-gliedrige Untergruppe 
erzeugen. 


Nach Satz 5 des vorigen Paragraphen miissen die Transforma- 
tionen dieser (7 — 2)-gliedrigen Untergruppe die Livienelemente durch 
den Punkt (2°, y°) gerade dreigliedrig transformieren. Nach den im 
Anschluss an Satz 3 im vorigen Paragraphen gemachten Bemerkungen 
kommen ferner hierbei nur die infinitesimalen Transformationen ersfer 
Ordnung, insbesondere von diesen nur die Glieder erster Ordnung in 
Betracht, die wir als die verkiirzten infinitesimalen Transformationen 
erster Ordnung bezeichneten. 

Nun kénnen wir voraussetzen, dass der Anfangspunkt ein Punkt 
allgemeiner Lage fiir die gesuchte primitive Gruppe ist. Denn wire 
er das nicht, so kénnten wir durch Hinfiihrung neuer Veranderlicher 
irgend einen anderen Punkt in den Anfangspunkt verlegen. Dabei 
wiirde die Gruppe nach Satz 5 in § 4 des 6. Kap. wieder in eine Gruppe 
iibergefiihrt. 

Demnach diirfen wir z? = y? =O annehmen. Alsdann miissen 
also die verkiirzten infinitesimalen Transformationen erster Ordnung Mecca 
die Linienelemente durch den Anfangspunkt, folglich auch — da die 
verkiirzten Transformationen projectiv, insbesondere linear und homo- 
gen sind — die Strahlen durch den Anfangspunkt gerade dreigliedrig 
transformieren. Dies geschieht aber nach § 4 des 5. Kap. nur bei 
der ailgemeinen und bei der speciellen linearen homogenen Gruppe in 
x, y. Somit liegen zwei Moglichkeiten vor: Die infinitesimalen Trans- 
formationen nullter und erster Ordnung der gesuchten Gruppe haben 
entweder die Form: 


Peed ee et 9 As YP cae Tiobkeiten 
oder die Form: 


ee ee ee Pep ye 
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Hinzu treten noch Transformationen héherer Ordnung. Die Ordnung 
ist, wie wir sahen, an eine endliche obere Grenze gebunden. Wir 
werden jetzt sehen, dass héchstens Transformationen zweiter Ordnung 
vorkommen. 


Es sei naimlich 
3 

eine in der Gruppe enthaltene infinitesimale Transformation von der 
Maximalordnung s; es sollen also auch & und y, gewisse homogene 
ganze Functionen s*" Grades von x, y sein, die nicht beide ver- 
schwinden. Sei also, da bisher x und y gleichberechtigt aufgetreten 
sind, etwa & == 0. Die héchste in &, auftretende Potenz von y sei die 
kee (& <s). Combinieren wir &p + y,q¢-+-+-- mit wqg+-:-, die ja 
in der Gruppe in beiden Fallen vorkommt, durch Klammeroperation, 
so erhalten wir eine Transformation der Gruppe von mindestens 
(s + 1 — 1)", also s*™ Ordnung, nach Satz 8. Da s die Maximal- 
ordnung ist, so ist der Kinmeretecarer gerade von s** Ordnung oder 
aber Null. Es kommt: 


ag, 


*Oy 


p+ (ost —&)a+- 


iad, : 
ay ist in y von (k — 1)** Ordnung, wenn y iiberhaupt in &, auftritt, 


also k += 0 ist. Die Gruppe enthilt also hiernach eine Transformation 
st Ordnung, in der y in Coefficienten s*™ Ordnung von p nur in 
(k — 1)** Potenz auftritt. Denselben Schluss kénnen wir wiederholen. 
Dadurch finden wir endlich, dass die Gruppe auch eine gewisse infini- 
tesimale Transformation s‘*™ Ordnung 


Ep + mg +: 


enthalt, in der & ==0 und frei von y ist. Sie muss daher in der 
Form angenommen werden : 


UNS aN hea a 


Klammeroperation mit p----, die ja in beiden Fallen zur Gruppe 
gehért, giebt eine Transformation von (s — 1)'* Ordnung: 


Seton e4@ “pos 
deren Combination mit wp + y,q¢-+--- nach Satz 8 eine von min- 
destens (s + s — 1 — 1)", also (2s — 2)*** Ordnung liefert, nimlich 


diese: 


Sat "Dp a Nae—2q + 
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die nicht identisch verschwindet. Nun aber ist s die Maximalordnung 
in der Gruppe, daher: 


2392S 5, Maximal- 
also ordnung 
8 es 
oa. 7 


Satz 10: Kine primitive Gruppe der Ebene enthdlt bei passender 
Wahl der Verdnderlichen nur infinitesimale Transformationen  wuliter, 
erster und hichstens zweiter Ordnung. 
Enthilt die Gruppe wirklich solche von zweiter Ordnung, so If Transt 


2, Ordnung. 
diirfen wir eine von diesen nach dem obigen in der Form annehmen: 


Vif = 2?p + (aa? + bay + cy)q+---. 
Thre Combination mit ap —yq-+---, die in beiden Fallen I und I 
in der Gruppe vorkommt, liefert 


Vif = «*p + Baa? + bay — cy’)q+---. 
Folglich enthalt die Gruppe auch die aus V,f und V,f linear ableitbare: 
Ce a= 
die mit zp — yq +-- combiniert liefert: 
Yipes san Soy )\g = 
sodass die Gruppe auch die aus V,f und V,f linear ableitbaren 


enthilt: 
CA) i Oe oa sea 


also auch die aus diesen und V,f linear ableitbare: 
Vof =p + bayg +o 
Bilden wir ihren Klammerausdruck mit der in der Gruppe enthaltenen 
yp +--+, so kommt: 
Vef = (2 — b)xyp + by’g +: 
und, wenn diese mit V,f combiniert wird: 
(1 — 6)(2 — b)a*yp + O01 — d)ay?’g + --- 


Diese infinitesimale Transformation ist von dritter Ordnung. Weil die 
Gruppe nach Satz 10 keine von dritter Ordnung enthilt, so ist folglich: 
(1—b\(2—b)=0, bA—+d)=90, 

daher b = 1. 
Jetzt ist 
Vif = a'p + ayg +e 


Dann wird auch: 
nee ae 


Drei Fille. 
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Combination von V,f mit p+ ---, die der Gruppe auch zugehért, 
liefert 

2D at Y Os 
Da die Gruppe in beiden Fallen xp — yq-+--- enthalt, so enthalt 
sie folglich auch die aus den beiden letzten linear ableitbare 


co eta A Ba eS, 


d. h. es liegt gerade der Fall II vor. 

Wir haben also gefunden: 

Nur im Falle II kénnen noch infinitesimale Transformationen 
zweiter Ordnung auftreten, nimlich die beiden: 


Vhs Di Ug Face 5) Vif eee Ye ag tne 
Wir kénnen nun einsehen, dass in diesem Falle weiter keine in- 
finitesimalen Transformationen zweiter Ordnung vorkommen. Denn 
kame: 
(Aa Bay Cy?)p 4-02 -p hiay yg 
vor, so kénnten wir aus ihr, aus V;f und V,f linear ableiten: 


Cy'p + (Da? Eazy + Fy)q +--:, 


sie also durch diese ersetzen. Ihre Combination mit V;f und V,f 
muss nach Satz 8 und 10 Null ergeben. Bildet man diese Klammer- 
ausdrticke, so findet man, dass C, D, E, F Null sind, wie der Leser 
selbst ausrechnen mége. 


Nach allem Diesen haben wir nunmehr dre: Falle zu _ unter- 
scheiden. Die Gruppe enthalt entweder: 


AyD) Oo i) RE EP YE 
und keine weiteren, oder aber: 


B) pt+::, a+:, ea+::, sp—yat--, yp t--, aptygq+-:: 


und keine weiteren, oder endlich: 


OC) ere Oe Bo aig) RB U0 cle ee 
eprygts, @p+aeyg+--, syp+yqt:: 


und keine weiteren von diesen unabhangigen infinitesimalen Trans- 
formationen, sie ist also 5-, 6- oder 8-gliedrig. 

Wenn wir die durch Punkte angedeuteten Glieder tiberall fort- 
lassen, so legen offenbar drei uns schon bekannte Gruppen vor. Es 
giebt folglich in der That in jedem der drei Falle wenigstens eine 
primitive Gruppe. Im nichsten Paragraphen werden wir zeigen, dass 
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sich alle primitiven Gruppen durch Kinfiihrung zweckmiissiger Varia- 
beln gerade auf die so erhaltenen Gruppen zuriickfiihren lassen. 
Zuniichst aber hat sich ergeben: 
Satz 11: Es giebt in der Ebene nur 5-, 6- und 8-gliedrige primi- 
tive Gruppen. 


§ 3. Bestimmung der primitiven Gruppen. 


Khe wir an die Erledigung der drei Fille A, B, C gehen, schicken 
wir einen Satz voraus, der dabei gebraucht werden wird: * 

Satz 12: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und Up f siiitssate, 
der Ebene mit verschiedenen Fortschreitungsrichtungen in der Beziehung 


(U,U;) = 0, 


so ldsst sich die Gruppe U,f, U,f durch Einfiihrung passender Variabeln 
auf die Form 
P, 
bringen”). 
Zunichst nimlich lassen sich bekanntlich solche Verinderliche 
einfiihren, dass 


wird. Ist dann 
Us) = sp 4d, 
so soll also sein: 


oly 
Cis ieee 0 


sodass § und y von z frei sind. Auch ist 4 ==0, da sonst U,f und 
U,f dieselbe Fortschreitungsrichtung hitten. Wir konnen folglich 


au als neues y einfiihren. Dann wird 
U,f=p, U,f=oy)p +4 


Wenn wir schliesslich « —.fady als neues « benutzen, so kommt, wie 
gewiinscht: 


Uf=s0, 5 U,f == 9 


Eine zweite Vorbemerkung ist diese: Hine infinitesimale 'Trans- 
formation @ Ordnung bleibt von ot Ordnung, wenn man additiv mit 
constanten Coefficienten solche von héherer Ordnung hinzuftigt. Wir 
werden dies 6fters in der Folge thun: Zu den infinitesimalen Trans- 


formationen der Gruppe fiigen wir Ofters additiv mit constanten Coeffi- 


*) Vel. ,,Diffgln. m. inf. Trfi, § 2 des 18. Kap. 
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cienten infinitesimale Transformationen der Gruppe von héherer Ord- 
nung hinzu, wodurch ja wieder Transformationen hervorgehen, die der 
Gruppe angehoren. : 
pee Endlich wollen wir noch, um die Betrachtungen iibersichtlicher 
mmnssweise 74 gestalten, eine eigenartige Bezeichnung der infinitesimalen Trans- 
formationen, von denen uns nur die Glieder niedrigster Ordnung be- 
kannt sind, einfiihren. Z. B. im Falle A des vorigen Paragraphen 
enthilt die gesuchte Gruppe gerade fiinf infinitesimale Transforma- 
tionen : 
Di ge CO OD Ve Seed ae 
Hierin sind die nicht geschriebenen und durch Punkte angedeuteten 
Glieder als ganz bestimmte, uns freilich noch unbekannte Potenzreihen 
zu denken. Wollten wir diese infinitesimalen Transformationen etwa 
mit U,f..U;f bezeichnen, so wiirde jede (U;U;) mit einem ganz: be- 
stimmten Gliede niederster Ordnung beginnen. Um dieses zu kennen, 
miissten wir auf die obige Bedeutung der U; und U, zuriickschauen, 
nimlich auf ihre Anfangsglieder. Ubersichtlicher ist es daher, die finf 
infinitesimalen Transformationen der Gruppe in dieser Weise symbo- 
lisch zu bezeichnen: 


POs OX ORs Xx PCy ee 
Wie gesagt sind diese Bezeichnungen rein symbolisch zu verstehen. 
Sie haben den Vorteil, dass man aus ihnen sofort die Anfangsglieder 
der Klammerausdriicke ablesen kann, ndem man X, Y, P, Q fiir den 
Augenblick als x, y, p, q auffasst und die Klammern berechnet. So 
giebt die dritte und vierte combiniert: 

(20, P= Vo) = Peg ds 
oder also, da der Klammerausdruck der Gruppe angehért, es aber in 
der Gruppe nur eine gauz bestimmte mit wq beginnende infinitesi- 
male Transformation giebt, nimlich die mit X@ bezeichnete: 

(RO, XPV) == oxo 
Combinieren wir P mit XP — YQ, so kommt: 
(Pee 0) ap ae 

Jede infinitesimale Transformation der Gruppe aber, die mit p be- 
ginnt, hat offenbar die Form: 


P-+ Const. X@ -+ Const. (XP — YQ) + Const. YP. 
Ks ergiebt sich also, da (P, XP—YQ) der Gruppe angehéren muss: 
(P, XP — YQ) = P + Const. X Q + Const.(X P— YQ) + Const. YP. 
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Die Klammerausdriicke vereinfachen sich oft dadurch, dass man 
passende lineare Combinationen der infinitesimalen Transformationen 
als neue infinitesimale Transformationen benutzt, sowie dadurch, dass 
vermoge der zwischen den Klammerausdriicken bestehenden Jacobi’schen 
Identitaten noch auftretende unbekannte Constanten bestimmte Werte 
erhalten. Die Ausfiihrung dieser Vereinfachungen nennen wir das Nor- Normicren. 
mieren der infinitesimalen Transformationen. 


Wir gehen nun zur Hinzelbehandlung unserer drei Fille A, B, C 
des vorigen Paragraphen iiber: 


A. mero e XOe XP V0. - VR ene 
Gruppe. 
Zunichst ist, wie bemerkt: 
(XQ, XP— YQ)=—2xXQ. 
Analog kommt: 
(XQ, YP)=XP— YQ, (XP— YQ, YP)=— 2YP. 
Ferner ist, wie bemerkt, zu setzen: 


(Peep FO) == P+ a, X04 o,(XP— YO) + o,28. 


@,, %, @, bedeuten unbekannte Constanten. Dasselbe gilt von den 
spiter mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichneten. Dem gegen- 
tiber bezeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben a,, d,, a, u.s. w. 
gewisse willkiirliche Constanten. Statt P diirfen wir offenbar 


P=P+4,XQ+ a,(XP—YQ)+a4,YP 
als infinitesimale Transformation der Gruppe einfiihren. Nun ist: 
(P, XP—YQ)=P+4,XQ+ 0,(XP—YQ)+,YP 
—2a,XQ+2a,YP 
= P+ (a, —3a,)XQ+ (@,—a,(XP—YQ)+ 
+ (@ + 45) YP. 
Setzen wir a, = OG ly == Oy, Ag —= — 3, SO wird 
(P, XP—YQ)=P. 
Von nun ab wollen wir unter P die neue infinitesimale Transformation 


nullter Ordnung P verstehen. Dann ist also 
(P, XP—YQO=P. 
Entsprechend fiihren wir ein neues Q ein, sodass 


OR te LG) == — 
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wird. Nun hat (P, YP) kein Glied nullter Ordnung, also ist zu 


setzen: 


(P, YP) =6,X@ + &(XP— YO) +,¥P. 

Mit Hiilfe der in § 3 des 12. Kap. abgeleiteten Jacobi’schen Identitat 
kénnen wir nachweisen, dass 6, = 6B, = 6, =O ist. Bilden wir nam- 
lich die sicher bestehende Identitiit: 
((P, YP)XP — YQ) + (YP, XP— YQ)P) + (XP—YO,P)YP)=0 
unter Benutzung der obigen Klammerausdriicke, so ergiebt sich die 
Bedingung: 

— 28,XQ + 26, YP — 36, XQ — 3h(XP— YQ) —38,YO =0, 
also Bp, = B, = B, = 0, sodass wir haben: 


(P, YP)=0. 


(Q, XQ) =0. 
Ferner ist zunichst: 
(P XQ)=0 +7, X0 RP VO) ee 
Die Identitit zwischen P, XQ, XP — YQ giebt ohne weiteres 
Vi =), = Y;, = 0. Somitists 
(P, XQ) = 


(OV Ry= PP 


Schliesslich ist noch (P, Q) zu normieren. Vorerst haben wir allge- 
mein anzunehmen: 


(PQ) = 6,P + 0,0 + o,X@ + 3,(XP— YQ) + 0,¥P. 
Die Identitét zwischen P, Q und XP— YQ liefert 0, = 0, = 0, = 0 
und die zwischen P, Q und XQ noch 0, = 0, also: 


(P, 2)=0. 


Hiermit ist die Normierung beendet. Man sieht, dass die infini- 
tesimalen Transformationen der Gruppe sich gerade so combinieren 
wie die verktirzten p, q, «q, ~p— yq, yp. Wir werden zeigen, dass 
sie durch Hinfiihrung passender Variabeln auch gerade auf diese ver- 
ktirzten reduciert werden kénnen: 

P und Q haben die Formen p+--, q+ --, also im Anfangs- 
punkt und daher tiberhaupt in Punkten allgemeiner Lage verschiedene 
Fortschreitungsrichtungen. Uberdies ist (P, Q)=0. Nach Satz 12 
lassen sich also neue Verinderliche x, y derart einfiihren, dass 


P=p, G=a 


Entsprechend kommt: 


und analog 
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wird. Hier bedeuten p und @ natiirlich ae und Ae In «, y habe 
XP — YQ etwa die Form: 
P= Qs tp + 1g, 
in der — und % gewisse Functionen von % und y bedeuten. Weil nun 
Perm) =n, xP re) =— 0 
ist, so folgt: 


OE eee 
7a? + 750=P: 
gt (lee 
agli gg l= 2 
also: Ma 7 
Oe 07 Coins aes 
je 1's Gp: ea <a 
oder: 7 
s=7 +a, es 
sodass 


XP—YQ=(@ + «)p —y + Ba 
wird. Abnlich wird 
XQ=yp + & + 0), 

“YP=(+e)pt+ x9. 
Weil die gesuchte Gruppe schon p und q selbst enthalt, so diirfen die 
mit Constanten behafteten Glieder » und g in diesen letzten drei in- 
finitesimalen Transformationen gestrichen werden. Wenn wir schliess- 
lich 2, y mit x, y bezeichnen, so kommen wir also in der That zu 
dem Typus: 


PP Ag, PPS Yd. YP 


B, E Q, XQ, PN YQ, YP, BS fae YQ. sledge 
Bekanntlich giebt xp + yq mit xq, xp —yq, yp combiniert stets °° 
Null. Also sind, da XP + YQ mit zp + yq beginnt, die Klammeraus- 
driicke von XY, XP — YQ, YP mit XP + YQ samtlich frei von Glie- 
dern erster Ordnung und selbstverstiindlich frei von solchen nullter 
Ordnung. Da sie der Gruppe angehoéren miissen, diese aber keine in- 


finitesimalen Transformationen héherer Ordnung enthilt, so folgt: 
(XQ, XP+YQ)=0, (XP—YQ, XP+ YQ)=0, (YP, XP+ YQ)=0. 
Nun wird ferner sein: 


(Per AYO) P +o) X04 a. (X P— VQ) + a YP o,( XP YQ). 
23* 
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Benutzen wir die rechte Seite als neues P, so kommt offenbar wegen 
der drei vorstehenden Klammerausdriicke 

(P, XP+ YQ)=P. 
Entsprechend diirfen wir annehmen 

(Q, XP + YQ) = @. 
Nun besteht die Identitat: 
((P, YP)XP+ YQ) + (YP, XP+YQ)P) +((XP+Y@, P)YP)=0. 
Hierin ist das zweite Glied identisch Null und das letzte gleich 
—(P, YP), wahrend das erste deshalb verschwindet, weil (P, YP) 
von erster Ordnung ist und X P+ YQ mit infinitesimalen Transfor- 


mationen erster Ordnung der Gruppe combiniert stets Null liefert. 


Somit kommt: 
(P, YP)=0, 


(2, XQ) =0. 


Ahnlich kommt, indem man jedesmal die Identitat mit XP-+ YQ 
bildet : 


und analog ist 


(P, XQ)=Q us. w,, 


kurz alle infinitesimalen Transformationen sind normiert derart, dass 
die auftretenden zunaichst noch unbekannten Constanten Null werden. 

Wie im Falle A. kénnen wir solche Verdnderliche einfiihren, dass 
P und @ die Formen p und qg annehmen. Aus (P, XP+ YQ) = 
P, (Q, XP + YQ) = Q folgt dann sofort 


AP OE ie) Oe Una 


Benutzen wir nun «+a, y+ 6 als Veriinderliche x, y, so wird 
mithin : 
F==), V9, VP YOq- apa 

Wenn eine infinitesimale Transformation &p + yq mit xp + yq com- 
biniert Null liefert, so sind, wie man sofort sieht, € und 4 homogen 
von erster Ordnung in 2, y. Solche Transformationen sind nun XQ, 
XP—YQ und YP. Da nun (Q, XQ) =0 ist, so folgt, dass in XQ 
die Coefficienten von p und q frei von y, also von der Form Const. x 
sind. Aus (P, XQ) = @Q folgt dann, dass X@ sich auf xq reduciert. 
Analoges gilt von den anderen infinitesimalen Transformationen. Somit 
geht der Typus hervor 


| . 
| p Gg a2q “p—yq yp «p+ y¢q 
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C. P,Q, XQ, XP—YQ, YP, XP+ YQ, X*P+ XYQ, XYP+Y'Q. Reman: 
Da diese Gruppe keine infinitesimalen Transformationen von héherer as 
als dritter Ordnung enthiilt, aber die Klammerausdriicke der Gruppe 
angehdren miissen, so folgt zuniichst, dass die Klammerausdriicke von 
X*P+ XY@ und XYP+ Y?Q mit einander und mit XQ, XP—YQ, 
YP, XP+ YQ siimtlich vollkommen bestimmt sind, da sie sich ge- 
rade so durch einander ausdriicken, wie die von 2*p-+xyq, cyp+y’¢ 
mit eimander und mit xq, «p—yq, yp, «p+ yq. Dies Ergebnis 
bleibt offenbar bestehen, wenn man zu den infinitesimalen Transfor- 
mationen erster Ordnung additiv mit constanten Coefficienten die von 
aweiter Ordnung hinzufiigt. Da wir dies factisch thun werden, so ist 
diese Bemerkung von Wichtigkeit. Wir haben jetzt die infinitesimalen 
Transformationen erster Ordnung mit einander zu combinieren. Es ist 


(XQ, XP-+ YQ) von hoherer als erster Ordnung, daher: 
(XQ, XP+ YQ) =a,(X*P + XYQ) + «(XYP + VQ) 
Benutzen wir anstatt XQ: 
XQ = XQ + o,(X*P+ XYQ) + «(XYP+ Y?Q), 


so wird 


(XQ, XP+ YQ) =0. 
Wir nehmen darum an, es sei schon: 


Gor v0) 


entsprechend 
(XP— YQ, XP+ YQ)=0, (VP, XP+ YQ)=0. 
Ferner ist zunachst: 
(XQ, XP— YQ) =—2XQ+ A(X*P + XY) + 6 (XYP+ VQ). 
-Indem wir aber die Identitét mit XP+ YQ bilden, finden wir 
B, = B, = 0, also 
(XQ, XP — YQ) = — 2XQ, 
entsprechend: 
(YP, XP—YQ)=2YP, (XQ, YP)=XP— YQ. 
Weiterhin ist vorerst: 
GAP YO) = Pe X01 7 XP — YO) ys YP 
+ (XP + YQ) + 6,(X°P + XYQ) + 8,(XYP + ¥7Q). 
Fiihren wir 
P= P+ y,XQ+ n(XP— YQ) +7,YP+ (XP + ¥Q+ 
+5 8,(X°P + XYQ) + 5 6,(XYP + YQ) 


ein, so kommt: 
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(P, XP+ YQ)= 
Daher nehmen wir an, es wire schon: 


(P, XP4+YQ)=P 
und analog: 
(Q, XP + YQ)= @. 
Ferner ist zunichst: 
(PAP KYO) == (xP VO} PR eee 
+ ¢(XP+ “oie + 8(XYP+ Y’Q). 
Aber die Identitat mit X P+ YQ giebt ¢, = e, = 0, also: 
A 
(P, YP 4+ XYQ)= 5 (XP+YQ)+ 5 (XP— YO). 
Ebenso lassen sich alle tibrigen Klammerausdriicke mit Hitilfe der 
Identitit mit XP -+ YQ sofort derart bestimmen, dass sie sich gerade 
so durch die P, Y, XQ u. s. w. ausdriicken wie die Klammerausdriicke 
der p, q, xq u. 8. w. durch diese. 
Durch Hinfiihrung passender Variabeln lassen sich nun wie im 


Falle B. die infinitesimalen Transformationen nullter und erster Ord- 
nung auf die verkiirzte Form bringen: 


p gd ty emp—yq yp op + y¥@. 


X°P+ XYQ=E(a, yp + ua, y)q, 


Ist nun 


so folgt aus 


(P, OP 4+ XYQ) => (XP+ YQ) + 5 (XP-YQ), 
(Q, P+ XVQV=x 


sofort: 
ae 1g = 5 (ap ae Day = = (ep — Yq); 

o€ 0G 

5,2 + 5 0= 
d. h. 

| Cy ae Cb nes On __ 

Ou a0, on. Y, Oy =e 0, yar 
sodass 


c="7+a, n=a2y+ 8B 


zu setzen wire. Weil aber p und gq als selbstiindige infinitesimale 
Transformationen in der Gruppe auftreten, so diirfen die Constanten 
«# und 6 gestrichen werden, sodass 
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X*eP+XVYQ= 2p + ayq 

wird. Analog kommt 
XYQ + YPQ=xzyq + ya. 

Also erhalten wir den Typus: 


TS ak a cp+yq xp+ayq xypt+yq |, 


die allgemeine projective Gruppe. 


Hiermit ist die Bestimmung der primitiven Gruppen der Ebene 
beendet. Hervorgehoben sei, dass in den beiden letzten Fallen die Nor- 
mierung deshalb verhiltnismissig kurz ist, weil die Gruppe in diesen 
Fallen eine infinitesimale Transformation von der Form xp + yq-+-:: 
enthalt. Bei der Bestimmung aller primitiven Gruppen im Rawme 
(x, y, 2), mit der wir uns nicht beschaftigen werden, sind ganz analog 


die Faille besonders bequem, in denen ap+yq+2r+--- (=) 


auftritt, Auch ein anderes Ergebnis lasst sich auf den Raum iiber- 
tragen: Die Maximalzahl der Ordnung der infinitesimalen Transfor- 
mationen einer primitiven Gruppe ist héchstens zwei. 

Hier wollen wir nur noch den Satz aussprechen: 

Satz 18: Jede primitive Gruppe der Ebene kann durch Einftihrung 
passender Verdnderlicher in eime projective Gruppe iibergefiihrt werden. 


§ 4. Tafel aller endlichen continuierlichen Gruppen der Ebene 
mit paarweis inversen Transformationen. 


Es ist selbstverstandlich, dass die drei Typen von primitiven 
Gruppen samtlich wesentlich sind. Nicht so einfach ist die Frage 
nach iiberfliissigen Gruppen bei den friiher berechneten Typen der 
imprimitiven Gruppen zu beantworten. Um zu entscheiden, ob sich 
unter ihnen tiberzihlige befinden, wird man sie zunachst in Klassen 
einteilen derart, dass man von vornherein weiss, dass Gruppen, die 
verschiedenen Klassen angehéren, auch nicht durch eine Transforma- 
tion in einander iibergefiihrt werden kénnen, Als Kinteilungsprincip 
bietet sich da naturgemiss die Feststellung der Anzahl invarianter 
Curvenscharen g(x, y) = Const. dar. In § 3 des 8. Kap. haben wir 
eine Anleitung zu ihrer Bestimmung gegeben. Hat man hiernach die 
Typen in einzelne Klassen untergebracht, so fragt es sich, ob Gruppen, 
die derselben Klasse angehoren, in einander iiberftihrbar sind. Als 
Hiilfsmittel bei der Entscheidung dieser Frage bieten sich mehrere 


360 : Kapitel 14, § 4. 


dar: Die beiden betrachteten Gruppen kénnten héchstens dann auf 
einander reducibel sein, wenn sie gleiche Gliederzahl haben und so 
geschrieben werden kénnen, dass ihre Zusammensetzung dieselbe ist; 
auch miissten die bei der einen invarianten Curvenscharen in die bei 
der anderen invarianten Curvenscharen tiberfiihrbar sein. 

Benutzt man diese Gesichtspunkte, so findet man, dass einige 
wenige Gruppen von geringer Gliederzahl mehrfach aufgetreten sind, 
wie z. B. die Gruppe q, yq, y’q, die in § 2 des 13. Kap. gefunden 
wurde, aber in § 5 in der Form p, xp, x*p wiederkehrt. Wir werden 
jedoch auf diese Untersuchung nicht eingehen. Auch die Frage, ob 
die in einzelnen Gruppen vorkommenden allgemeinen Constanten noch 
naher bestimmt werden kénnen, werden wir nicht behandeln. Hs wird 
geniigen, wenn wir in folgender Tabelle alle nicht iiberzihligen Typen 
zusammenstellen. Die in ihnen auftretenden Constanten lassen sich 
nicht weiter specialisieren. Hinige der Gruppen sind in wenig abge- 
Anderter Form wiedergegeben. Wie man zu den modificierten Formen 
gelangt, wird in jedem Fall einleuchtend sein. 


I. Gruppen mit keiner invarianten Schar von oo Curven, 
d.h. primitive Gruppen. 


| p qa «<q ap—yq yp zp+tyq #p+tayq xcypty'q | 


| pq «<q cp—yq yp xpt+yg | 


| PSD BQ Pg? . 


Il. Gruppen mit nur einer invarianten Schar von oo! Curven. 


Q P2(X)q (x) +++ O,(x)q 
Tr > 1 

Q Q(X)q ++: Qr—ilt)a ya 
rao} 

ekg xe k*g Pies’ ge kek p 


k=1,2--m, a,=Const., 2e,tm—r—1, r>2 
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| enh g Pani ae ak @@k™ g yq p 


| b=1,2--m, o,—Const., Lo,.t+m=r—2, r>3 


| ¢ *q ag -- a *g p ap + ayy | 
a> 
x : | 
| @ *q wg -- wg p apt(Y—2)yt+ar—)\g | 
| r> 2 | 
| @ xq eg se ag yg pap 
| ro>4 


| gq 2q@ aq -- aw -*q p 2xp+(r—4)yq wp+(r—4)zyg 


| r>A4 


| yg p xp «p+ axyq | 


r>5 


| q aq @q -- w—'q yq p xp xp + (r—5)xyg 


| p 2ep+yq xp+xryg ; 


Ill. Gruppen mit zwei invarianten Scharen von oo Curven. 


la va || a va ve || a yee || a ye oo | 


C ip eB 


| 
es | | 2 sa er | [ie sa vee 


| qgyuq yq p xp xp | | +4 ap+tyq “p+y'q 


IV. Gruppen mit co! invarianten Scharen von oo! Curven. 


lo otye |) | a P| Lg p ap+ye |: 


* 
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V. Gruppen mit oo” invarianten Scharen von cot Curven. 


q 


Bei den unter II genannten Gruppen ist « = Const. die invariante 
Schar von oo! Curven, bei den unter III genannten Gruppen sind es 
die beiden Scharen x2 = Const. und y = Const., bei denen unter IV 
alle Scharen von der Form az + by = Const., endlich bei der Gruppe 
unter V bleibt jede Schar p(x) + #(y) = Const. invariant. 

Anwendungen der hier gefundenen Gruppen werden wir weiter 
unten geben. 


ZWEITER ABSCHNITT, 


Abteilung IV. 


Die grundlegenden Sitze der Gruppentheorie. 


Die gegenwiirtige vierte Abteilung soll der Begriindung der wich- 
tugsten Sdtze der Gruppentheorie in beliebig vielen Verdnderlichen gewidmet 
sein. Wir setzen dabei voraus, dass dem Leser die Theorie der voll- 
stiindigen Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen be- 
kannt und die Anstellung allgemeiner rechnerischer Betrachtungen in 
nm Veranderlichen geliufig sei. 

Im ersten Kapite1 dieser Abteilung werden die drei sogenannten 
F'undamentalsdtze bewiesen werden. Diese Beweise unterscheiden sich 
nur in der Redaction von den im Lehrbuch der Theorie der Trans- 
formationsgruppen*) gegebenen. Wir werden nur im Texte alle syn- 
thetischen Betrachtungen streichen, die streng genommen iiberfliissig 
sind, und gehen also rein analytisch vor. Da aber diese synthetischen 
Uberlegungen den Gedankengang klarer hervortreten lassen, so geben 
wir sie in kleinerem Druck derart, dass sie ebensowohl mitgenommen 
als auch iibersprungen werden kénnen. 

Alsdann werden wir die Beeriffe ,,Transitiitdét* und ,nvariantes 
Gleichungensystem“ einfiihren, an die Fundamentalsitze Folgerungen in 
Betreff der Uberfiihrbarkeit von Gruppen in einander durch Anderung 
der Verdnderlichen kniipfen, sowie den Begriff ,adjungierte Gruppe“ be- 
sprechen. 

Wir wollen endlich noch ausdriicklich hervorheben, dass die jetzige 
Abteilung tiberhaupt zur Einftihrung in die allgemeine Theorie der 
Transformationsgruppen benutzt werden kann. 


*) Sophus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, I. u. II. Abschnitt 
bearb. unter Mitwirkung von F. Engel. Leipzig 1888 u. 1890. Insbesondere 
Kapitel 2, 4, 9,17 des I. Abschnittes und Kapitel 17 des I. Abschnittes. 


Transfor- 
mation. 
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Kapitel 15. 
Beweis der drei Fundamentalsiatze. 


Unter den grundlegenden Satzen der Gruppentheorie giebt es drev, 
die eine ausgezeichnete Stellung einnehmen*). Der erste handelt von 
definierenden Differentialgleichungen einer Gruppe, der zweite ist das 
Theorem tiber die Klammerausdriicke (U;U;) = 2¢x,U;f, das wir 
friiher als den Hauptsatz bezeichneten, und der dritte bezieht sich auf 
die Relationen, die zwischen den Zusammensetzungsconstanten C;x5 
bestehen. 

Diese Sitze sollen hier in » Veriénderlichen bewiesen werden. 
Dabei bedarf es zunichst der Definition der endlichen continuierlichen 
Gruppen in n Verinderlichen. 


§ 1. Gruppe in 7 Veranderlichen. 


Die » Gleichungen 
Lia Pie en) nl Od ee) 


bestimmen eine Transformation der n Verinderlichen x,, 7..%, in die 
n Veranderlichen 2,', %,'..%,, wenn sie auch nach den ersteren auf- 
lésbar sind, wenn also ihre Functionaldeterminante 


CEP 


by oa 


nicht identisch verschwindet. 


*) Lie stellte diese Satze in den Jahren 1874—76 auf und gab in den Jahren 
1876—78 die ersten Beweise derselben. Diese Beweise verbesserte er in den 
Jahren 1888—89 in einigen Punkten. In zwei Abhandlungen in den Mathem. 
Annalen, Bd. 35 und 38, hat neuerdings Herr Schur neue Beweise fiir die Fun- 
damentalsitze der Gruppentheorie erbracht. Wiahrend es Lie in seinem oben 
citierten Werke vor allem darauf ankam, nicht nur die Fundamentalsitze zu be- 
weisen, sondern gleichzeitig dabei viele sonstige wichtige grnppentheoretische 
Schlitisse zu ziehen, geht Schur darauf aus, jene drei Saitze méglichst kurz auf 
rein analytischem Wege darzuthun. Die von uns zu gebende Darstellung der 
Lie’schen Beweise wird jedoch zeigen, dass die urspriinglichen Lie’schen Beweise 
an Kiirze nichts zu wiinschen tibrig lassen, wenn sie von allen nicht direct ndtigen 
Nebenbetrachtungen losgelést werden. Andererseits aber sind die Lie’schen Be- 
weise, wie schon bemerkt, nur die analytischen Fassungen begrifflicher Be- 
trachtungen, und hierin liegt unseres Erachtens ein Vorzug dieser Beweise. 

Wir werden nachher bei den einzelnen Fundamentalsiitzen die Beweise mit 
den von Schur gegebenen in Vergleich stellen. 
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Enthalten die Transformationsgleichungen noch willktirliche Con- 
stanten, etwa die » Parameter a, .. a;: 


(1) My == fi (Gyn, Gn te) (= 1, 2..n), 


so bestimmen sie eine Schar von Transformationen. Diese Schar ent- 
halt gerade oo” verschiedene Transformationen, wenn die Zahl + der 
Parameter nicht erniedrigt werden kann, mit anderen Worten: wenn 
es keine r — 1 Functionen Y,..%,—1 von a,..a, giebt derart, dass 
n Gleichungen 


PRS ote, Gyet. Oa Les. Wns Vig Wai) 
(cea) 26D) 


identisch fiir alle Werte von 2,..a,, a,..a, erfiillt werden kénnen. 

Angenommen die Zahl der Parameter lasse sich erniedrigen. Dann 
existieren solche »— 1 Functionen %,..%,_1 von a,..a,. Sie ge- 
ntigen als Lésungen f einer gewissen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung von der Form 


e y 
X14 . + Oe) 5 +... + 4,(a, Gh) sr = 0, 


in der y,..y,- nicht samtlich identisch Null sind. Da diese Differen- 
tialgleichung natiirlich auch von jeder Function von %,..%,—1 und 
“,.- 2, erfiillt wird — denn w,.., treten in ihr gar nicht auf —, 
so wird sie auch von jeder der obigen Functionen F,.. Lf, befriedigt 
werden, mithin auch von f,.. fn. 

Wenn umgekehrt f,../f, eine partielle Differentialgleichung von 
der obigen Form erfiillen, so lassen sie sich als Functionen von 2,..%, 
und r —1 Loésungen %,..%,—1 der Differentialgleichung darstellen, 
also in der Form F,..F,, sodass dann die Zahl y der Parameter auf 
y — 1 erniedrigt werden kann. 

Demnach folgt: 

Satz 1: Die Schar der Transformationen 


Ue fia hn, Ge. 0) (t= 1, 22 er) 


mit » Parametern a,..a, besteht aus co” verschiedenen Transformationen 
dann und nur dann, wenn es keine von x,..%n freie partielle Differen- 
tialgleichung erster Ordnung im f: 


r af 
Su. * CD is ae 
1 


giebt, der die Functionen f,.. fn scimtlich geniigen. 


Schar von 
Transfor- 
mationen, 


Wir sagen alsdann, dass die r Parameter a, .. a, der Schar (1)Wesentliche 


stimtlich wesentlich seien. (Ktinftig setzen wir voraus, dass in der That 


Parameter. 
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die Schar (1) co” verschiedene Transformationen darstelle, anders aus- 
gedriickt, dass alle » Parameter a, ..a, wesentlich seien. (Vgl. Satz 1, 
$ 1 des 6. Kap.) 


Die Schar (1) von co” Transformationen bildet nun, sagen wir, 
Gruppe. eine Gruppe, wenn stets die Aufeinanderfolge zweier Transformationen 
der Schar einer einzigen Transformation der Schar Aquivalent ist, 

wenn also die Elimination der Zwischenwerte 2,’.. 2%, aus 


pms AC wm ey aed 
2 i ; f (Galea? ee) 
(2) Deep e, s ln ple OF) 


Gleichungen von eben dieser Form liefert: 


(3) bi = AT aye cc) ies eae 
in denen ¢,..¢, nur von a,..a, und b,..b, abhangen: 
(4) C= Ii, Ops. Oe Or) a eee 
Functional-noch anders ausgesprochen, wenn Functionalglerchungen bestehen von 
gleich Jer Form 
(5) fi(f@, 4)b) = f(z, pa, 6) @=1, 2..n), 


in der wir die Abkiirzung a(m,.. Un, ,..U,) = @(u, v) durchgehend 
benutzt haben. Diese abkiirzende Angabe der Veranderlichen werden 
wir 6fters benutzen. 

Ist nun die hiermit auf mehrere Arten ausgedriickte Bedingung 

*gnec"is® erfiillt, so sagen wir, dass die Gleichungen (1) eine r-gliedrige Trans- 
aietvh, formationsgruppe im n Verdnderlichen darstellen. 

Liegt eine solche Gruppe (1) vor, so haben die Functionen g, .. 9, 
von @,..a,, b,..b, ganz bestimmte Formen, die eben durch das an- 
gegebene Eliminationsverfahren aus (2) hervorgehen. Wir behaupten, 

ee, dass y,.. 9, von einander unabhingige Functionen hinsichtlich 0, .. 0, 


dex Vune- sind. Wir kénnen néimlich die Functionalgleichungen (5) wegen (1) 
1onen Y. . 
auch so schreiben: 


f(z, b) = fila, ) (@ — 12-2) 


und aus ihnen durch Differentiation nach 0, ableiten: 


ae b) -3 9) aa 


Pr 


Durchliuft J die Ziffernreihe 1, 2..7, so ergeben sich + Gleichungen, 
die vermége (1) identisch bestehen. Wenn nun die Determinante der 


Oy 


Te , also die Functionaldeterminante der m nach den 0, jqentisch ver- 
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schwiande, so wiirde es » nicht simtlich identisch verschwindende Func- 
tionen @,..@, von a,..a,, b,..b, geben — niimlich gewisse Unter- 
determinanten dieser Functionaldeterminante — derart, dass unsere r 
letzten Gleichungen mit ihnen multipliciert und addiert als rechte 
Seite Null ergiben, sodass kiime: 


a) » 6 
(6) IG ye 


und zwar fiir jeden Wert 1, 2..% von % Diese Gleichungen miissten 
nun identisch bestehen nicht nur in Folge von (1), sondern schon an 
sich, da die Gréssen x’, a und 6 durch keine von den z freie Relation 
gebunden sind. Geben wir schliesslich in (6) den a,.. a, irgend 
welche bestimmte Werte, so wiirden diese Gleichungen also nach 
Satz (1) aussagen, dass in den f;(a’, b) die Parameter },.. 0, nicht 
simtlich wesentlich wiren, d. h. dass die Gleichungen 


Chey. te ib.) G1, 2.0) 


weniger als oo” Transformationen darstellen. Dies aber ist ausdriick- 
lich ausgeschlossen worden. Mithin ist die gemachte Annahme des 
Verschwindens der Functionaldeterminante der g nach den 6 falsch 
und wir finden: 

Die r Functionen o,.. 9, sind von emnander unabhdngig hinsichtlich 
Oo Os: 


’ 


§ 2. Der erste Fundamentalsatz, 


Die soeben besprochenen Functionen g,..q, sind nach (4) die 
Werte von ¢,..c,. Bis jetzt wurden nur %,..2n, @,..@;, 0,.. 6, als 
die unabhiangig veranderlichen Gréssen aufgefasst, von denen 2,'..%,, 
Ly .. Un, C,.-C, vermoge (2) und (4) abhiingen. Nach dem soeben 
Erkannten lassen sich aber auch 2%,..2%,, a,..a, und ¢,..¢, als will- _fndees 
kiirlich veriinderlich auffassen, wahrend 4,’..a,, %,"..&,', b,..b, ver- Verinder. 
moge der ersten Gleichung (2) und vermége (3) und (4) von diesen 
abhangen. 

Diese neue Auffassung wollen wir den folgenden Betrachtungen Dittorentia- 


zu Grunde legen. Alsdann giebt die Differentiation der Functional- Hsu 
gle 
gleichungen (5) oder 


(ay) fila, |) =fil@,c) A=—1, 2..n) 


nach a: 
Lie, Continuierliche Gruppen. 24 
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.) Of, (@, b) Ou; ~ Of, (x, 6) 06, 
@ ite opt 21 Ne ee 
1) 


(hee Le 2 ere 


. Die a lassen sich vermége (4) als Functionen der @ und 6 aus- 
ke 


driicken, denn durch Differentiation von 
C, = (a, .-a,, b,..6,) (h=1, 2..7) 


nach a; folgt: 


09, (4, b) “1 Og, (a, b) 0b; 
De in ees 0b, Oa, (h=1, 2..”), 


1 


_ 0b; : : 
und hieraus lassen sich die oe ausrechnen, da die Functionaldeter- 


fi k 
minante 


Cai a 
0b, fae 


ist. Denken wir uns diese berechneten Werte in (7) substituiert und 


, 


darauf die Werte der = aus (7) berechnet, was méglich ist, weil die 
k 


Functionaldeterminante 
| 
| 
b 

i 


ist, so erkennen wir das Bestehen von Relationen von der Form: 


Differential- On’. r 
gleichgn. Deke Ca ee ! os. in 
fiir die (8) ee >) Ps. (a, b) D;; (Z, b) 
Gruppe. k 


G= 1, 2.2%, k= 12. re 


Erteilt man hierin den a die Werte f(x, a), so enthalten die her- 
vorgehenden Gleichungen nur die von einander unabhiangigen Griéssen 
x, a, b. Sie bestehen daher identisch, und da ihre linken Seiten nur 
von den # und a abhingen, so werden auch die speciellen Gleichungen 


0X, . = — 
Fa, Oy Viel@, 1) Oi(2’, 0) 
1 
GH 1,255 k= 1,223) 
in denen b,..b, ganz bestimmt gewihlte Zahlen bedeuten, durch die 
Substitution x; = f;(v, a) identisch erfiillt. 


Die bei einer solchen bestimmten Wahl der b hervorgehenden 
Functionen & und ® wollen wir mit ~ und & bezeichnen, ohne die 
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in thnen vorkommenden Zahlen 0b, ..6, weiter hervorzuheben. Wir 
kénnen dann das Ergebnis so aussprechen: 
Satz 2: Stellen die n Gleichungen 
Ee eins es) (1 O'R) v 
eme r-gliedrige Gruppe dar, so geniigen a..2,', als Functionen von 
Ly ++%y, A, .. a, betrachtet, gewissen Differentialgleichungen von der Form: 
Ox. = . / 
(9) = > Wyx(y « « Oy) Ei (ay . Ly’) Vv 
1 


k 
(G@=1,2..n, k=1,2..7). 


Die Determinante der ¥,, ist nun nicht identisch Null, weil sonst 


? ’ 0x, 
wegen (9) » Relationen zwischen den Aas bestinden von der Form 
ke 


- 6 x. é 
D> ula-.a)5= = 0 G=1, 2..n), 
t k 


in denen die nicht saimtlich verschwindenden y vom Index i unab- 
hiingig waren, da sie gewisse Unterdeterminanten der Determinante 
der wy, wiren. Nach Satz 1 des vorigen Paragraphen wiirden also 
die Gleichungen x; = f;(x, a) gegen unsere Voraussetzung weniger als 
co” Transformationen darstellen. Es ist also die Determinante: 


| He | == 0. 
Wir kénnen somit die Gleichungen (9) nach den Grossen &;; auflésen.* 
Dadurch finden wir etwa: 


“ F Andere 
: - F 7) x, Form der 
(10) Es; (x, ras Ln ) SS y! O57 (a, Sigs G;) Da, Diffgin. 


1 


2. Ng = 1, 2.4). 


Da diese Gleichungen wieder in der Form (9) auflésbar sind, so ist 


auch die Determinante 
| Oj | =E 0. 


Es bestehen ferner zwischen den &;;(”) keine m linearen homo- nit? 


genen Relationen mit constanten Coefficienten e,..¢, von der Form my don & 
1 , : . Coefficient. 

6€u(a’) +---+68:i(c)=0 @=1, 2..n), wera 

da sonst aus (10) folgen wiirde: 


: da | 
>! >} 604 (a) 54 = 0 CL 2am): 
1 ss 


2A* 
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Diese m Gleichungen miissten durch die Functionen 2; = fi(2, a) iden- 
tisch erfiillt sein. Nach Satz 1 des vorigen Paragraphen ist dies 
jedoch mit der Voraussetzung, dass a,..a, simtlich wesentlich seien, 
nur dann vereinbar, wenn einzeln jeder Coefficient in den obigen n 
Gleichungen verschwiande: 


as 


yy a(t os Op) =O Oh =aeboee eee 
i 
Weil aber die Determinante der a, nicht identisch Null ist, so lassen 
sich diese Forderungen nur durch die Annahme e, =e, =--=e,=0 
erfiillen. In der That ist also die Existenz obiger Relationen unmég- 
lich. Diese Bemerkung wird spiiter wichtig werden. 


Umkehrung. Wir gehen nunmehr dazu tiber, den Satz (2), soweit es méglich 
ist, umzukehren, um damit zum ersten Fundamentalsatze zu gelangen. 
Ks mége eine Schar von oo” verschiedenen Transformationen 


(@3) Li f(b. hy Oyo. Ap) (== 1 eat) 


vorgelegt sein, und es sei vorausgesetzt, dass diese Gleichungen die 
X,..%m als Functionen von %,.-%,, @,..4a, derart definieren, dass sie 
identisch r-m Differentialgieichungen von der Form (9) gentigen. Der 
obige Beweis fiir das Nichtverschwinden der Determinante der w, kann 
— da er ja die Gruppeneigenschaft nicht benutzt — auch jetzt auf- 
recht erhalten werden. Die Determinante der 7; ist also unter den 
‘soeben gemachten Annahmen nicht identisch Null. Wir wissen daher, 
“dass bei den jetzigen Voraussetzungen die Functionen 2,'..x%, von 
Ly. Xn, ,..a, auch r-n Differentialgleichungen erfiillen von der 


Form 
eer : on 
(10) bul. Da) = Dra Ge ania 
1 
G21, 22.0, 7= 2a), 
deren Determinante | a, | == 0 ist. 


Ausserdem setzen wir noch voraus, dass gewisse Werte a,°..a,° 
Voraus- der Parameter a,..a, in/(1) substituiert die identische Transformation 


setzung der 


Existens @== 4; liefern, und dass die Determinante der o,(a°) weder Null noch 


der ident. f : 
Transform. Unendlich ist. 
Unter diesen Voraussetzungen kémnen wir beweisen, dass die 


Schar (1) ee Gruppe bildet*). Zum Beweise suchen wir aus (10) 


*) Bei dem folgenden analytischen Beweis benutzen wir scheinbar einen 
Kunstgriff. Die spiteren in einer Note mitgeteilten synthetischen Betrachtungen 
zeigen, dass wir eine sich von selbst darbietende Methode anwenden, 
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die Form der Functionen w,’.. 2,’ von a,..a, durch Integration ab- 
zuleiten. Dazu empfiehlt es sich, an Stelle der + Parameter a, .. a, 
gewisse neue Parameter einzufiihren, um die Gleichungen (10) mig- 
lichst zu vereinfachen. Wir bewerkstelligen dies so: Es mogen 4,..A, 
irgend welche r bestimmte, aber beliebig gewiihlte Constanten sein. 
Alsdann setzen wir das simultane System an: 


day, 


(11) dt = >I Ayer Peete) P(e LiT2 3 27"), 
z 


Durch dieses werden a,..a, als Functionen einer neuen Hiilfsgrésse 
¢, der Gréssen A, .. 4, sowie gewisser Integrationsconstanten- definiert, 
Um letztere in bestimmter Weise zu wihlen, setzen wir fest, dass 
a,.. a, fiir t= Anfangswerte @,..@, annehmen sollen, ftir welche die 
Determinante der a ,(@) weder verschwindet noch unendlich gross 
wird. Man sieht dann ohne weiteres ein, dass in den Integral- 
gleichungen die Gréssen 4,..4, und ¢ nur in den 7 Verbindungen 


w= 4t—t) G=1, 2." 
auftreten, denn die Gleichungen (11) andern sich nicht, wenn man ¢ 


— und also auch ¢ — mit einer Constanten 9 multipliciert und gleich- 
zeitig 4, ..A, durch o dividiert. Die Integralgleichungen kénnen somit 
in Form von Reihenentwickelungen so geschrieben werden: 


(12) ap =a + jen --G) +++ = Gi (u,.. tr, G--a) 
af 


(k= 1, 2..7), 


deren rechte Seiten ®, also nach steigenden Potenzen von uw, .. uw, 
fortschreiten. Die a,..a, sind unabhangig von einander hinsichtlich 
u,..u,, da die Functionaldeterminante 


| 0a, | 
| On; | 
nicht identisch Null ist, weil sie sich fiir uw, —-- =u, O auf die 


Determinante der a,,(@) reduciert. 

Hiernach ist es uns erlaubt, anstatt a,..a, die r Gréssen mw, .u, 
als Parameter in die Schar (1) einzuftihren, indem wir die Werte (12) 
in (1) einsetzen. Durch Auflésung von (12) nach uw, .. yu, lassen sich 
diese in der Form darstellen: 
(13) Gene 0, = 1, 2.7). 


Wenn wir diese neuen Parameter w,..u, in die Schar (1) ein- 
fiihren, so werden 2,'..a, gewisse Functionen von 2%, ..@,, Uy.» Ur 


Noue 
Parametor 
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und den bestimmt gewahlt gedachten @, . . @,. Weil die w von ¢ ab- 
hingen, so werden also auch 2,'..%, gewisse Functionen der Hiilfs- 
veranderlichen ¢. Die Gleichungen (10) driickten Beziehungen zwischen 
den Differentialquotienten der 2,’.. 2, nach a,..a, aus. Diese gehen 


, 


x; 2 ee 
nunmehr tiber in einfachere Gleichungen ftir die ae Wenn wir nam- 


lich in (10) 7 alle Werte 1, 2..7 durchlaufen lassen, so erhalten wir 
ry Gleichungen. Wir multiplicieren sie der Reihe nach mit 4,..4, und 
addieren sie dann. Dadurch ergiebt sich wegen (11): 


dat ( ; i - 0x, da, 
GON i AG = = ee 
SPENSER NOE ai Ou, at 


oder 
dx; Z ; : 
(14) Wt = >) yb (@. 0) C=) 25.0): 
1 


ies n Gleichungen stellen ein simultanes System dar, das von den 
0 ..%m, aufgefasst als Functionen von ¢, sicher erfiillt wird. Da sich 


fir t= die a,..a, auf @,..a, reducieren, so sehen wir: Bei dem 
simultanen System (14) haben a,'..a,' fiir ¢=¢ nach (1) die An- 
fangswerte 
(15) Da fg Ges Sail hod. pA A Pome lea A 
Die Integralgleichungen enthalten wieder die Gréssen A,..4d, und ¢ 
nur in den Verbindungen u,..u, und lassen sich daher auch in der 
Form darstellen: 
(16) Lp LCN Bayan. atte Ce te tee 
Fiihren wir hierin die Werte 
x; = f(a, a), v= f(a, a), Hn = Di (u, a) 

@=1,2..n,. k=1, 2..4r) 
in Gemassheit von (1) und (12) ein, so erhalten wir, wenn wir noch 
die rechte mit der linken Seite vertauschen, die Functionalgleichungen: 
(17) E(f@, @), uw) = f(z, Bu, a)) 

@=1,2..n), 

die wir jetzt deuten wollen. 


Deutung der Diese Functionalgleichungen (17) sagen, wenn man tiberdies die 
Functional- 


gleichgn, Eixistenz der identischen Transformation in der Schar (1) voraussetzt, 
nichts anderes aus, als dass die Schar (1) eine Gruppe bildet. 
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Um dies deutlich zu erkennen, wollen wir die allgemeine Trans- 
formation (1), die also dem Parametersystem a,..a, zugehdrt, mit 
dem Symbol 7, bezeichnen. Die Gleichungen (15) stellen dann die 
Transformation 7; dar. Andererseits wollen wir die Transformation 
mit den Parametern u,..u,, die durch (16) dargestellt wird, mit dem 
Symbol FE, bezeichnen*), Nun kénnen wir die » Functionalgleichungen 
(17) in die einzige Formel zusammenfassen : 

(18) To Ey = Ti, 
denn 7; fiihrt a; in % = /f\(v, @) und E, fthrt, z in F,(z’, w) tiber, 
wihrend JZ, nach (12) auch in der Form 
&, = f(e, P(e, a) @—1, 2..n) 
geschrieben werden kann. 

Diese Beziehungen (18) bestehen also, sobald nur die drei Para- 
metersysteme @,..d@;-, WU, ..U,, @,..a, durch die Relationen (12) ver- 
kntipft sind. @,..a@, bedeuten dabei bestimmt gewihlte allgemeine 
Werte von a, .. @,. 

Jetzt erst machen wir von der Voraussetzung Gebrauch, dass die 
Transformation (1) fiir a, a,°, ..a,—a,° die identische werden soll. 
Wir setzen namlich fiir den Augenblick a, = a,°, ..a@,—=a,°, waihlen 
also Zz als die identische Transformation Z,». Alsdann nehmen, weil 
die Determinante der «;,(a°) nach Voraussetzung auch von Null und 
Unendlich verschieden ist und mithin die bisherigen Betrachtungen auch 
fiir @ = a° gelten, die a,..a, in Folge von (12) die Werte an: 


(19) Gh OA oi, aa) (bee 1, 21s 
sodass aus (18) insbesondere folgt: 
(yD i amo hen 
oder also 
(20) Orga bee 


Jede Transformation E,, gehort mithin zur Schar der Transformationen (1). 
Da die ®, in (12) hinsichtlich der Gréssen w,..u, von einander un- 
abhingig sind, so gehért auch umgekehrt jede ‘Transformation (1) der 
Schar der H, an, denn beide Scharen enthalten je oo” verschiedene 
Transformationen. 

Wenn wir nun wieder in (18) die @ beliebig wihlen, aber LH, 
durch 7, ersetzen, so kommt: 

*) Die Travsformationen #, bilden bei variierendem ¢ eine eingliedrige 


Gruppe, erzeugt von einer infinitesimalen Transformation, in dem von friiher her 
bekannten Sinn. Man vergleiche die begrifflichen Erlauterungen weiter unten, 


Erster 
Fundamen- 
talsatz. 
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(21) Te aa ae 
Hierin sind @,..@, vollig willktirlich. Auch kénnen wir uns statt 
u,-. pf, nach (19) die «,..o, véllig willkiirlich gewahlt denken. Als- 
dann sind a,..a, nach (12) und (13) die Functionen: 
(22) ad, = O,(M(a, a), 2) (k=1, 2..7) 
Von d;-.+G@, Und @, 4, @,. 

Die Gleichung (21) sagt folglich aus: 

Die Aufeinanderfolge zweier beliebiger Transformationen 7; und 
T, der Schar (1) ist iquivalent einer einzigen Transformation 7, der- 
selben Schar. 

Dies aber ist die Gruppeneigenschaft. 


Hiermit sind wir zu dem Satze gelangt: 
Erster Fundamentalsatz: Bestimmen die Gleichungen 


(1) Pom fib, Fug Cyne Gp) (el 2, 02) 


oo” verschiedene Transformationen, die eine Gruppe bilden, so 
bestehen r-n Gleichungen von der Form 


0x, = ; ; 
(IT) Am, = 2 val m9 Ay) Ei (&, sn ) 


(Paces 1 a 1h eee lec eral eae a) 


sowie thre Auflodsungen: 


ohh setae ae oe, 
(IIT) Crt, aly) oe Shae (a, ee) a4 
Ne 


Gl Set) fem leds), 


wihrend die &(a) keine n linearen homogenen Relationen 


ebu(a’) + +--+ erbi(a’) =0 


Cie aon me) 
mit constanten Coefficienten e,..e, erfiillen. — Wenn umge- 


kehrt solche n Gleichungen (1), die oo” verschiedene Transfor- 
mationen darstellen, r-n Gleichungen von der Form (Il) und 
in Folge dessen auch r-n Gleichungen von der Form (III) er- 
fiillen, wenn tiberdies fiir gewisse constante Gréssen a,°..a,> die 
Gleichungen 


hi@y 2% 62. G2) =a, = 1, 28a) 
bestehen und schliesslich die Determinante der aj,(a°) von Null 


und Unendlich verschieden ist, so stellen die Gleichungen (1) 
eine Gruppe dar. 
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Wir wollen besonders hervorheben, dass die Gleichungen (II) oder 
(IM) die Form der Gleichungen (I) vollstindig bestimmen bis auf die 
Integrationsconstanten, dass also die Functionen fi(@, a) durch die 
Functionen (a) und & (x) durchaus definiert sind, sobald man 
voraussetzt, dass sich 2,..2, fir a, —a,°, ..a,—=a,9 auf a, .. a, 
reducieren sollen. 


In grossen Ziigen soll nun der begriffliche Inhalt der vorstehenden Ent-8es"ittliche 
. rae : ares, Fassung 
wickelungen angedeutet werden. Man wird gut thun, sich dabei die Wert- des 
systeme 2, ..a, der Veriinderlichen durch Punkte (a) eines Raumes von m 
Dimensionen mit den Coordinaten «, .., repriisentiert zu denken, sodass 
eine Transformation sich darstellt als Transformation der Punkte dieses 
Raumes. Andererseits ist es aber auch ntitzlich, sich die Transformationen 
selbst als Individuen zu denken. Wir kénnen uns jede Transformation 7’, 


Chapa ty Ae) G1, 2.< 0) 


durch einen Punkt (a) eines anderen Raumes von  Dimensionen mit den 
Coordinaten a,..a, dargestellt denken. Wir nennen diesen Raum den 
Raum (a,..a,). Die Gleichungen (1) stellen oo” verschiedene Transfor- 
mationen dar, wenn in -diesem Raume innerhalb der Umgebung eines 
Punktes (a) von allgemeiner Lage zu verschiedenen Bildpunkten stets ver- 
schiedene Transformationen gehéren. So kann offenbar der Satz 1 des vorigen 
Paragraphen begrifflich gedeutet werden. (Vgl. auch § 1 des 6. Kap.) 

Bildet nun, wie wir vorerst voraussetzen, die Schar (1) von oo” Trans- 
formationen eine Gruppe, so ist die Aufeinanderfolge zweier Transforma- 
tionen 7',, T, der Schar einer einzigen Transformation 7, der Schar aqui- 
valent. 7, fiihre das Wertsystem w,.., oder also den Punkt (2) in den 
Punkt (2), Z, ferner (a) in (#”) ttber. Wenn wir b,..b, undern, so 
muss sich — jedenfalls innerhalb einer gewissen Umgebung der Stelle (b) 
des Raumes (a, ..a,) — auch 7, und daher auch 7,7, = T, indern, weil 
sonst eben nicht alle + Parameter a,..a, in (1) wesentlich wiiren. Es 
ist also méglich, durch Abinderung der b zu allen Transformationen in 
der Umgebung von 7, zu gelangen. Bei beliebiger Wahl von 7, und 7, 
ist es also, sobald nur 7, innerhalb der Umgebung einer Stelle allgemeiner 
Lage des Raumes (a,..a,) liegt, immer miglich, 7, so zu bestimmen, 
dass 7,7, = T, wird. Diese Betrachtung deckt sich mit dem zum Schluss 
des § 1 gefiihrten Nachweis, dass die Functionen g,..q, hinsichtlich 
b, .. 6, von eimander unabhiingig sind. 

Hieraus folgt weiter: Ist 7,49, eine 7, benachbarte Transformation, 
so existiert eine 7’, benachbarte Transformation 7,49, derart, dass auch 


Ta+da Ty 4-58 = T, 


ist. Diese Variation der a,..a, und b,..b, wurde zu Beginn des jetzigen 
Paragraphen ausgeftihrt, indem c,..c, festgehalten wurden und die Differen- 
tiation nach a,..a, stattfand, wobei b,.. 0b, als Functionen der a, .. G; 
und der festen c,..¢, aufzufassen waren. 

T, fiihrte die Punkte (a) in die Punkte (a) tiber. Zu4+oa wird die 
Punkte (x) in Punkte (#-+ da’) verwandeln. Also kann Ta+Jq ersetzt 
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Infinitosi- werden durch die Aufeinanderfolge von 7, und einer passenden unendlich 
ale T = ; : IN © : , \ 3 won 
“formation Kleinen Transformation Sjq, die alle (a) in die (a+ 02’) tiberfiihrt, sodass 


Ta Soa = a+da 


wird. MHieraus folgt nun auch: 


/ 
Soa = Dn ae 


Wir erkennen durch ganz analoge Betrachtungen, dass auch 


Sia To+06 = Tr, 


also: Park i 
Soa = T, Ty +400 


ist. Man vergleiche die Fig. 33, 
in der Sj, die infinitesimale Trans- 
formation vorstellt, die die Punkte 
(v) nach den Stellen (2’-+ da’) 
iiberfiihrt. Ftir die infinitesimale 
Transformation Sj¢ gewinnen wir 
somit zwei verschiedene Darstel- 
lungen, indem sich die Incremente, 
die sie den 2 erteilt, in diesen 
Fig. 33. beiden Arten ausdriicken: 


ms 
Ox; == De a) f) ak 
1 


oxL; = ie, b) dd; 


Gad, 2a. 


Dabei bedeuten (w’, a) und (a’, b) Coefficienten, die von 2,’.. a,’ und a,.. a, 
bez. b,..b, abhiingen, wi&hrend da,..da, und db, ..6b, die Incremente 
der Parameter bedeuten, fiir welche T4452 7s40, = 7.7, bleibt. Die 
db; .. 6b, sind also Functionen der a,..a,, b,..b,- und da,..0a,: 


0b; == i (a, bday? (== 12 ae 
2 
Es kommt daher auch fiir Sy,: 
baf— Di @, b)(a, b)da;. 
1 


Da nun die b,..b, von den a,..a, und da,.. 6a, villig unabhingig 
sind, so diirfen wir sie bestimmt wihlen, wie dies in den Formeln (9) ge- 
scheben ist. 

Nunmehr haben wir die Betrachtung umzukehren: Angenommen, es 
legen co” Transformationen 7, oder (1) vor, von denen wir nicht wissen, 
ob sie eine Gruppe bilden, von denen aber bekannt~ ist, dass sie die iden- 
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tische Transformation 7, enthalten und dass sie die Differentialgleichungen 
(9) erfiillen, d. h. es soll zu jeder 7, und 7,+9q eine infinitesimale Trans- 
formation Sj, construiert werden kiénnen, sodass 


ToSda =—- Pa4- Sa 


und die Gesamtheit der Sy, wegen der Form der Gleichungen (9) von 
a,..d, unabhingig ist, da die a,..a, in (9) nur in den von 2 freien 
Factoren auftreten. 

Lassen wir da,..da, alle infinitesimalen Werte annehmen, so erhalten 
wir alle Transformationen 7,49, in der Umgebung von Ta, und zwar jede 
nur einmal. 

Gehen wir nun von einer bestimmten Transformation 7; der Schar 
(1) aus, so bestehen Gleichungen von der Form 


o bao soe i hee 


; Ta4daSda == T+ a+ da, 

Indem wir also zuerst eine Transformation 77, sodann unendlich oft eine 
-bestimmte infinitesimale Transformation Sj, ausfiihren, erhalten wir immer 

eine Transformation der Schar (1), sagen wir die Transformation 7,. Nun 

aber entsteht durch unendlichoftmalige Wiederholung von Sj, eine Schar 

von oo’ Transformationen £,,, die bekanntlich stets eine eingliedrige Gruppe eres 

bilden*). Wir erhalten also ; 
: Tz Eu = Ty. 


Wird nun insbesondere 7; als die identische Transformation To gewiihlt, 
so kommt links nur #,,. Also gehért jede Transformation H,, der Schar 
(1) an, es ist etwa: 


(20) Eu aw La, 
sodass, wie zu beweisen war, 
(21) Tet oT 


_ ist. Noch ist einzusehen, dass auch die eingliedrige Gruppe von oo! Trans- 
formationen H,, wenn a,.. a, varilert werden, oo” Transformationen lie- 
fert, also J, eine beliebige Transformation der Schar (1) ist. Hs folgt 
dies daraus, dass zu jeder Transformation 7,44, mm der Umgebung von 
T, eine bestimmte infinitesimale Transformation Sj, gehdrt**). 


*) Den Begriff der von einer infinitesimalen Transformation erzeugten ein- 
gliedrigen Gruppe setzen wir als bekannt voraus. Vgl. die Fussnote zu Seite 28. 

**) In seinem Werke iiber die Theorie der Transformationsgruppen hat Lie 
nur die erste Halfte des ersten Fundamentalsatzes ausdriicklich als Satz formu- 
liert. Die zweite Halfte ist aber als Specialfall in einem Satze des Werkes 
enthalten (siehe Theorem 9, § 17 des Werkes). Mit der hier gegebenen Formu- 
lierung deckt sich einigermassen der erste von Herrn Schur formulierte Satz, der 
sich nur auf Gruppen mit der identischen Transformation bezieht und von ihm 
Of, (@, a) FY 
eee OU, 

0a 


nur unter der Voraussetzung bewiesen wird, dass die m Summen y - 


fiir a =a° nicht gleichzeitig verschwinden kénnen. Die obige Formel 77 ro, =T, 
bedarf dieser beiden Voraussetzungen nicht, daher gilt sie auch fiir gemischte 
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§ 3. Der zweite Fundamentalsatz. 


Es mégen wieder die » Gleichungen 
(1) ai = fi(Z,.. Fn, 0% -. Or) O=1, 2.2.) 
eine Schar von oo” verschiedenen Transformationen darstellen, die 
eine Gruppe bilden. Nach dem ersten Teile des ersten Fundamental- 
satzes bestehen dann infolge von (1) r-» Differentialgleichungen von 
der Form 
Ox 


Sy 0a, = iG sh Op) Sey ee) 
@=1, 2..n, “kh==1,2 7) 


aN 


sowie ihre Auflosungen 


phe : Ow, 
(10) E5:(a, aie oe) -> Ot; (Ay “rs a;) Ou, 
1 
(Ge le 2 Sis) onl ec ee) 
sodass die Determinante der wa, oder der a, nicht identisch ver- 
schwindet. 
Unter diesen Voraussetzungen wollen wir die Gleichungen (1) 
nach 2,'.., auflésen. Dadurch mag sich ergeben: 


(23) Dia Ey Ga Ey i OA) hee Seeman 


Betrachten wir wie bisher die # als die Functionen (1) der x und a, 
so giebt die Differentiation von (23) nach a;: 


n a , a ay , ‘ 
0 Se a a) on, @F,(2', a) 


Ot, 0, 0a, 


Multiplicieren wir diese Relation mit a, und setzen wir k = 1, 2..7, 
so ergeben sich + Gleichungen und als ihre Summe: 


: 1 OF (a, a) - Oa. - OF, (x’, a) 
0 pg Dan, 0 + DP a @ 
oder wegen (10): 
Jen OE, @) . OF, (x’, a) ; 
2) erties ofr > cijx(@) an oe 0) 
al 


Cpa een): 


(aus einzelnen continuierlichen Scharen bestehende) Gruppen. Schur’s Beweis des 
ersten Teiles des Satzes ist im Grunde eine speciellere Fassung des Lie’schen 
Beweises. Fiir den zweiten Teil giebt Schur in seiner zweiten Abhandlung einen 
sehr einfachen und analytisch eleganten Beweis, jedoch nur unter Benutzung des 
nicht so elementaren Begriffes der Parametergruppe. 
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Diese Gleichungen miissen nun bestehen nicht nur infolge von (1), 
sondern an sich, da sie a,..%, gar nicht enthalten. Mithin sind 
f,..#, simtlch gemeinsame Lisungen f der 7 linearen partiellen 
Ditferentialgleichungen : 


(24) 5S Eu (a’) 2 a > je (a) oe 


eet eh 


die augenscheinlich von einander unabhingig sind, da die Determinante 
der a, nicht Null ist. 
Diese Differentialgleichungen lassen sich, wenn von der symbo- Symbole Xj 


und Af fiir 


lischen Loe wk der Dideventalatedsacks Difforential- 
ausdriicke. 
= ot pT sae : Dats / Of — - o 
(25) Xjf = AG ) Ba A;f Ss ot; (@) 
G==1,2..9) 
Gebrauch gemacht wird, ktirzer so schreiben: 
(24) Gi af =) (G=1.2..%). 


Offenbar sind die » Functionen F..F, von %,.. 2%», a, .., von 
einander unabhangig, da die Gleichungen (23) nach ,'..2,' in der 
Form (1) auflésbar sind. Aber r von einander unabhingige Lime een Fe onet: 
partielle Differentialgleichungen (24’) in n +r Veriinderlichen a,'..a/) System. 
a, ..@, besitzen dann und nur dann 7 von einander unabhingige ge- 
meinsame Lésungen, wenn sie ein r-gliedriges vollstdndiges System 
bilden. Dies aber tritt bekanntlich dann und nur dann ein, wenn die 
sogenannte Klammeroperation aus (24°) keine von diesen Gtewatagen icleinmnete 
unabhingige Gleichung abzuleiten gestattet. Die Klammerausdriicke eg 
aber sind diese: 
XP + Af) + AGF + Af) — 
af + APY = AGT + Af) 
oder kiirzer, da die X’f von a,..a, und die Af von «,..%, frei sind: 
Xi (MVP) — XV (KP) + Aj(Arf) — AlAs) 
oder, indem wir eine uns bekannte Bezeichnungsweise benutzen: 
(XX) + (AA) v=, 2.1). 
Wir haben also gefunden, dass diese Klammerausdrticke durch die 
linken Seiten der Differentialgleichungen (24’) linear ausdriickbar sein 


miissen : 
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(Xj Ky) + (4A) = >} prs (O's On’, Oy. - Or) (BF + Af) 


Cy 


Hieraus folet einzeln, da (X;X,’) nur die Differentialquotienten von 
f nach a,..2, und (A;A,) nur die nach a, ..a, enthalt: 


Relationen 


egiscnen €.(96) (X/X/) = >} Ojala’, aX (Ay Ar) = 28. (e", a) Auf 
1 a 
Gia Te): 


ausdriicken 
Diese Relationen miissen also identisch bestehen fiir alle Werte 
Von &,'..%,, A,..@, und alle Functionen f von diesen Gréssen. Ins- 
besondere miissen daher die Coefficienten der Differentialquotienten 


of 


von f einzeln verschwinden. In der zweiten Gleichung aber hat Fa 


iG 
links den Coefficienten 
Aj Oy — Ay oiiu 


rechts den Coefficienten 28;,,a,,.Demnach ist: 


= L 
Aj Cy, — Ay Ooi = >: Birs(@, A) osy 
1 


Ge vick =, et) 
Unter A;a,, ist hierbei natiirlich der Ausdruck A,f fir f=a,, zu 
verstehen. In diesen letzten Gleichungen kommen aber links 2,’.. a, 
gar nicht vor, ebenso nicht rechts in den a,,, deren Determinante 
nicht identisch verschwindet. Lassen wir also nun uw alle Ziffern von 
1 bis y durchlaufen, so ergiebt die Auflésung der so erhaltenen 
Gleichungen nach 9,1 -- ,, dass die # von ,'..%, frei sind. Aber 
sie sind auch von a,..a, frei. Denn aus den ersten Relationen (26) 
folgt jetzt durch Differentiation nach a;,, das links gar nicht auftritt: 


Diese Gleichung zerfallt nach (25) in die ” einzelnen: 
Ov. OP 6 o®. 
jul J v2 Po fs ur TNow ee, 
oa u(@’) + Dae C2) i a Te bri(a) == 0 
@=1, 2..n). 


Nun aber bestehen nach dem ersten Fundamentalsatz zwischen den 
E(a’) keine » Relationen von dieser Form mit constanten Coefficienten, 
also auch keine mit Coefficienten, die mit den in den &(a’) gar nicht 
vorkommenden a,..4a, behaftet sind. Folglich ist allgemein: 
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ae, 


d. h, die & sind frei von a, ..a,, sie sind mithin ganz bestimmte Con- 
stanten. Wir wollen deshalb allgemein 
Djs = Cs (9, v, SH 1, 2..7) 


setzen, sodass wir aus (26) erhalten: 
r Schliess- 


(27) xe) = ae Xp ApS => ons we ase 


: Relationen. 


ey te er). 


Nunmehr werden wir wieder die Betrachtung wmkehren und fol-umkebrung. 
gende Voraussetzungen zu Grunde legen: 
Hs mégen 27 Differentialausdriicke von der Form 


(25) Lt= Dis) ee Dees, 
(qr 1 MD 7) 
vorliegen, zwischen denen keine Relation von der Form besteht: 
ea Mf+ ++ eX/f—0, 
in der e, ..¢, Constanten sind. Auch soll die Determinante der «,(a) 


nicht identisch Null sein. Wohl aber sollen diese Ausdriicke die Rela- 
tionen von der Form: 


. r 


(7) (XX) = Don Xf, (Aly) = Diem Auf 
1 


1 
(ji, y= 1, 2..7) 

erfiillen, in denen die ¢,, gewisse Constanten bedeuten. 

Bei diesen Annahmen bilden die 7 linearen partiellen Differential- 
gleichungen 
(24) Xif+Ajf=0 G=1,2..7) 
ein r-gliedriges vollstindiges System in »-++r Veranderlichen 2,’. . ay’, 
a,..a,. Sind a,°..a,° solche Werte von a,..4a,, fiir welche die 
Determinante der a,,(a°) weder Null noch Unendlich ist, so besitzt 
dieses System bekanntlich (n+ 7)— 7, also von einander unab- 
hingige Lésungen f= F,, F,.. Fn, die sich fiir a, = a,°, ..a, =a," 
auf w,’..a@, reducieren. Setzen wir dann die » Gleichungen an: 
(23) ay = Fi(a,..%n, %..a,) (A=1, 2..n), 


, 


so stellen ihre Auflésungen nach 2,'..%,: 


Nachweis 


der Gruppe. 
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(1) ti, = fi, + Wn, ys» Gr) C= Ae 22a) 

wie wir beweisen werden, co” verschiedene Transformationen der x in 
die w dar, die eine Cnn bilden, welche die identische Transforma- 
tion enthillt. 


Um diesen Beweis zu fiihren, bemerken wir, dass zunichst, da 


die F die Gleichungen (24’) Tre nach (25) 


an a) 0 


| 


(28) SRS eee SF aaa) SE 
ee i 


ist. Andererseits sind die Gleichungen (23) gerade nach a,..a, auf- 
lésbar, denn F, ..#, reducieren sich ja fiir a, —a,°, ..a,—a, aut 
Z,.. a. Wir kévnnen mithin «,'..%,' als die durch (23) definierten 
Functionen von %,..%, und a,..a, auffassen und erhalten durch 


Differentiation von (23) nach a: 


OF (a, a) Ox OF, (x, a) 
oe > 0x, 0a, Ga, : 


Multiplicieren wir diese Gleichung mit «, und summieren wir dann 
iiber k von 1 bis 7, so kommt nach 24 


Cem aes 


und also, da die Functionaldeterminante der F’ nach a,’..a,' nicht 
identisch Null ist: 


Gs 12. ea 
Dies aber sind die Gleichungen (III) unseres ersten Fundamentalsatzes. 
Sie sind wie jene nach den Z auflésbar, da die Determinante der a 
nicht identisch Null ist. Daher kommen durch Auflésung die Rela- 
tionen (II) des ersten Fundamentalsatzes: 


, r 
ax. ay} ye , 
(29) a == >) ye ( A, » - Or) Se( 2, ony) 
1 


G—=1,2..n, b= 1, 2.7). 
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Die Auflésungen (1) der Gleichungen (23) erfiillen also diese 
mehrfach erwihnten Ditferentialgieichungen identisch. Auch stellen 
diese Gleichungen (1) gerade oo” verschiedene Transformationen von 
%..%m iM &,.. x, dar, weil sonst nach Satz 1 des § 1 die w.. ax, 
Relationen von der Form 


, 


- 0 a, ‘ 
Dh a(t «+ ae) 55, = (@=1, 2..n) 
- : 


erfiillen wiirden, in denen y,..y, nicht simtlich Null waren, und also 
nach (29) auch die Relationen: 


> (3 Xe (@) Pir 0) En(a) == 0 


1 1 
(@==1,2..n). 
Da aber nach Voraussetzung keine Relation 
eX f+ +--+ eX f= 0 
mit constanten Coefficienten oder also mit von a,’..a, freien Coef- 
ficienten e¢,..e, besteht, demnach auch keine 7 Relationen: 
igik@)=0 G=—1, 2..m) 

1 

bestehen, so miisste einzeln 


>in @rx(a) a2 2) 


sein. Aber die Determinante der #;, ist wie die der a, nicht iden- 
tisch Null. Es wiirde also doch folgen, dass jede Function 4, einzeln 
Null wire. 


Die Auflésungen (1) der Gleichungen (23) stellen folglich oo” ver- 
schiedene Transformationen dar, die den Differentialgleichungen (II) und 
(IIL) des ersten Fundamentalsatzes geniigen. Auch enthalt die Schar 
dieser Transformationen fiir a, = 4,°, ..a,—=a,° die identische, und 
die Determinante der ,(a°) ist von Null und Unendlich verschieden. 
Aus jenem ersten Fundamentalsatze folgt daher, dass die Schar (1) von 
oo’ Transformationen eine Gruppe bildet. 

Wir finden also: 

Satz 3: Bilden die n Gleichungen 


(1) Life Oe nd.) (a 1, 2. 4:2) 
eine Gruppe mit co” verschiedenen Transformationen und bestehen daher 
Relationen von der Form 


Lie, Continuierliche Gruppen. 25 


Ergebnis. 
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a Ces 

(II) AGH . en) ) = dSan(a, ped Or) 5a 
1 

@=1, 2un, j=1, Die tig 


so erfiillen die Differentialausdriicke 


av) oe = es Asp = Shen (a) 52 
(ese S15 22) 25208) 


paarweise Bedingungen von der Form: 


(Vv) (XJ Xi) => q.K (AA) = Dh en Af 
if 1 
G pale ne 


in denen die Cj, Constanten sind. Auch besteht dann keine Relation von 
der Form 
CX det Nef 
in der die e,..e, Constanten bedeuten, und die Determinante der o;, ast 
micht identisch Null. 
Sind andererseits 2r Differentialausdriicke X;f und A;f von der 
Form (IV) vorgelegt, sodass keine Relation 


> 
So xXif=0 
i 
mit constanten e,..¢, besteht und die Determinante der o;.(a) nicht iden- 
tisch Null ist, wihrend sie paarweis Relationen von der Form (V) er- 
fiillen, so giebt es eime Gruppe von oo” verschiedenen Transformationen 
Dy = f(D, Dae Cie Gnd = oO 

die in den angegebenen Beziehungen zu diesen Differentialausdriicken steht 
und dire identische Transformation enthdlt. 

eee Man kann die Voraussetzungen des zweiten Teiles dieses Satzes 

vie aber noch erheblich verringern. Sobald namlich nur die Ausdriicke 
X,7f..X,f vorliegen, deren Klammerausdriicke die Form (V) besitzen, 
ist es immer moéglich, Ausdriicke A,f..A,f von der in jenen Voraus- 
setzungen angegebenen Form zu construieren, sodass also die Existenz 
der X’f die der Af nach sich zieht. 

Bestimmung Um solche Ausdriicke herzustellen, verfahren wir so: Wir erteilen 


der Af aus 


den x’, in den gegeben gedachten Differentialausdriicken 


Sie eck om 
GS dee) oo (j= 1 Pe) 
4 t 
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den Veriinderlichen a,'.. 2,’ zuniichst allgemeine Werte 2, .. a, 
dann allgemeine Werte a,°.. «,®, darauf allgemeine Werte «,®). . x,® 
u. s. w., endlich allgemeine Werte 2,” .. 2,” und bezeichnen die zu- 
gehérigen X;f mit AMF Kf, Xf... Xf wiihrend wir noch 
setzen : 


KOPF + MOP f+ + YOPSW Sf GH, 2... 


Sicher besteht nun zwischen W,f..W,f keine Relation von der Form: 


i. 
> x(a 4 t%, Pasa x, ae iy”) Vi = 0. 
1 


Wir kénnen diese Behauptung auf folgende Weise darthun. Besteht doch 
eine solche Relation, so bestehen auch identisch die r-m Relationen: 
(80) ,8r(0) + gaEar(o) $+ grb) 0 

@==1, 2.0, #==1, 2.27). 
Fiir « = 1 sind dies » Gleichungen fiir y,..4,. Wenn alle r-reihigen 
Determinanten ihrer Matrix 


Pe ae@) pes £.6(40)) 
| Bess Ye ; 
A f2y igs 
Ein(a™) 9 es Ee) 
verschwanden — was wir nicht wissen —, so ware mindestens eine 


dieser Gleichungen eine Folge der anderen. Allgemein werden », 
dieser Gleichungen von einander unabhingig sein, wahrend die n—v, 
tibrigen aus ihnen folgen. Alsdann ist sicher v, mindestens gleich 1. 

Fiir x = 2 stellt (30) wieder » Gleichungen fir y,.. 4, dar. Sie 
kénnen nicht samtlich Folgen der Gleichungen fiir x 1 sein, da 
sich sonst diese neuen Gleichungen durch Functionen 4, .. 7, befriedigen 
liessen, die von #,°).. 2, frei wiiren, sodass auch Gleichungen von 
der Form: 


yi abi(2) eee 1), 
1 

bestiinden, was in unserem Satz 3 besonders ausgeschlossen wurde. 

Hs seien daher unter den » Gleichungen (30) fiir x = 2 gerade v,, 
die von den » Gleichungen (30) fiir «= 1 und von einander unab- 
hiingig sind, sodass v, mindestens gleich 1 ist. Diesen Schluss setzen 
wir fort und finden: Wir erhalten in der Schar (30) v, + %,-+--+-+ », 
unabhingige Gleichungen, wobei jede Zahl » mindestens gleich 1 sein 
muss. Es ergeben sich darum sicher ry in y,.. 4, lineare homogene 
Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante. 4,..4%, sind 
darum samtlich Null. 


% 
26° 
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Hiermit ist bewiesen, dass zwischen W,/f, W,f..W,f keine lineare 
Relation besteht. Da nun jedes 


(Xj Xv) = Dh oie KF 
5 1 
sein soll, so folet sofort aus: 


(W,W,) = (KO X,@) +--+ OX), 


dass auch jedes 
os 


(W,W,) = >! Gn Wel 


1 
ist. Die 7 von einander unabhingigen Gleichungen: 
Wifes, Ve) 


bilden somit ein r-gliedriges vollstindiges System in rn Verdnder- 
lichen 2,@..2,, ...@,9..%,. Hs besitzt r7m—~*r von emander 
unabhangige Lésungen w,, Uy.» Urn—r- 

Sie sind unabhingig von eimander hinsichtlich gewisser r.n — r 
unserer 7” Variabeln. Die iibrigen 7 Variabeln seien mit y, ..y, be- 
zeichnet. Alsdann wollen wir y,..Y;,, Uy..Urn—,r als Verdnderliche in 
die Wf einfiihren, d. h. darin f als Function dieser Gréssen betrachten 
und somit die in den Wf vorkommenden Differentialquotienten von 
f nach den friiheren Veranderlichen durch die nach den neuen aus- 
driicken. Da jedes Wju,==0 ist, so kommen dann Ausdriicke von 
der Gestalt: 


Wif = Stony: “Ur, Uy. - hinge —p) - GQ == i Dae r). 
1 


Nach wie vor besteht zwischen ihnen keine lineare Relation, und nach 
wie vor ist alleemein 


(W;W,) = oi ft. 
1 


Man bemerkt aber, dass die Bildung der Klammerausdriicke jetzt nur 
Differentationen nach y,..y, verlangt, also nicht gestért wird, wenn 
den Gréssen u,..U-n—, allgemeine aber feste Werte beigelegt werden, 
sodass die o,, nur noch von y,..¥Y, abhingen. 

Wir sehen also ein, dass sich r Ausdriicke 


: a 
W;f= Doon sed) a (j=1,2..n 
1 


construieren lassen, zwischen denen keine Relation yon der Form 
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py) Wf +--+ + 9,-(y) Wf = 0 


besteht, und fiir die jedes 


(W;W,) = >on Wf 
iF 
ist. Die erste Higenschaft lisst sich auch so aussprechen: Die Deter- 
minante der ,(y) ist nicht identisch Null. 

Bezeichnen wir y,..y, schliesslich mit a,..a,, so haben wir r 
Differentialausdriicke vor uns von der Beschaffenheit der friiheren 
A,f..A,f. Die Existenz solecher Af folgt somit aus der Existenz 
der X’f. 


Hiernach lasst sich unser Satz erheblich einfacher aussprechen. 
Um ihn nun in der fiir die Gruppentheorie bequemsten Form auszu- 
sprechen, fiihren wir den Begriff einer infinitesimalen Transformation 
ein*), Wir haben nimlich die endlichen Gleichungen der zu den 
X;f und A;f gehérigen Gruppe mit identischer Transformation durch 
Integration des simultanen Systems (24’) erhalten und bemerken 
dabei, dass zu jeder Gruppe ganz bestimmte X;f und A;f wie auch 
umgekehrt zu den X;f und A;f eine ganz bestimmte Gruppe mit 
identischer Transformation gehért. Andererseits bemerkten wir schon 
in § 2, dass zu dem System von Differentialgleichungen 


0 x. 
ERE ct, Ve > Oj, (A, . - Ar) re 


if 
(i=1,2..n, j=1,2..7 


nur eine bestimmte Gruppe mit identischer Transformation gehdrt. 
Da diese Differentialgleichungen in ebenfalls eindeutiger Bezichung zu 
den X;f und A,f stehen, so folgt also, dass die Integrationsmethoden 
des § 2 wie des § 3 zu genau derselben Gruppe mit identischer Trans- 


formation fihren. 
‘Nach § 2 kénnen wir diese Gruppe durch Integration des simul- 


tanen Systems 


Tr 
ax’. 


(31) ae = DiGi. oe) (= 1, 2..0) 
af 


*) Wir unterlassen nicht, hervorzuheben, dass wir diesen Begriff streng ge- 
nommen nicht notig haben, um den zweiten Fundamentalsatz auszusprechen. Die 
obige Einfiihrung dieses Begriffes soll daher, obgleich wir ihre dem Leser nahe- 
liegende tiefere Bedeutung oben andeuten, nur rein formal verstanden werden 
als bequeme abkiirzende Ausdrucksweise. 
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mit den Anfangswerten %,..% von «'.. a» fiir t= 7%, oder etwa 
t=O finden. Dabei treten e,t, e,¢..¢-¢.als die Parameter der Gruppe 
auf. Dies simultane System steht in engem Zusammenhang mit den 
Xjf. Es erteilt namlich einer Function f von 2,'..a, gerade das In- 
crement Le X;f-dt. Wir nennen nun 


Xf = D>} bila,» my) 5h 
1 


Symbol das Symbol einer infinitesimalen Transformation, namlich derjenigen, die 
einer inf. : i 
Transform. einey beliebigen Function f von #,..%, einen unendlich kleinen Zu- 


wachs X;f:0t, also x; den Zuwachs 
On; = £;,(a,. ap) Ot 


erteilt. Alsdann kann die Integration des Systems (31) als das Er- 
gebnis einer unendlich oft ausgeftihrten infinitesimalen Transformation 
de; X;f aufgefasst werden, bei der die w,.., schliesslich in a’... &, 
tibergehen. Wir driicken daber den Zusammenhang der Gruppe mit 
Gruppe’ dem simultanen System (31) dadurch aus, dass wir sagen: Die Gruppe 


infnitesim. jg von den infinitesimalen Transformationen Le; X;f erzeugt. In diesen 
tionen. bedeuten ¢,..¢- beliebige Constanten, deren Verhialtnisse allein offen- 
bar in Betracht kommen. 2e;X;f stellt also gerade co”—* infinitesi- 

male Transformationen dar, da ja nach dem ersten Fundamentalsatz 


keine Relation besteht von der Form: 
26 X; f= O 
mit nicht simtlich verschwindenden constanten Coefficienten ¢, .. @,. 
Unab- Da keine solche Beziehung besteht, so nennen wir X,f..X,f von ein- 


ron ink. “ander unabhiingige infinitesimale Transformationen. 
tionen, Wir machen endlich noch darauf aufmerksam, dass die durch In- 
tegration von (31) hervorgehende Grnppe ausser der identischen auch 
zu jeder ihrer Transformationen die inverse enthalt. Zur Transfor- 
mation 


We fii San, Ch nl est eg Geel ge ae 


die (31) erfiillt, ist némlich die Transformation 
De fi Gy oe, ta ed eet Le eee) 
invers, die auch (31) erfiillt, wenn in (31) e,..¢, mit — e,..—e, be- 
zeichnet werden. 
Nun sprechen wir den zweiten Fundamentalsatz in der uns als 
» Haupisatz“ aus der Ebene von frtiher her vertrauteren Form aus: 
Zweiter Zweiter Fundamentalsatz: 1 von einander wnabhdngige in- 


Fundamen- 


talsatz. finitesimale Transformationen 
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7g ae aa ‘ Y, ; 
X;f = din (@, a Tn) a (2 => 1, Pe r) 
it 2 


ergeugen dann und nur dann eine r-gliedrige Gruppe, wenn 
die X,f..X,f paarweis Relationen von der Form 
fe 


(GX) = You Gf G, b= 1, 2..7) 


a 


mit constanten Coefficienten cixs erfiillen. Diese Gruppe ent- 
halt die identische und paarweis inverse Transformationen*). 


Ks ist méglich, durch wesentlich synthetische Betrachtungen den zweiten ,,S2the- 


Fundamentalsatz zu beweisen. Dies soll hier in Ktirze angedeutet werden, leitmg dos 
Der aufmerksame Leser wird bemerken, dass der obige analytische Beweis eee 
im Grunde genommen denselben Gang einschlagt. PLC 
Zunichst bemerken wir, dass wir die Definition einer Gruppe mit iden- Andere 
tischer Transformation in einer neuen Weise aussprechen kiénnen, oo” ver- )°oniion 
schiedene Transformationen 7, ... bilden bekanntlich eine Gruppe, wenn Gruvre. 


die Aufeinanderfolge 7,7, auch stets eine Transformation J, dieser 
Schar ist. Die 7,7, hingen also dann auch nur von r wesentlichen Para- 
metern ab. Wenn umgekehrt die 7,7, nur von r wesentlichen Parametern 
abhingen und in der Schar 7, die ideutische Transformation 7, enthalten 
ist, so gehért zunichst zur Schar der 7,7, auch die der 7,7, oder also 
die aller 7,. Da beide Scharen von » Parametern abhiingen, sind sie dann 
identisch, d. h. jede Aufeinanderfolge 7,7, ist eine T,. Also: 

Satz 4: Eine Schar von oo” Transformationen T,..., welche die 
identische Transformation enthdlt, bildet dann und nur dann eine Gruppe, 
wenn auch alle Transformationen T,T, nur von r wesentlichen Parametern 
abhdngen. 

Wir stellen nunmehr folgende Betrachtung an: Hin Inbegriff vores 
m Punkten eines Raumes von » Dimensionen mit den Coordinaten x, ..&@, m-Hcken. 
sei ein m-Eck genannt. Hs mége eine Schar von oo” Transformationen 


T, vorliegen: 
(1) Bex Mei Gy.) (t= 1, 2.0): 


Indem wir sie ‘als Transformationen der Punkte (x) des ebengenannten 
Raumes in die Punkie (2) dieses Raumes deuten, finden wir, dass die 7), 
jedes m-Eck dieses Raumes in neue m-Ecke tiberfiihreu. Es soll im 
Folgenden immer nur von m-Ecken allgemeiner Lage die Rede sein. 

Hin einzelnes m-Eck nimmt bei unseren oo” Transformationen (1) 
héchstens co” Lagen an. Zunichst fragen wir uns, was im Besonderen 
geschlossen werden kann, wenn ein m-Hck und ein (m+ 1)-Eck allge- 
meiner Lage beide gleichviel, etwa oo? Lagen bei Ausfiihrung aller Trans- 
formationen 7’, annehmen. Dabei ist nach dem eben Bemerkten g<r zu 

*) Der yon Herrn Schur fiir diesen Lie’schen Satz gegebene Beweis unter- 
scheidet sich nicht wesentlich von dem Lie’schen Beweise. 
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setzen. Da das m-Eck bei allen oo” Transformationen nur oo? Lagen an- 
nimmt, so wird es jedesmal von co’ Transformationen in Geeolbe neue 
Lage gebracht, Mige das (m-+ 1)-Eck p,..Pm+1 also bei gewissen 

oo’—¢ Transformationen der Schar (1) in das (m-+ 1)-Eck P,..Pm41 tiber- 
gehen. Bei eben diesen co”? Transformationen geht das m-Bek allge- 
meiner Lage p,..p, in dasselbe m-Eck Fine oy iiber. JenenOOime? eLrans= 
formationen 7’ also, die p,-.Pm nach p,..Pm fiihren, bringen auch jeden 
Punkt pti des Panes Hach nur einer neuen Stelle Pm+1 hin. Daher 
fiihren alle diese oo”~¢ ‘Transformationen die Punkte des Raumes in 
gleicher Weise in neve Punkte iiber, d, h. sie reducieren sich auf nur eine. 
Es ist demnach 9 =r. Somit folgt: 

Satz 5: Erteilt eine Schar von oo” Transformationen einem m- Lick 
und einem (m+ 1)-Eck allgemeiner Lage gleichviele und zwar oof ver- 
schiedene Lagen, so ist @ =r. 

Ein m-Eck erhilt sicher nicht mehr Lagen als ein (m+ 1)-Eck. 
Insbesondere ein 1-Eck erhilt mindestens cot Lagen. Wenn ein 2-Hck 
nur oo! Lagen annimmt, so gilt dasselbe vom 1-Eck, und es ist nach 
unserem Satze r = 1. Ist r > 1, so nimmt folglich ein 2-Eck mindestens 
oo? Lagen an. Erhilt ein 3-Eck dann nur oo”, so gilt dasselbe vom 
2-Eck, und es ist nach unserem Satze r= 2, u.s. w. So folgt: Ist 
r>m, so nimmt ein m-Eck sicher mindestens oo” Lagen bei den 7 an. 
Andererseits wissen wir, dass es hdchstens oo” Lagen erhalten kénnte. 
Daher muss es eine Zahl m<r geben, sodass ein m-Eck gerade oo” Lagen 
erhilt. Dasselbe gilt dann vom (m-+ 1)-Eck u. s. w., also auch vom 
y - Hick. 

Transform. Satz 6: Hine Schar von oo” Transformationen erteilt einem r- Eck 


eines 7-Ecks. ; : 
gerade co” verschiedene Lagen. 


Jedes (r + k)-Hck erhalt also offenbar auch gerade oo” verschiedene 
Lagen. 
Peaneiows. Fassen wir nun ein (r + 1)-Hek ins Auge und betrachten wir die 
(r+1)-Beks.Lagen, die es bei allen Aufeinanderfolgen 7’, 7, unserer Transformationen 
erhalt. Hrteilen die 7,7, ihm gerade oo” Lagen (weniger kédnnen es nicht 
sein), so erteilen sie auch einem +-Hck gerade co” Lagen, da dies schon 
bei den 7, selbst oo” Lagen erhilt. Bestoht die Scher der 7,7, aus 
oo’ Transformationen, so folgt also aus Satz 5, wenn darin s fiir r, r fiir 
m und r fiir @ gesetzt wird, dass die Zahl 7» = s ist: die Schar der 7,7’, 
besteht dann aus gerade oo" Transformationen. 
Wenn dagegen die 7,7, einem (r + 1)-Eck mehr alg oo” Lagen 
geben, so ist natiirlich die Zahl der Transformationen 7, 7, grésser als oo", 
Um hieraus einen neuen Satz zu formulieren, bemerken wir noch: 
Kin (r + 1)-Eck nimmt bei Ausfiihrung der 7, selbst oo” Lagen an. 
Wenn es bei den 7,7, nicht mehr Lagon erhilt, so ist die Schar der 
oo” (r + 1)-Ecke, in die es bei den T, tibergeht, gegentiber jeder Trans- 
formation 7}, er et Dies lisst sich auch ne Somit ergiebt 
sich mit Rticksicht auf Satz 4: 


Satz 7: Hine Schar von oo” Transformationen T!,, welche die iden- 
tische Transformationen enthdlt, bildet eine r-gliedrige Gruppe dann und nur 
dann, wenn alle (r + 1)-Ecke sich in Scharen von je oo” (r + 1)-Ecken 
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im solcher Weise verteilen, dass jede dieser Scharen fiir sich bei allen Trans- 
formationen T, invariant bleibt. 


Betrachten wir jetzt als Schar der 7’, alle endlichen Transformationen, Se 
7 es = : ° a . er- 
die yon oo”! infinitesimalen Transformationen tragung des 


Hrgebnisses. 
e FF n af 
> ¢ Xy f= > »: Ei(a,. . Bn oe 
1 it 1 i 


erzeugt werden, d. h. die sich ergeben durch Integration des friiheren 
simultanen Systems cay Wir wollen dabei, weil wir den Verinderlichen 
nachher neue Indices anhiingen mtissen, die transformierten Verinderlichen 
statt mit w,’..a,' mit Z,..2%p, bezeichnen. Unter den 7’, verstehen wir 
folglich alle oo” Transformationen von z,.. a in %,..%,, die sich durch 
Integration des simultanen Systems 


da. 
t 


r 


; ee es ra 
: J 5 555 ey a z,,) 


1 


mit den Anfangswerten x,..2, von 2,.. 2%, fiir {== 0 ergeben. Sie haben 
als Parameter die Gréssen ¢,t, ¢¢..e,t. Offenbar enthalten sie die iden- 
tische Transformation (fiir ¢ 0). Wenn wir nach der Integration ¢,¢..e,t 
mit ¢,..¢é,- bezeichnen, so kommen als Gleichungen der Transformationen 
etwa diese: 


32 ane Gel tte Cree 6,) (a eawky 22)es. 90): 
1 1 \ 


Auf diese Schar darf daher Satz 7 angewandt werden. Dies thun 
wir, indem wir den Satz 7 ins Analytische tibertragen. 

Es mégen a, .. a,, 2,2. . tn, ©. 2,77) ..a,¢°4) die + 1)n 
Coordinaten der Ecken eines (r + 1)-Ecks sein und X;,“/f.. X;°+/f das 
Symbol X;f, aber geschrieben in bez. den #..2,’+, Alsdann werden 
die Ecken des (r + 1)-Ecks bei der Transformation (32) durch die Glei- 
chungen 


(33) TO —= f(a, 2), ....7 = fe, ¢) 
(Ges 4 2 an) * 


in die Ecken 7,™, .. 2,” iibergeftihrt. Offenbar stellen die (r-+ 1)n Glei- 
chungen (33) die von den oo’ *? infinitesimalen Transformationen 


(34) DS) (MOF A MORE + FXO) = Dio Uist 
1 


1 


erzeugten endlichen Transformationen dar. 

Jedes (ry + 1)-Eck #..a{+ kann nun in einen Punkt eines 
Raumes yon (r + 1) Dimensionen mit den Coordinaten #,')..a,%,..., 
#40. .%, abgebildet werden. Die in Satz 7 ausgesprochene invariante 
Zerlegung der Zahl aller (r + 1)-Ecke in Scharen von je oo” stellt sich 
in diesem Raume dar als eine gegeniiber den Transformationen (33) in- 
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variante Zerlegung des neuen Raumes in Mannigfaltigkeiten von + Dimen- 
sionen. Wine solche Zerlegung wird durch (r + 1)» —r Gleichungen von 
der Form 


p(t, .. 7+) == Const. (r= 1, 2..(r + 1)n—7) 


dargestellt. Es muss also vermége (33) jedes yz, geschriecben in den z, 
sich auf eine Constante reducieren, sobald alle gz, geschrieben in den 2, 
gleich denselben Constanten gesetzt werden, d. h. es muss jedes or(B) 
identisch gleich g(a) werden. “Mit anderen Worten, da die Gleichungen (3) 
durch Integration des simultanen Systems 

ey =dt (i=1,2..n, v=1, 2..r+1) 


r 


>; eb (BO. . BO) 
1 
hervorgehen, und da dies simultane System der linearen partiellen Differen- 
tialgleichung 
nm r+tir 


i Ea etn of 
>! >: >; 65 &i (0, : En”) == Gy = 0 
‘Lt Lo MAL t 


oder nach (34) ktirzer 


Di aUif=0 


1 
iquivalent ist, so miissen die g-(x) Lisungen dieser Differentialgleichung 
sein. Satz 7 kann also, da ¢,..e, ganz beliebige Constanten bedeuten, so 
ausgesprochen werden: 
Die Gleichungen (32) stellen dann und nur dann eine Gruppe dar, 
wenn die 7 linearen partiellen Differentialgleichungen 


CS ee 0) pease CF i— 
oder also diese: 


MOP+ MOP +--+ X+Op=0 (j= 1,2..n 


gerade (r + 1)n—~r gemeinsame von einander unabhingige Liésungen 
gz besitzen. Diese 7 yon einander unabhingigen Gleichungen enthalien 
(r + 1) unabhingige Veriinderliche, haben Ake tiberhaupt ( + 1)n—r 
gemeinsame Lisungen dann und nur dann, wenn sie ein vollstindiges 
Sse bilden, d. fe wenn jedes 


(UU) = Some Gv=1,2..7) 
1 


ist. Die yj, bedeuten zuniichst irgend welche Functionen der Veriinder- 
lichen. Nun folgt sofort hieraus 


Cj XK) = D3 Winn Ko 
api tm 


ihnlich wie oben bei Gelegenheit der W;f, Daraus schliesst man leicht, 
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dass die w;,; bloss Constanten Cjyy Sind, und kommt so zu den notwendigen 


und hinreichenden Bedingungen 


(X; X,) == >! Cig Xo f; 
1 ; 
wie 1m zweiten Fundamentalsatz. 


§ 4. Der dritte Fundamentalsatz. 


Nach dem zweiten Fundamentalsatze erzeugen r von einander un- 
abhiingige infinitesimale Transformationen 


- : Ciena 
Xif == ena, ..m)ZE (61, 2.07) 
1 i 


dann und nur dann eine Gruppe, wenn die X;f paarweis Relationen 
erfiillen von der Form: 


r 


(35) GM)=>ieeXf Gk 1, 2..9). 


1 


Die in diesen Formeln auftretenden Constanten c,, erftillen Gewisse slain 
Relationen, die wir schon friiher, in der Ebene (in § 3 des 12. Kap.) den c,, 
abgeleitet haben. Wenn wir namlich wie damals die Jacobi’sche Iden- 
titit bilden: 

((X: Xx) X) + (XX) Xi) + (Xi) Xi) =O 


und vermége (35) ausrechnen, so ergeben sich die Relationen: 


(36) >! Cas sit + Cris Csit + Cris Csut ) ill) 
1 


Cal oll Pos eae) ep apeewy ah 
Da ferner offenbar 
(X; X;) + (X;,X:) ==() 


ist, so ist tiberdies 
(37) Cur + Gen = 0 GC, b, C= 1, 2--7). 


Hs ist daher sicher, dass zu gegebenen Constanten ¢,, sicher 
dann keine r unabhingigen infinitesimalen Transformationen X,f.. X,f 
existieren kénnen, die Relationen von der Form (35) erfiillen, wenn 
zwischen den gegebenen Grdéssen ¢x, nicht alle Relationen (36) und 
(37) bestehen. 


Es gilt nun aber auch umgekehrt der Satz, dass das EHrfiilltsein 
der Relationen (36) und (37) seitens der Constanten cj, hinreicht, um 
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daraus die Existenz von r von einander unabhangigen infinitesimalen 
Transformationen mit den Relationen (35) zu erschliessen. 

Die Existenz der Relationen (36) und (37) bei einer Gruppe und 
die soeben angedeutete Umkehrung bildet den Inhalt des dritten Fun- 
damentalsatzes, den wir bequemer formulieren kénnen, wenn wir den 

A ashame schon friiher, in der Ebene, eingefiihrten Begriff der Zusammensetzung 
einer Gripe benutzen. DA die cz, die Coefficienten sind in den Aus- 
driicken, die ergeben, wie sich die (X;X;,) aus den r infinitesimalen 
Transformationen X,f..X,f der Gruppe linear znsammensetzen, so 
sagen wir, dass diese Coefficienten cx, die Zusammensetzung der 
Gruppe bestimmen. Man bemerkt, dass die Anzahl dieser Constanten 
und ihre Relationen (36) und (37) von der Anzahl m der Verander- 
lichen ganz unabhiangig sind. 

Nun lautet der in Rede stehende Satz so: 

Dritter Dritter Fundamentalsatz: 7°? Constanten ¢, bestimmen dann, 

Maat, aber auch nur dann die ZLusammensetzung einer r-gliedrigen 
Gruppe, wenn sie die Relationen erfiillen: 


Cikt + Chit = 0, 
> (Ciks Csy bt ChisCsic + Cris Corr) = O 
1 
(i, b, l, £1, 2.07). 


Wir werden fiir das noch zu Beweisende, dass namlich zu Con- 
stanten ¢ ,; mit diesen Relationen auch immer wenigstens eine 7-gliedrige 
Gruppe mit der von den cx, bestimmten Zusammensetzung gehdrt, 
einen rein analytischen Nachweis erbringen, indem wir 7 von einander 
unabhangige infinitesimale Transformationen X,f..X,f construieren, 
fiir welche die Beziehungen (35) bestehen. Dieser Beweis kinnte aber 
Lesern, welche die Lie’sche Theorie der Functionengruppen nicht 
kennen, ktinstlich erscheinen. Aus diesem Grunde und auch deshalb, 
weil sich die zweite Halfte des dritten Fundamentalsatzes nicht als so 
wichtig zeigen wird, wie die erste Hialfte, geben wir den Beweis hier 
in kleinerem Druck. Doch heben wir ausdriicklich hervor, dass zum 
Verstindnis des Beweises nur elementare Kenntnisse erforderlich sind. 
Aus der Theorie der Bertihrungstransformationen, der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung und der Functionengruppen wird 
also gar nichts als bekannt vorausgesetzt. 


Bewoeis des 
ena Es seien also r° Constanten cj, vorgelegt, die den Bedingungen (36) 
ee eunde und (37) gentigen. Unter H,, H, ..H, sollen nun r veranderliche 


satzes. Grdssen und unter U, V, Wu. s. w. Functionen dieser Gréssen verstanden 
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werden. Alsdann definieren wir einen Ausdruck [UV allgemein durch ae 
die Formel: eee 
6U OV 


(38) |U V|= ee oH, OH, $ City H, , 
1 


sodass insbesondere 


r 


(39) | H; Hy | = Cits H, 


1 


und nach (36) |UV| = — |VU) ist. Wir wollen beweisen, dass stets die 
Identitiit besteht: 
(40) [|OV| Ww] + lv wo] + || wo|v|=o, Sn 


ay ae . : , Identitiit. 
sobald U, V, W irgend welche Functionen von H,..H, sind. Zu diesem es 


Zwecke zeigen wir, dass, sobald diese Identitit fiir zwei gegebene Functionen 
U, V und eine beliebige H, gilt, sie auch fiir eben jene U, V und eine 
ganz beliebige Function W gilt. Es sind nimlich 


Uf “2 UH, | ae 


1 


Symbole zweier infinitesimaler Transformationen in den Verinderlichen 
H,..H,. Bildet man also nach bekannter Regel den Klammerausdruck, 
so kommt, da dieser bekanntlich frei von den zweiten partiellen Differen- 
tialquotienten von f ist: 


20 : of 
(41) [U|VF\|—1 7 OF => (lov el —l vl om || bee 
1 


Gilt nun die Formel (40) fir die betrachteten Functionen U, V und jedes 
H;, so ist 

ov |m| =|0\7z| —|vioml, 
also nach (41): 


[u| vFll — ere a a =||UViFl, 


d. h. dann gilt die Formel (40) auch fiir U, V und eine beliebige Fune- 
tion f von H,..H,. Nun aber gilt die Moral (40) fir je drei der 
Gréssen H, can H;, H;, and H,, da 


| H;H,|H,| == >> Ciks Csit He 
1 


ist und die Relationen (37) zwischen den Constanten cjxs bestehen. Infolge 
dessen gilt die Identitit auch fiir zwei der H,..H, und eine beliebige 
Function U von H,..H,, also etwa fiir U, H; und Hy. Hieraus folgi 
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weiter, dass sie auch fiir U, H; und eine beliebige Function V von 5 Guarda be 
und endlich, dass sie auch ftir drei beliebige “Funetionen Caan Ww von 
i @axti besten Von der somit bewiesenen Identitit (40) . eachen wir 
nachiee Gebrauch. ‘ 


Wir suchen jetzt eine Function f so, dass identisch 
Pee 


wird. Diese Bedingung ist nichts anderes als die Differentialgleichung 


> > Crs Hs a or = 


die sich stets befriedigen lisst, wenn nicht die linke Seite identisch Null 
ist, d. h. alle eek H,;.| gleich Null sind. Von diesem Ausnahmefall sehen 
wir vorerst ab. Es geht also eine Function f, fiir die |H,/| gleich Eins 
ist. Wir nennen H, ews P, und diese Function f jetzt X,, sodass 


(42) Eee 


ist. Sodann suchen wir Functionen f von H,..H,, welche die beiden 
Differentialgleichungen : 


(43) A, f= |Pfr==0, 4, f=|Xf| —0 
erfiillen. Diese Gleichungen sind yon einander unabhingig, denn die An- 


nahme f= P, erfillt die erste, aber nicht die zweite. Sie bilden ein 
zweigliedriges vollstindiges System, weil: 


A, (Asf) = A,(A,f) == [P| 4/1 ae L/P fll, 
d. h. nach der Identitaét (40) und nach (42) 
A,(A,f) mas Alf) = |) Be Ala fpe=0 


ist. Das System (43) in den + Veranderlichen H, .. H, hat folglich r — 2 
von einander unabhingige Liésungen, die wir fiir den Augenblick mit 
H,’.. H;_» bezeichnen. 
Es besteht keine Relation zwischen P,, X,, H,’..H;—2, denn ent- 
weder enthielte sie P,, sodass 
P, == Q(X, oe By) 
und daher 
r—2 
102 Zeae 
| P, X,| == | 2X, | = 2h ae, | 
J 


wire, was absurd ist, da die linke sh gleich 1, die rechte gleich Null 

ist, oder aber es wiire X, eine Function von, H,’..H;—» allein, also 

Lisung von (43), was in Widerspruch mit (42) steht. Endlich ist nach (40) 
|B, | Ay’ || = || 25 P| Ay| + ||P, a7 |e], 

mithin, da 


ist: 
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|P, |i Hj || = 0. 
Analog folgt 


[x ay,’ || == 0. 


das vollstindige System (43) und sind 
infolgedessen Functionen von H. . H,—» allein. 

Also haben wir geftfhden: 

Giebt es unter den H,H,| oder — was offenbar auf dasselbe hinaus- 
kommt — unter den H;H;) auch nur einen einzigen nicht identisch ver- 
schwindenden Ausdruck, so giebt es 7 von einander unabhiingige Functionen 
X,, P,, H/..H-—2 von H,..H,, welche die Relationen 


IP.X,|=1, (Pa == 0, | X, H; =) 
G=1,-2..7—2) 


erfiillen, wiihrend die. |H/H,| Functionen von H,’..H,—  allein sind. 
Um dieses Ergebnis abzuleiten, haben wir nur davon Gebrauch ge- 
macht, dass die | H;H;.| sich durch die H,..H, ausdriicken und fiir be- 
liebige Functionen der H,..H, die Identitét (40) besteht. Man erkennt, 
dass eben diese Thatsachen auch fiir H,"..H;—: richtig sind. Wir kénnen 
also fiir diese genau dieselben Schltisse machen. Dadurch ergiebt sich: 
Hs giebt, sobald nicht alle |H; H;|==0 sind, r — 2 von einander unab- 
hingige Functionen X,, P,, H,”..H,-_4 von H,’..H,—» derart, dass 


pe Aaa te ay | = Op XS | 0 
(j= 1, 2..r—4) 


ist, wihrend die |H;'H;"| Functionen von H,”.. H;_4 allein sind. 

Dieselbe Schlussweise kénnen wir immer wieder anwenden, bis wir 
schliesslich zu Functionen H+ gelangen, fiir die alle |H{2+) H,9+|=-0 
sind. Diese bezeichnen wir dann mit Pj1, Pj42... Es ist auch még- 
lich, dass wir bei jedem neuen Schritte ein Paar P, X erhalten, fiir das 
|PX| = 1 ist. 

Also ergiebt sich im Ganzen: 

Es existieren + von einander unabhiingige Functionen P,..P,, Py41..Pm 
und X,..X, von H,..H, derart, dass erstens natiirlich m + g =r und 
ausserdem allgemein: 


[Pr X; ——ae | P; X, = O fiir 7 k 
(44) ' v] | x| de ) 


|PP:| = 0, | X;X,| = 0 
ist. Die Annahme g = 0 wiirde insbesondere dem Fall entsprechen, dass 
alle Cis == O waren. 


Umgekehrt fassen wir nun alle H,.. H,,4, sowie f als Functionen indo 


von P,.. Pm, X,..X, auf und haben zuniachst: 


l=) ae ae 2 tapes BX + 
oH, of \. 


T 3x, One |X) Bl + ost OX, | XK 
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Hierin sind die Summen iiber j und 7 immer bis m bez. gq zu erstrecken, 
je nachdem j oder J Indices von den P oder den X sind. Nach (44) 
reduciert sich dieser Ausdruck, den wir von jetzt ab mit A,;f bezeichnen, 


bedeutend: 
“Tepes aT OH, 6er Sh ai 
ecacier | H;f'| == i) AP AGG ) aX. OP. == A;f 
' j j ' finda 
G= 126.7): 
Da nun nach (40) 
| Hs| Har) | — | He| Bef || = || A, || 


ist, so bestehen zwischen den A,f..A,f wegen (39) paarweis Relationen 


von der Form: 
Tf. 


(45) A;(Axf) - A; (A;f) => Ciks ae 
1 
(i, k=1, 2..7r). 


Die A,f..A,f sind infinitesimale Transformationen in den 7 Verinderlichen 
P,.. Pn, X,.. Xz. Sie erzeugen, weil zwischen ihnen die Relationen (45) 
bestehen, nach dem zweiten Fundamentalsatz eine Gruppe und zwar ent- 
hilt die Gruppe gerade soviele von einander unabhiingige Transformationen, 
als unter den Ausdriicken 


eA,f+t---+¢A,-f 


von einander unabhingige enthalten sind. 
Wir bemerken nun, dass 


| Hf => | H;H,| i => Cins Hy sa 
al al 


ist. In den Verénderlichen H,..H, geschrieben sind daher die A,f..A,f 
infinitesimale lineare und homogene Transformationen: 


- 
ne > > EO 

(46) ay J S Ciks ie Fs oH, (i — le 2 ahs r). 

Besteht zwischen ihnen eine Relation mit constanten Coefficienten Oye Ope 


GATE Ap Ri apne Ap =O, 


so ist auch der Klammerausdruck: 


r 


> et, f = 0; 


1 
daher insbesondere jedes 


r 


> e; H;, Hi, 


L 


== 0. (k= 1,02 or): 


Hieraus folgt riickwirts, da f nur von H, .. H, abhiingt, die vorhergehende 
Relation, also auch Ye; A;f= 0. 
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. Wir erkennen somit: Wenn es keine + nicht simtlich verschwindende 
Constanten ¢, ..e, giebt derart, dass |Xe;H;, H,| fir k= 1, 2..r stets 
Null ist, so giebt es gerade + von einander unabhiingige infinitesimale 
Transformationen (46), die eine lineare homogene Gruppe in den Veriinder- 
lichen H,..H, erzeugen, deren Zusammensetzung von den cx, bestimmt 
wird. Diese A;/f lassen sich nach (46) sofort ohne Integration hinschreiben. 

Ist gm, also die Zahl der X,..X, gleich der Zahl der P,.. Pn, 
so haben die r Differentialgleichungen 
|\H,f| = 0, .. |H-f| = 0, 
die ja tiquivalent sind mit diesen: 
fji—=0 G=—1,.2..9) 
eri = 90 17 1, 256m) 
oder nach (44) mit den 2, Gleichungen: 
- of of 
(47) ap a (j= 1, 2..4), 
j 


keine gemeinsame Lisung f. Es existiert dann kein Ausdruck e;H;, der 

mit H,..H, combiniert stets Null liefert. In diesem Fall ist mithin die 

von A,f..A,f erzeugte lineare homogene Gruppe von der gewtinschten ”~sliedrige 

Peete roncetrcue gerade r-gliedrig. homogene 
Ist ¢<m, so besitzen die Gleichungen (47) zwar Lisungen. Es ist “™°P?* 

aber médglich, dass sich unter ihnen keine von der Form 2e;H; befindet, 

dass also auch dann noch die A,f..A,f eine r-gliedrige lineare homogene 

Gruppe von der gewiinschten Zusammensetzung erzeugen. 


Um jedoch fiir q< m in allen Fallen sicher zum Ziele zu gelangen,Algemeiner 
benutzen wir 2m Verinderliche ie 


=, 
BOA oD. Se. Clic RS. i ara leg 


und es sollen H,.. H, die friiher betrachteten Functionen von X,.. X, und 
P,..P, sein. Bedeuten U, Vu. s. w. sowie f Functionen von allen 2m 
Verinderlichen, so fithren wir das Symbol ein: 


ona Z-# ®) 
Es liegt dann nahe zu vermuten, dass auch jetzt noch die Identitat besteht: 
(OV) W) + (VW)U) + (WU)V) =. 
Man kann dies bekanntlich durch Ausrechnung bestitigen. Setzen wir nun 
(A. f)=Bif (b= 1, 2..7), 


so folgt hieraus wie frtiher, dass 


r 


B,(Bif) — Be(Bif) = >? ca B.S 


(Gy 1 28 ap ee) 


ayn 
Lie, Continuierliche Gruppen. 26 
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ist. B,f..B,f sind infinitesimale Transformationen in den 2m Verinder- 
lichen X,.. Xn, P,., Pn und erzeugen der letzten Relationen halber nach 
dem zweiten Fundamentalsatze eine Gruppe von der gewiinschten Zu- 
sammensetzung. Sie ist auch gerade r-gliedrig, denn ware fiir nicht simt- 
lich verschwindende Constanten ¢, .. ¢, 


6, Bif += & Bef =O, 
also fiir jede Function f von X,.. Xm, P,.. Pn 


(> é;H;, ‘) == (Oy; 


1 


so wiirde die Annahme f== X,, X,.. Xm, P,.. fn, liefern, dass alle 


ye (ie 
7) >: eH, 0 >: é,H,; 
1 1 = : 
RE fen OC a pe ee = 7) 
eX, ==). OP, =0 G 1, 2°, m) 


wiiren. Xe;H; mitisste also eine Constante sein, was aber deshalb un- 
miglich ist, weil H,..H, von einander unabhingige Functionen von 
Dey es 0 Gad Ses ag etc AT 

Wir kénnen also stets eine r-gliedrige Gruppe construieren, deren Zu- 
sammensetzung durch die gegebenen Constanten cys bestimmt wird. Man 
erkennt, dass die Bestimmung dieser Gruppe im allgemeinen Fall nur die 
Integration vollstiindiger Systeme verlangt, niimlich jener Systeme, durch 
die X,..X,, P,..Pm als Functionen von 4, ,.H, definiert wurden *), 


§ 5. Allgemeiner Uberblick. 


Die drei Fundamentalsiitze, insbesondere der erste und zweite, 
setzen uns in den Stand, folgende allgemeine Bemerkungen tiber end- 
liche continuierliche Transformationsgruppen zu machén: 

Der erste Fundamentalsatz zeigte, dass mit einer r-gliedrigen con- 
tinuierlichen Gruppe in » Veriinderlichen mit der identischen Trans- 


*) Der erste Teil des dritten Fundamentalsatzes, dass bei vorgelegter Gruppe 
die Relationen (36) und (37) zwischen den ¢,,. bestehen, lisst sich nicht einfacher 
beweisen, als es zu Anfang dieses Paragraphen geschehen ist, nimlich mit Hiilfe 
der Jacobi’schen Identitat. Den Beweis fiir die Umkehrung hat dagegen Herr 
Schur auf ktirzerem Wege erbracht, indem er direct Potenzreihen fiir die in- 
finitesimalen Transformationen eimer r-ghedrigen Gruppe von der Zusammen- 
setznng c,,, aufstellte. Die Entwickelungen des Textes leisten aber mehr, indem sie 
unter Anderem unmittelbar zeigen, dass man durch Integration gewéhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen Gruppen von gegebener Zusammensetzung finden kann. An einer 
anderen Stelle hat Lie gezeigt, dass die Integration dieser Differentialgleichungen 
im ungiinstigsten Falle nur nur noch Quadraturen verlangt. (Siehe Berichte der 
Siichs, Gesellsch. der Wissenschaften 1889.) 
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formation gewisse n-7 Functionen §);(a,..«,) zusammenhiingen derart, 
dass die Integration der Gleichungen 


dw: J. - ; a=1, 2..n, 


mit den Anfangsbedingungen w= a; fiir a, = a,° die endlichen Glei- 
chungen der Gruppe liefert. Wir sahen, dass sich anstatt der Para- 
meter a@,..a, neue Parameter 4,¢..d,¢ — die wir jetzt mit e,t..e¢,¢ 
bezeichnen wollen — so einfiihren lassen, dass die endlichen Glei- 
chungen der Gruppe insbesondere die Differentialgleichungen 

dx’. - 


ae. =— k esi (a, - . Sa) (a —— i Dy} oe n) 


1 

mit den Anfangsbedingungen x; = a; fiir etwa ¢ = 0 erfiillen. 

Vergegenwirtigen wir uns nun, dass jede infinitesimale Trans- 
formation 

Oe apie )Ote 2255) Ope 9, (4p edn) Ot 
eine eingliedrige Gruppe erzeugt, deren endliche Gleichungen durch 
Integration des simultanen Systems 
Ax ax 
NC nee ha Rey ex ote 

mit den Anfangsbedingungen 2,/=2,, ..%, =, fiir t=O hervor- 
gehen, so kénnen wir diesen im vorigen Paragraphen schon angedeu- 
teten Satz so aussprechen: 

Satz 8: Die endlichen Transformationen einer r-gliedrigen’ Gruppe 
mit den von einander unabhiingigen infinitesimalen Transformationen 


- of : 
Xi f= >! baa, ein) WE. (Geil 2 37) 
1 
lassen sich in co’! eingliedrige Untergruppen >! ex X;.f anordnen. 
1 

Dabei nennen wir wie schon gesagt X,/f.. X,f von einander unab- 
hangig, sobald es keine lineare Relation zwischen ihnen mit nicht samt- 
lich verschwindenden constanten Coefficienten giebt. Nach dem zweiten 
Hauptsatze kénnen wir kurz von der ,Gruppe X,f.. X,/“ sprechen, , Gruppe | 
sobald die X,f.. X,f paarweis Relationen mit constanten Coefficienten 


Cus erfiillen: 


(X; Xz) = 3 Cie oh (4, c= bi ee r). 
2 
Beispiel: Betrachten wir alle Bewegungen des gewdhnlichen Beispiel. 


Raumes, alle die Transformationen also, die den starr gedachten Raum 
26m 
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in eine andere Lage iiberfiihren. Offenbar bilden sie eine Gruppe, 
welche die identische und paarweis inverse Transformationen enthalt. 
Bekanntlich ist jede infinitesimale Bewegung eine infinitesimale Schrau- 
bung, und jede infinitesimale Schraubung erzeugt offenbar eine ein- 
gliedrige Gruppe von Schraubungen um dieselbe Axe mit gleicher 
Steighéhe. Aus unserem Satze folgt also sofort einer der Hauptsitze 
der Kinematik: Jede endliche Bewegung des Raumes lasst sich durch 
eine bestimmte Schraubung um eine bestimmte Axe ersetzen. 


Es bedarf nun keines Nachweises, dass die allgemeinen Satze tiber 
Gruppen, die wir in der zweiten Abteilung ableiteten, mit den ent- 
sprechenden Verallgemeinerungen auch fiir Gruppen in beliebig vielen 
Verdnderlichen gelten. So lauten z. B. die endlichen Gleichungen der 
von den infinitesimalen Transformationen X,f..X,f erzeugten r-glie- 
drigen Gruppe: 


a iia 
; 1 
Li = 4+ Die, Xia; + ts >! See, Xe Xia --- 
1 il; 


@=1, 2..7) 


(vgl. § 2 des 7. Kap.), indem eine Function f(z,..2,) allgemein tiber- 


geht in: 
f=f+ YE oe Kiwis + Y: Yee Xi Xif f+. 
1! i! 


Schtliesslich sei noch bemerkt, dass wir spater, namentlich in den 
7 G = ; 
7 -: = haufig abkiirzend p,..p, schreiben, ent- 
sprechend in drei Veranderlichen «, y, 2 kurz p, q, r statt ae et 
setzen. Hine Verwechselung von 7 = a mit der Gliederzahl r einer 
Gruppe ist dabei nicht zu befitirchten. 


Beispielen, statt 


Kapitel 16. 
Transitivitit, Invarianten und invariante Gleichungensysteme. 


se ee Saat ; 

Kines der wichtigsten Probleme der Gruppentheorie ist das, die 
ber emer Gruppe invarianten Functionen und Gleichungensysteme zw be- 
stimmen. Handelt es sich z. B. um die ebenso schwierige wie wichtige 
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Aufgabe, zu untersuchen, ob eine gegebene Gruppe durch Anderung 
der Verinderlichen und Parameter in eine andere gegebene Gruppe 
tibergeftihrt werden kann, — eine Aufgabe, die wir im nichsten Kapitel 
besprechen werden —, so kommt die Lésung dieses Problems, wie wir 
sehen werden, im wesentlichen darauf hinaus, die bei einer gewissen 
Gruppe invarianten Gleichungensysteme zu finden. Auch viele andere 
wichtige Probleme in der Theorie der Differentialgleichungen und der 
Geometrie ftihren auf die Untersuchung der invarianten Gebilde zuriick. 

Wir werden die Bestimmung der Invarianten und invarianten 
Gleichungensysteme fiir Gruppen in drei Veriinderlichen genau durch- 
fiihren, dagegen fiir die Verallgemeinerung auf den Fall von n Ver- 
ainderlichen nur das Ergebnis formulieren, Diese Verallgemeinerung 
bietet nimlich solchen Lesern, die mit dem Raume von » Dimensionen 
zu operieren wissen, keine Schwierigkeiten. 


$ 1. Die einem Punkte zugeordnete kleinste invariante 
Mannigfaltigkeit, 


Angenommen, es liege in den drei Veranderlichen z, y, z, die wir 
als gew6hnliche Punktcoordinaten des Raumes deuten, eine r-gliedrige 
Gruppe vor. Es seien 7,, 7,... die Transformationen dieser Gruppe. 

Fiihren wir alle Transformationen der Gruppe auf einen Punkt p 
des Raumes (a, y, 2) aus, so wird er im Allgemeinen in unendlich 
viele Punkte (p)7., (p)TZ,... tibergefiihrt, die eine continuierliche 
Mannigfaltigkeit bilden, da die Gruppe selbst continuierlich ist. Es 
ist moéglich, dass er in alle Punkte des Raumes oder nur in die Punkte 
einer Fliche oder nur in die einer Curve iibergehen kann oder endlich 
sich gar nicht zu andern vermag. 

Es gilt nun der sehr wichtige 

Satz 1: Fihrt man auf einen Punkt p alle Transformationen Ty, 
einer Gruppe aus, sodass er im die Lagen 


(p) Ts = (21) 


iibergeht, so bilden alle Punke p, eine bei der Gruppe invariante Mannag- 
faltigkeit und zwar die kleinste invariante Mannigfaltigkeit, der der 
Punkt p angehirt. Jeder Punkt allgemeiner Lage auf dieser Mannig- 
faltigheit wird von den Transformationen der Gruppe mm a lle Punkte 
dieser Mannigfaltigkeit vibergefihrt. 

Denn, wenn 


(p) Ta = (1) 
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ist, so geht p, bei Ausftihrung einer Transformation 7, der Gruppe 
iiber in 


(p) t= (p2). 
(p2) = (p) Ta T,. 


Da aber die Aufeinanderfolge der beiden Transformationen Le, Ly der 
Gruppe einer einzigen Transformation 7, der Gruppe &quivalent ist, 


so ist 

(D2) = (p) Te. 
Mithin liegt auch (p,) auf der Mannigfaltigkeit, die p bei allen Trans- 
formationen der Gruppe beschreibt. Jeder Punkt p, dieser Mannig- 
faltigkeit geht also bei der Gruppe immer in Punkte p, dieser Mannig- 
faltigkeit tiber, d. h. die Mannigfaltigkeit ist bei der Gruppe invariant. 
Da p bei 7, Z;, T; u.s.w. in alle Punkte allgemeiner Lage der Mannig- 
faltigkeit tibergeht und 

(py) Ts = (vp) Te 


ist, so folgt, dass auch p, in alle Punkte dieser Mannigfaltigkeit tiber- 
geht. Die Mannigfaltigkeit kann also auch dadurch erzeugt werden, 
dass auf einen Punkt p, allgemeimer Lage derselben alle Transforma- 
tionen der Gruppe ausgeiibt werden. 

Kleinste Wir nennen die Mannigfaltigkeit der Punkte (p)T, die kleinste 


invariante 


aaa Mannigfaltighet des Punktes p, weil p in alle ihre Punkte 
Punktes. tiberftihrbar ist. Es kann ja auch gréssere invariante Mannigfaltig- 
keiten geben, auf denen p liegt. Solche werden wir spater kennen 
lernen. Hier sei nur zur Veranschaulichung ein Beispiel erwahnt: Es 
wiire denkbar, dass bei der vorgelegten Gruppe eine Flache invariant 
bleibt, dass aber ein Punkt dieser Flache bei Ausfiihrung aller Trans- 
formationen der Gruppe nur eine Curve auf der Fliche beschreibt. 
Dann ist die Fliche zwar invariant, aber keine kleinste invariante 
Mannigfaltigkeit des Punktes p. Diese ware vielmehr nur die Curve, 
die p beschreiben kann. 
Wir konnen also einen Teil des Satzes 1 noch etwas anders so 
aussprechen: 
Satz 2: Ist p, ein Punkt allgemeiner Lage der kleinsten invarianten 
Mannigfaltighkeit, die einem Punkte p zugeordnet ist, so hat p, dieselbe 
klenste nvariante Mannigfaltigkert. 


Es ist dann auch: 


Um den Satz 1 noch anschaulicher zu fassen, wollen wir ihn zu- 
nachst fiir den Fall formulieren, dass p gerade eine Flache beschreibt: 
Satz 3: Kann bei einer Gruppe des Rawmes ein Punkt p in alle 
Punkte einer Fléche und in keine anderen Punkte tibergefiihrt werden, 


o 
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so geht ber der Gruppe jeder Punkt dieser EF liche stets wieder in Punkte 
der Eldche tiber. Ks kann iiberdies jeder Punkt allgemeiner Lage dieser 
Fiche bei der Gruppe in alle Punkte der Fliiche tibergehen. 

Hierzu kénnen wir dann noch hinzufiigen: 

Satz 4: Der vorhergehende Satz gilt auch dann, wenn darin die 
Fliche durch eine Curve ersetat wird. 

Die beiden letzten Siitze geben zusammengefasst wieder den Satz 1, 
wenn wir noch hinzufiigen, dass in dem Falle, dass p in alle Punkte 
des Raumes tiberzugehen vermag, der Raum selbst die kleinste in- 
variante Mannigfaltigkeit des Punktes p heisst. Die Formulierung in 
Satz 1 ist aber deshalb von Nutzen, weil sie nicht nur fiir Gruppen 
des gewohnlichen Raumes gilt, sondern auch fiir Gruppen eines Raumes 
von beliebig vielen Dimensionen, wenn man den Mannigfaltigkeits- 
begriff entsprechend verallgemeinert. 


Bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe des Raumes: 
XP=E(@, y, 2)p +n, wy Za+ b@, y 2)r 
beschreibt ein Punkt, der nicht gerade in Ruhe bleibt, eine Curve, die 
Bahneurve, die ihm durch die eingliedrige Gruppe Xf zugeordnet wird. ganncurve. 

Die Richtung dieser Curve im Punkte (a, y, 2) wird gegeben durch: 
dx aa dy = dz 
E(w, y, 2) n(@, y, 2) (a, y, 2)? 
und aus Satz 1 folgt, dass jeder Punkt dieser Bahncurve dieselbe 
Bahneurve bei der eingliedrigen Gruppe Xf hat. 
Nun enthalt eine r-gliedrige Gruppe co”"—! verschiedene infinite- 
simale Transformationen, Von jeder wird dem Punkte (w, y, 2) eine 
Fortschreitungsrichtung zugeordnet. Hs mégen: 


DT eee Ex(2, Y, 2)p aa Ne (2, Y; Z)q ate & (a, Y) e)r 
(a ear) 


y von einander unabhiangige infinitesimale Transformationen der vor- 
gelegten r-gliedrigen Gruppe sein. Die allgemeine eingliedrige Unter- 
gruppe Le, X;f ordnet dem Punkte (a, y, 2) die Fortschreitungsrichtung 
(dx, dy, dz) zu, fiir welche 
dia dy dz 
Soe Seg ee, 


ist. Wir nennen allgemein q Fortschreitungsrichtungen eines Punktes 


: +. . . . . : Von 
(a, y, #) von einander unabhiingig, wenn sie nicht in einer nur (q — 1)facheinander un- 
: . ‘ ae . abhingige 

ausgedehnten ebenen Mannigfaltigkeit enthalten sind. Im gewéhnlichen ror 
schreitungs- 


Raume kommen hierbei nur diese Falle in betracht; Drei Fort-richtungen, 
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schreitungsrichtungen eines Punktes sind von einander unabhangig, 
wenn sie eine wirkliche kérperliche Ecke bilden und also nicht alle 
drei in einer Ebene liegen; zwei heissen von einander unabhangig, 
wenn sie eine Ebene bestimmen und also nicht in eine Gerade zu- 
sammenfallen. 

Hiernach sind unter den oo’—! Fortschreitungsrichtungen, die dem 
Punkte (x, y, 2) bei der Gruppe X,f.. X,f zugeordnet werden, gerade 
drei von einander unabhingig, wenn nicht alle dreireihigen Deter- 
minanten der Matrix 


| Be gee | 
E Ne 
|& Mr  & | 


fiir den Punkt (x, y, 2) verschwinden, gerade zwei, wenn zwar alle 
dreireihigen, nicht aber alle zweireihigen Determinanten der Matrix 
fiir den Punkt verschwinden, endlich gerade eine, wenn alle zwei- 
reihigen Determinanten Null sind, nicht aber alle Glieder der Matrix. 


Es gilt nun der wichtige 
Dimen- Satz 5: Werden einem Punkte bei einer Gruppe gerade q von ein- 


sionen der 


Kleinsten qnder unabhdngige Fortschreitungsrichtungen zugeordnet, so ist die kleinste 


saiamsie” invariante Mannigfaltigkeit, der jener Punkt angehirt, gerade q-fach aus- 
gedehnt. 

Denn ein Punkt py kann jedenfalls nur in solche Punkte seiner Um- 
gebung durch die Gruppe tibergefiihrt werden, die auf der kleinsten 
invarianten Mannigfaltigkeit des Punktes liegen. Ist diese Mannig- 
faltigkeit eine Curve, d. h. einfach ausgedehnt, so hat er also héch- 
stens eine Fortschreitungsrichtung, naimlich die Curventangente, ist sie 
eine F'lache, d. h. zweifach ausgedehnt, so hat der Punkt p sicher nicht 
mehr als zwei von einander unabhingige Fortschreitungsrichtungen, 
namlich solche in der Tangentialebene, ist endlich die Mannigfaltig- 
keit der ganze dreifach.ausgedehnte Raum, so kénnte er drei von 
einander unabhingige Fortschreitungsrichtungen haben. Hiermit ist 
zuniichst bewiesen, dass die kleinste invariante Mannigfaltigkeit, die 
einem Punkte p mit gerade qg von einander unabhangigen Fortschrei- 
tungsrichtungen zugeordnet ist, sicher mindestens qg-fach ausgedehnt 
sein muss. 

Aber sie ist auch, wie der Satz aussagt, gerade q-fach ausgedehnt. 
Angenommen nimlich, sie sei s-fach ausgedehnt, sodass sicher sS2>q 
ist. Nach Satz 1 kann jeder Punkt allgemeiner Lage dieser Mannig- 
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faltigkeit durch die Gruppe in alle Punkte der Mannigfaltigkeit iiber- 
gefiilrt werden, insbesondere in alle Punkte seiner Umgebung auf der 
Mannigfaltigkeit. Nach diesen Punkten gehen aber von ihm aus ge- 
rade s von einander unabkiingige Richtungen, so auf der Curve (s =1) 
gerade eine, auf der Fliche (s = 2) gerade zwei, im Raume (s = 3) 
gerade drei. Zu jeder dieser muss es also eine infinitesimale Trans- 
formation Le, X;f der Gruppe geben, die den Punkt gerade lings der 
betreffenden Richtung fortfiihrt. Mithin sind einem Punkte allgemeiner 
Lage der betrachteten kleinsten invarianten Mannigfaltigkeit durch die 
Gruppe s von einander unabhiingige Fortschreitungsrichtungen zuge- 
ordnet, insbesondere dem Punkte p. Es ist daher g = 5s, wie zu be- 
weilsen war. 

Wir heben hervor, dass der letzte Satz auch fiir Gruppen in einem 
Raume yon beliebig vielen Dimensionen gilt. 

Endlich kénnen wir ihn analytisch formulieren, wenn wir die 
vorausgeschickten Bemerkungen itiber die obige Matrix benutzen: 

Satz 6: Die kleinste invariante Mannigfaltigheit, die einem Punkte 
(x, y, 2) bet einer r-gliedrigen Gruppe 


LGR fee E. (a, Y, Z)p an ne (2, Y, Z)q ae be (2, Y, a)r 
=e 128.7) 


des Raumes (x, y, 2) zugeordnet wird, ist der Raum selbst, wenn nicht 
alle dreirethigen Determinanten der Matria 


16: % & 

| g, Ne be = 
| Be Nr GH 

fiir den Punkt (a, y, 2) verschwinden. Ste ast dagegen eine Fldche, wenn 
zwar alle dreireihigen, nicht aber alle zweirechigen Determinanten der 
Matrix fiir den Punkt (x, y, 2) verschwinden. Sie ist eine Curve, wenn 
auch alle zweireihigen Determinanten der Matrix, aber nicht alle Gleder 
der Matrix fiir den Punkt (a, y, 2) Null sind. Sie reduciert sich end- 
lich auf den Punkt (x, y, 2) selbst, d. h. der Punkt (a, y, 2) ost ftir sich 
invariant, wenn alle Glieder der Matrix fiir thn Null sind. 


Wir werden diese allgemeinen Sitze nunmehr specialisieren, indem 
wir im nichsten Paragraphen Punkte allgemeiner Lage im Raume ins 
Auge fassen, im darauffolgenden solche besonderer Lage. Das Hine 
fiibrt zu den Begriffen: Transitivitit, Intransitivitét und Invariante, 
das Andere fiihrt zu allen bei einer Gruppe invarianten Gleichungen- 
systemen. 


Transitive 


Gruppe. 


Intransitive 
Gruppe. 
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§ 2. Transitivitit, Intransitivitat und Invarianten von Gruppen 
des Raumes (2, y, 2). 


Hine r-gliedrige Gruppe des Raumes (a, y, 2): 
Ap = Ex (a, Y) 2)p i ni (@, Y; Z)q a Ee (a, Y, a)r 
(cal Saati 


heisst transitiv, wenn ein Punkt allgemeiner Lage vermége der Gruppe 
in alle Punkte des Raumes (oder wenigstens in alle seiner Umgebung) 
iiberfiihrbar ist, wenn also die einem Punkt allgemeiner Lage zu- 
geordnete kleinste invariante Mannigfaltigkeit der Raum selbst ist. 
Nach Satz 6 des vorigen Paragraphen ist dies dann und nur dann 
der Fall, wenn von der Matrix 


| om 
Sada Peaa el 
ee Nr i 


nicht alle dreireihigen Determinanten fiir einen Punkt (wz, y, 2) all- 
gemeiner Lage verschwinden, d. h. wenn nicht alle dreireihigen Deter- 
minanten der Matrix identisch Null sind. 

Hs giebt bei einer transitiven Gruppe sicher keine invariante 
Function ®(x, y, 2). Denn wire eine soleche Function invariant und 
fiihrte eine Transformation der Gruppe den Punkt (a, y, 2) in den 
Punkt (%,, y;, 2,) tiber, so miisste 

D(x, Yy, %) = D(a, y, 2) 
sein, es miissten also die Punkte (w,, y,, 2), im die der Punkt allye- 
meiner Lage (x, y, 2) vermége der Gruppe tihergehen kann, auf. einer 
Flache ®(a,, y,, 2,) = Const. liegen. Hs wiire also die einem Punkte 
allgemeiner Lage zugeordnete kleinste invariante Mannigfaltigkeit héch- 
stens zweifach ausgedehnt; die Gruppe wire somit nicht transitiv. 

Jede Gruppe, die nicht transitiv ist, heisst intransitiv. Bei einer 
solehen sind zwei verschiedene Falle denkbar: Entweder ist die einem 
Pankte allgemeiner Lage zugeordnete kleinste invariante Mannigfaltig- 
keit eine Flaiche oder eine Curve. Das Erstere tritt nach Satz 6 dann 
und nur dann ein, wenn alle dreireihigen Determinanten der obigen 
Matrix, nicht aber alle zweireihigen fiir einen Punkt allgemeiner Lage, 
d. h. <dentisch verschwinden, das.Letztere, wenn auch alle zweireihigen 
Determinanten der Matrix identisch Null sind. 

Bei intransitiven Gruppen treten stets invariante Functionen auf. 
Im ersten Fall nimlich kann jeder Punkt allgemeiner Lage vermége 
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der Gruppe noch eine Fliche beschreiben, und jeder Punkt allgemeiner 
Lage einer solchen Fliche kann nach Satz 1 des vorigen Paragraphen 
in alle Punkte der Flache tibergefiihrt werden. In diesem Fall wird 
daher der ganze Raum in oo! einzeln invariante Fliichen 


O(x, y, 2) = Const. 


zerlegt. Geht der Punkt (a, y, 2) vermége einer Transformation der 
Gruppe in den Punkt (2,, y,, 2,) tiber, so ist deshalb 

P(2,,%, 4) = D(x, y, 2). 
Die Function ® bleibt somit invariant. Im zweiten Fall ist jedem Hine 
Punkte eine invariante Curve zugeordnet und zwar nach Satz 1 des ee 
vorigen Paragraphen einem Punkte allgemeiner Lage einer dieser 
Curven eben diese Curve. Daher wird dann der ganze Raum in oo? 
einzeln invariante Curven zerlegt, die durch zwei von einander unab- 
hangige Gleichungen von der Form 


O(z, y, 2) = Const., P(x, y, 2) = Const. 


dargestellt werden. Geht der Punkt (a, y, z) vermége einer Trans- 
formation der Gruppe in den Punkt (a,, y,, 2,) tiber, so ist also: 


D(a,, 91, 4) = OC, y, 2), PH, WH, 4) = BO, & 2). 


Hs treten daher in diesem Falle zwei von einander unabhingige In-, 2ve 
varianten auf. Natiirlich ist jede Function von ® und ¥% allein auch 
eine Invariante. 

Es ist klar, dass umgekehrt, wenn bei einer Gruppe nur eine in- 
variante Function ® vorkommt, jeder Punkt allgemeiner Lage an eine 
Flache © = Const. gebunden ist, indem er vermége der Gruppe in 
alle Punkte allgemeiner Lage der Fliche tiberzugehen vermag, dass 
aber, wenn bei einer Gruppe zwei von einander unabhingige invariante 
Functionen ©, & vorkommen, jeder Punkt allgemeiner Lage an die 
durch ihn gehende Curve ® = Const., & = Const. gefesselt ist. 


Ist nun J(a#, y, 2) tiberhaupt eine bei der vorgelegten Gruppe 
X,f-- X;f invariante Function, so ist (vgl. die Schlussformel des 
vorigen Kapitels): 

(1) J(a, Y; 2) zB Ze, XS (x, Y, 2) a Bit Ny Nad I(x, Y; Z) 


fiir alle Werte von e,..e, und infolgedessen : 


Sak = 0, 


1 
also einzeln 
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Dies sagt aus, dass die Flichen J = Const. von Bahneurven jeder in- 
finitesimalen Transformation Xe X,f der Gruppe erzeugt sind. Da mit 
(2) auch X,X,J =0 u.s. w. ist, so wird (1) infolge von (2) befriedigt, 
d.h. J ist dann und nur dann eine Invariante, wenn diese Function 
die r Forderungen (2) erfiillt. 

Hiernach kann man die eventuell vorhandenen Invarianten einer 
Gruppe durch Integration des vollstandigen Systems 


(1) De Pe ee 


in drei Veranderlichen zw, y, ¢ gewinnen. Dass diese Gleichungen ein 
vollstindiges System bilden, liegt darin, dass jedes 


Xi(Xif) — Xe( Xi) = >} cits Xof 
1 


ist. Ist die Gruppe transitiv, so verschwinden nicht alle dreireihigen 
Determinanten der Matrix identisch, d. h. unter den Gleichungen (1) 
sind drei von einander unabhangig, sie besitzen keine Lésung. 

Wenn aber die Gruppe intransitiv ist und also alle dreireihigen 
Determinanten der Matrix identisch Null sind, so giebt es unter den 
Gleichungen (1) héchstens zwei von einander unabhingige. Es giebt 
gerade zwei, wenn nicht auch alle zweireihigen Determinanten der 
Matrix identisch verschwinden, und sie besitzen alsdann gerade eine 
gemeinsame Lésung f= @, d.h. es ergiebt sich eine Invariante, wie 
wir schon wussten. Wenn aber auch alle zweireihigen Determinanten 
der Matrix identisch verschwinden, so ist das vollstindige System (1) 
nur eingliedrig und hat demnach zwei von einander unabhangige 
Lésungen f= ®, &, sodass wir also zwei Invariante haben, wie es 
nach unseren friiheren Uberlegungen auch sein muss. Hier haben alle 
oo"! einghedrigen Untergruppen 2e,X;f dieselben co? Bahncurven 
® = Const., & = Const. 


_ Theorem — Wir sind hiermit zu dem Theorem gelangt: 

uber transi- 3 5 

tive i : : . as : ° fe 
Me ace Theorem 28: Hrzeugen r von einander unabhingige infini- 


Gruppen. tesimale Transformationen 
se of 6 0 
Xif a== Ee (2, Y, 2) Ox +f (2X, Y) Z) a a bk (a, Y) ) a 
(K=1, 2..4r) 


eine r-gliedrige Gruppe des Raumes (x, y, 2) wnd verschwinden 
nicht alle dreireihigen Determinanten der Matrix 
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| & mm & 

| bo Ne & 

| SA eke || 

| 5 Nr Cr 
tdentisch, so ist die Gruppe transitiv und besitet keine In- 
variante. — Verschwinden dagegen alle dreireihigen Determi- 


nanten identisch, so ist die Gruppe intransitiv. Wenn dabei 
insbesondere nicht auch alle zweireihigen Determinanten iden- 
tisch Null sind, so besitzt die Gruppe nur eine Invariante 
M(x, y, 2), die Lésung des zweigliedrigen vollstindigen Systems 
X,f=0, --X,f=0. Jeder Punkt allgemeiner Lage ist als- 
dann an die durch thn gehende Fliche ® = Const. gebunden 
und kann bei der Gruppe in alle Punkte allgemeiner Lage der 
Fldche tiberfiihrt werden. Wenn aber auch alle zweireihigen 
Determinanten der Matrix identisch verschwinden, so besitet 
die Gruppe zwei von einander unabhdngige Invarianten ®(x, y, 2) 
und W(x, y, 2), die Lisungen des eingliedrigen vollstindigen 
Systems X,f=0, ..X,f=0. Jeder Punkt aligemeiner Lage ist 
alsdann an die durch ihn gehende Curve ®=Const., © = Const. 
gebunden. — Die Flaichen B= Const. bez. die Curven B= Const, 
ww — Const. stellen dabei die kleinsten bei der Gruppe invarian- 
ten Mannigfaltigkeiten dar, die in continuierlicher Schar den 
ganzen Raum erfillen. 


= 


Beispiel: Die fiinf infinitesimalen Transformationen 


Cie YP) Yd er 
a(ap+yq+ter) yapt+tyq+er) ea@p+y¢t ear) 


erzeugen, wie man durch Klammerbildung leicht nachweist, eine fiint- 


gliedrige Gruppe. Ihre Matrix ist: 


‘—y «x O 
a we 
a 1) Ce 
ay yy? ye 
(Ge ye 2 


Man findet, dass simtliche dreireihigen Determinanten, nicht aber samt- 
liche zweireihigen identisch verschwinden. Die Gruppe ist folglich 
intransitiv und besitzt eine Invariante. Das vollstiindige System 
X,f=0, .. X,f=0 reduciert sich hier auf das zweigliedrige: 


Beispiel. 
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ar Of = 
Cyr gmen Wp 
of 1 ieee ee 
Pag td Dy eee 
dessen Lésung ist: : 
Bega 
Snes 


Mithin wird der ganze Raum in die oo* in- 
varianten Flachen zerlegt: 


x? + y? + Const. 2? = 0. 


Es sind dies alle Rotationskegel mit dem An- 
fang als Spitze und der z-Axe als Rotations- 
axe. (Fig. 34.) Jeder Punkt allgemeiner Lage 
bleibt bei den Transformationen der Gruppe 
bestindig auf dem durch ihn gehenden Kegel 
und kann in alle Punkte des Kegels iiber- 
gehen. Punkte nicht allgemeiner Lage sind 
hier die Punkte der z-Axe, die besondere Be- 
handlung erfordern. Darauf kommen wir im 
nachsten Paragraphen zuriick. 


Fig. 34, 


§ 3. Bestimmung aller bei einer Gruppe des Raumes invarianten 
Gleichungensysteme, Flachen, Curven und Punkte. 


Im vorigen Paragraphen haben wir die verschiedenen Arten von 
Gruppen betrachtet, die vorkommen, je nachdem von den Determi- 
nanten der Matrix gewisse fiir Punkte allgemeiner Lage, d. h. iden- 
tisch verschwinden. Fiir Punkte besonderer Lage kénnen nun aber 
noch mehr Determinanten verschwinden, und derartige Punkte haben 
nach Satz 6 des § 1 kleinste invariante Mannigfaltigkeiten von ge- 
ringerer Dimensionenzahl als Punkte allgemeiner Lage. Indem wir 
jenen Satz 6 und das Theorem des vorigen Paragraphen benutzen, 
werden wir, was das Verschwinden der dreireihigen Determinanten 
anlangt, zu diesem Ergebnis gefiihrt: 


pen Satz 7: Guiebt es bei einer vorgelegten Gruppe 
reihigen 
Determinan- se of ; 3 5 9 
ee XP E%, % #) 75 + ml@, % 2) oy + &(w, y, 2) 
(he? er) 


Punkte, fiir welche alle dreirethigen Determinanten der Matrix 


Bestimmung aller bei einer Gruppe des Raumes iny. Gleichungensysteme u.s.w. 415 
" 

& om 

3 

> 


& 
; 
oe alae 89 


oe axe 


nicht aber alle zweireihigen verschwinden, so kinnen zwei Fiille eintreten: 
Fintweder sind alle diese dreireihigen Determinanten identisch Null und 
der Raum zerfallt in co' einzeln invariante Fléchen; oder aber sie sind 
nicht rdentisch Null, bestimmen vielmehr, gleich Null gesetzt, eine invariante 
Lliiche oder eine discrete Anzahl solcher. Jeder Punkt allgemeiner Lage 
emer solchen F'liche kann in beiden Fiillen vermige der Gruppe in alle 
benachbarten Punkte der F'liche iibergehen. 

Denn nach Satz 6 ist jedem Punkte, fiir den alle dreireihigen, 
nicht aber alle zweireihigen Determinanten verschwinden, eine Fliche 
als kleinste invariante Mannigfaltigkeit zugeordnet und diese Flache 
ist ftir jeden Punkt allgemeiner Lage auf ihr kleinste invariante 
Mannigfaltigkeit. Es muss daher auch notwendig oo? solche Punkte 
geben, wenn tiberhaupt solehe Punkte auftreten. 

Wenn die zweireihigen, nicht aber alle einreihigen Determinanten 
fiir gewisse Punkte Null sind, so finden wir analog den 


Satz 8: Giebt es bei der Gruppe des Satzes 7 Punkte, fiir die Nuisetzen 


alle zweireihigen Determinanten der Matrix, nicht aber alle &, me, 
selbst verschwinden, so sind drei Falle méglich: Entweder verschwinden 
alle gweireihigen Determinanten identisch. Dann haben alle eingliedrigen 
Untergruppen Le, X;.f dieselben co? Bahneurven und der Raum zerfallt 
in diese ~* invarianten Curven. — Wenn aber andererseits die zwei- 
reihigen Determinanten nicht sdmtlich identisch verschwinden, so kinnen 
sie gleich Null gesetet erstens eine oder eine discrete Anzahl von F lichen 
bestimmen. Jede derartige Fiche ist dann invariant und zerfallt in co! 
emzeln invariante Curven, die ‘kleinste mvariante Teilgebrete sind. — End- 
lich aber kinnen die gleich Null gesetaten zweireihigen Determinanten auch 
nur eime oder eine discrete Anzahl von Curven bestimmen. Diese sind dann 
kleinste invariante Teilgebiete. In allen drei Fallen ist vorausgesetzt, dass 
fiir die betrachteten Punkte nicht alle &, qx, & verschwinden. 

Der Fall, dass nur ftir einzelne Punkte alle zweireihigen, nicht 
aber alle einreihigen Determinanten Null sind, ist deshalb unméglich, 
weil jedem solchen Punkte nach Satz 6 des § 1 als kleinste invariante 
Mannigfaltigkeit eine Curve zugeordnet ist und also dasselbe fiir alle 
oo! Punkte dieser Curve gilt. 

Schliesslich ist noch der Satz zu formulieren: 

Satz 9: Guiebt es bei der Gruppe des Satzes 7 Punkte, fiir die alle 


aller zwei- 


reihigen 
Deter- 
minanten., 


Nullsetzen 
aller 
5 hy Sy 
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E., nx, & verschwinden, so sind diese Punkte einzeln invariant. Dre 
Gleichungen & = yp= & =O (K=1).2..7) bestimmen dann eniweder 
isolierte invariante Punkte oder einige Curven mit lauter mvarianten 
Punkten oder einige Fldchen mit lauter mvarianten Punkten. 


Ene Die vorangehenden Enutwickelungen sind vollstindig und hefern 

neds in jedem vorliegenden Fall eine Methode, alle kleinsten invarianten 
Mannigfaltigkeiten zu bestimmen. Will man alle invarianten Mannig- 
faltigkeiten finden, so hat man nur irgend eine analytisch definierbare 
Schar von kleinsten invarianten Mannigfaltigkeiten zusammenfassen. 
Damit sind dann alle invarianten Gleichungensysteme bestimmt. 

Hiermit ist auch eine friiher gebliebene Liicke ausgefiillt: Die Kri- 
terien, die sich in § 3 des 8. Kap. fiir die Primitivitaét oder Lmprimi- 
tivitat einer Gruppe der Ebene (z, y) ergaben, sind nicht nur, wie 
dort bewiesen, notwendig, sondern auch hinreichend. Wie man im 
Fall, dass die dortigen 4, alle Null sind, verfahrt, ist ebenfalls leicht 
einzusehen. Man hat nur zu bedenken, dass es dort darauf ankam, 
die bei der erweiterten Gruppe in den drei Verinderlichen x, y, y’ in- 
varianten Gebilde zu bestimmen. 

Endlich ist noch zu bemerken, dass wir immer nur im Endlichen 
gelegene Gebilde ins Auge gefasst haben. Wie man auch unendlich 
ferne mit Hiilfe homogener Coordinaten exact untersuchen kann, werden 
wir im niichsten Paragraphen in einigen Beispielen sehen. 


Beispiele Hs ist sehr niitzlich, die verschiedenen Méglichkeiten invarianter 
Gebilde in Beispielen kennen zu lernen. Wir geben daher mehrere 
solche. 

Proj. Gruppe 1. Beispiel: Die infinitesimalen Transformationen 


einer Curve 


3. Ordnung, p + 2aq + Byr 
ap + 2yq + 3er 
3(x*p + ayg + xzr) — 2yp — aq 
erzeugen eine dreigliedrige Gruppe, wie man durch Klammerbildung 
erkennt. Hier verschwindet die dreireihige Determinante 
i 22 oY 
a 2Qy 32 |= — 8(4a%2 — Ba%y? + 4y3 — bays + 2") 
3a°—2Qy 3ey—2 322 
nicht identisch. Die Gruppe ist demnach transitiv. Die dreireihige 


Determinante verschwindet nur fiir die Punkte der Flache vierter 
Ordnung : 
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4a°2 — 3a°y? + 4y° — bays + 22? = 0. 


Setzen wir alle zweireihigen Determinanten gleich Null, so ergiebt 
sich die Raumeurve dritter Ordnung 


y— a = 0, e@— 2? = 0. 


Alle einreihigen Determinanten verschwinden fiir keinen im Endlichen 
gelegenen Punkt. Jene Flache vierter Ordnung und diese Raumcurve 
dritter Ordnung sind die beiden einzigen 
Invarianten Mannigfaltigkeiten (im End- 
lichen) und zwar kleinste. Die Gruppe be- 
steht aus allen projectiven Transformationen 
des Raumes, welche die Curve dritter Ord- ( es 
nung invariant lassen, also aus den Trans- 
formationen, die Hbenen in Ebenen und die 
Punkte der Curve unter einander transfor- 
mieren*). Da ist es denn selbstverstind- Fig. 35. 
lich, dass die von Schmiegungsebenen der 
Curve umhiillte Flache, also die Developpabele der Curve, invariant 
bleibt, da Schmiegungsebene in Schmiegungsebene tibergeht. Diese 
Flache ist eben jene Flache vierter Ordnung. (Fig. 35.) 
2. Beispiel: Bei der von den infinitesimalen Transformationen Proj. Gruppe 


aller Er- 


q + “LY zeugenden 


einer Schar 
einer Fliche 


YQ + er 2. Ordnung. 
(wy — 2)p + yg + yam 
erzeugten dreigliedrigen projectiven Gruppe verschwindet die Deter- 
minante 
PU LS ee | 
0 y & |=— (cy—ez) 
zsy—e y? ye 


nicht identisch. Die Gruppe ist also transitiv und lasst die Flache 


zweiten Grades 
Ly —2=0 


invariant. Nullsetzen aller zweireihigen Determinanten giebt ebenfalls 
diese Fliche. Alle Punkte der Flache haben also nur je eine Fort- 
schreitungsrichtung, die Fliche zerfallt in kleinere invariante Mannig- 


*) Obgleich wir die projectiven Transformationen des Raumes noch nicht 
besprochen haben, wird es dem Leser nicht schwer fallen, die Theorie der pro- 
jectiven Transformationen der Ebene auf den Raum zu tibertragen (vgl. 19. Kap.). 

Lie, Continuierliche Gruppen. Ol 


* 
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faltigkeiten, in Curven. In der That ist fiir ay bei der ersten 
infinitesimalen Transformation 


bei der zweiten 

dx—=0, dy = yd, 
bei der dritten 

Oc2=0, Oy =—y' OF, 


also stets Ov 0. Mithin bleibt jeder Punkt der Flache zy be- 
stindig auf der durch ihn gehenden Curve, langs deren x constant ist. 
Diese Curve ist aber eine der geradlinigen Erzeugenden der Flache. 
Es bleibt also jede Gerade der einen Schar der Erzeugenden 


L=a, ez—ay=0 


einzeln invariant. Diese Geraden sind kleinste invariante Mannig- 
faltigkeiten, da die einreihigen Determinanten fiir im Endlichen ge- 
legene Punkte nicht simtlich verschwinden. Die Gruppe besteht, wie 
man nachweisen kann, aus allen oo’ projectiven Transformationen, 
welche die Geraden der einen Schar der Erzeugenden der Fliche 
zweiten Grades einzeln invariant lassen. 


Eke GanDe 3. Beispiel: Die dreigliedrige projective Gruppe 
Fliche. p+ 2x2q + 3yr 
ap + 2yq + 3er 
q+ 3ar 


ist transitiv, da die Determinante 


(1 22 3y 
2 2y 32 | =3(82y — z— 22°) 
9) oe | 


nicht identisch verschwindet. Ihr Nullsetzen giebt eine invariante 
Flache dritten Grades, namlich die Cayley’sche Linienfliche. Die zwei- 
reihigen Determinanten sind fiir keinen im Endlichen gelegenen Punkt 
simtlich Null. Also existiert im Endlichen nur ein invariantes Ge- 
bilde, eben jene Flaiche, deren Punkte sich vermége der Gruppe frei 
auf ihr bewegen kénnen. Die vorliegende Gruppe besteht, wie man 
zeigen kann, aus allen projectiven Transformationen, welche die 
Cayley’sche Linienfliche invariant lassen. 
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4. Beispiel: Bei der im vorigen Paragraphen betrachteten ebenie =). Seubye 
falls projectiven Gruppe Koegolschar. 
xq — yp 
op + yq-+ er 
ap + yg + var 
ayp + yg + yer 
haben wir die Matrix: 


yee 0. || 
x y 2 
o _2y 02 
sy oy? ye | 


Die dreireihigen Determinanten verschwinden simtlich identisch, die 
Gruppe ist intransitiv. Die zweireihigen Determinanten verschwinden 
nicht samtlich identisch. Daher kommt gerade eine Invariante vor, 


nimlich die bereits friher bestimmte ”- # y die gleich Constans ge- 


setzt, eine Kegelschar vorstellt. Die zweireihigen Determinanten 
verschwinden aber einmal fiir « = y =O, dann auch fir z= 0, 
xv” + y? =0, also fiir die Punkte der z-Axe und fiir die beiden ima- 
giniren Geraden, die in der wy-Hbene vom Anfangspunkt aus nach 
den imaginiren Kreispunkten gehen. Die einreihigen Determinanten 
verschwinden samtlich im LEndlichen nur fiir den Anfangspunkt 
“2£=y=2z=0. Hs bleiben also ausser den echon frither bestimmten 
Kegeln im Endlichen nur noch die genannten drei Geraden und der 
Anfangspunkt invariant. Alle diese Gebilde sind kleinste invariante 
Maunigfaltigkeiten, mit anderen Worten: Kin Punkt eines derselben 
geht vermége der Gruppe in alle Punkte desselben tiber. Die Gruppe 
besteht, wie man zeigen kann, aus allen projectiven Transformationen, 
die jeden der obigen co* Kegel in Ruhe lassen. 


5. Beispiel: Die dreigliedrige projective Gruppe: Proj. Gruppe 
=P d 8 iS) P J Ey einer Flaiche 
2, Ordnung 
Pp ae q ae (x ae y)r und einer 
Ebene. 


ap + yg + 2er 
(a? + ay —2)p + (ey ty —2)g+ @ + yer 
ist intransitiv, da ihre Determinante 
| 1 is a+y 
| @ y 22 =0 
(a tay—e syty—ez vet ye 


ist. Die zweireihigen Determmanten verschwinden nicht simtlich iden- 
27* 
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tisch. Die Gruppe besitzt daher nur eine Invariante ®, die sich aus 


dem vollstindigen System 


of , of af 
of of by eeclees 
a vd aya oe a 
leicht bestimmen lasst: 
( — y)? 


Daher bleiben alle Flachen zweiten Grades 
2— xy — Const. (4 — y? =0 


einzeln invariant. Sie bilden ein Biischel, in dem die Ebene z—y=0O 
enthalten ist. Alle zweireihigen Determinanten verschwinden nur fiir 


2—ay=0, x«£—y=)0, 


also fiir alle Punkte des allen unseren Flachen gemeinsamen Kegel- 
schnittes. Die einreihigen Determinanten verschwinden fiir keinen im 
Endlichen gelegenen Punkt identisch. Hier also kann sich vermége 
der Gruppen jeder Punkt allgemeiner Lage auf der durch ihn gehen- 
den Flache des Biischels beliebig bewegen; jeder Punkt des obigen 
Kegelschnittes aber kann sich nur noch langs dieses Kegelschnittes 
bewegen; kein im Endlichen gelegener Punkt bleibt fiir sich invariant. 
Die Gruppe besteht, wie gezeigt werden kann, aus allen projectiven 
Transformationen, welche die Flache zweiten Grades z= xy und die 
Ebene z = y in Ruhe lassen. 


Proj. Gruppe 6. Beispiel: Betrachten wir die Gruppe 


eines Kegels 


und einer 
Tan gential- 
ebene. 


Xs), + Lp, 
LP, + 2X2p, 
XP; + LoPz + Lg pz 
mit der Determinante: 


os — 2 
Oy 205° 0 | Sat ae = ae), 


Baie is aes 


Diese Determinante verschwindet nicht identisch. Setzen wir sie gleich 
Null, so kommt: 
x, =O oder w,? — 24,0, = 0. 


Nullsetzen aller zweireihigen Determinanten giebt 
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% = «4; = 0, 
Nullsetzen aller einreihigen : 
ay — Xs = Xs = QO. 


Deuten wir 2,, %, %, als gewéhnliche Punktcoordinaten im Raume, 
so sehen wir: Die Gruppe ist transitiv. Hs bleibt bei ihr der Kegel 
zweiten Grades 
£," — 22,7, == 0 
und eine Tangentialebene des Kegels 
Xs = 0 


invariant. Ferner giebt es eine einzeln invariante 
Gerade 

a == i, —= 0, 
namlich die Kegelkante, lings deren die Ebene beriihrt. 
Schhesslich bleibt noch die Spitze 7, = 2, =a, = 0 
des Kegels in Ruhe. (Fig. 36.) Jeder Punkt allge- 
meiner Lage auf dem Kegel bez. in der Ebene kann Fig. 36. 
vermége der Gruppe den ganzen Kegel bez. die ganze 
Ebene durchlaufen, ebenso ein Punkt jener Kante die ganze Kante. eee 
Wenn wir nun andererseits x£,, %,, x, als homogene Coordinaten in derinder Ebene. 


Ebene (xy) deuten, indem wir etwa 


XL; Bs 
—— oy. 2 aes 


po os 
as, as 


setzen, so haben wir eine Gruppe der HKbene vor uns. Bei ihr bleibt 
der Kegelschnitt 

x’? —2y=0 
in Ruhe, sowie eine unendlich ferne Tangente (14, = 0). #,=—2,=0 
stellt jetzt einen invarianten Punkt dar, nimlich den unendlich fernen 
Bertihrpunkt, wahrend x2, = x, = 2, = 0 jetzt, da air es mit homo- 
genen Coordinaten zu thun haben, kein inyariantes geometrisches Ge- 
bilde liefert. Wenn wir die Incremente 


Ls Oy — 0 Wy 
042 = 0 = 2 ? 

3 Ds 

Lp ae, OL —— 0, Os 
OY == ee hip 

3 ‘3 


bei der Gruppe berechnen, so liefern die beiden ersten infinitesimalen 
Transformationen in 2, y: 

pr xq 

ap + 2yq, 
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wihrend bei der dritten a, y gar nicht geindert werden. p+ 2q, 
ap + 2yq stellt aber die projective Gruppe dar, die den Kegelschnitt 
x? — 2y =O und seinen unendlich fernen Punkt in Ruhe lasst. 


§ 4. Zur Bestimmung aller bei einer Gruppe in 7 Verainderlichen 
invarianten Gleichungensysteme. 


Es ist nicht schwer, unsere Theorien auf Gruppen in _beliebig 
vielen Veriinderlichen zu iibertragen. Es gelingt dies ohne Miihe, 
wenn man den Begriff eines Raumes von  Dimensionen benutzt und 
iiberhaupt den Mannigfaltigkeitsbegriff auf beliebig viele Dimensionen 
ausdehnt. 

Fiir unsere Zwecke mag es geniigen, wenn wir nur das Ergebnis 
dieser Verallgemeinerung als Theorem formulieren und es durch Bei- 
spiele erlautern. Hine detaillierte Durchfiihrung der friiheren Betrach- 
tungen fiir » Veranderliche findet der Leser an anderer Stelle*). 

pee Theorem 29: Hrzeugen r von einander unabhdngige infini- 
tesimale Transformationen 


See 
Xf = Diaz CR aa) 


in n Verdnderlichen x,..%, eine r-gliedrige Gruppe, so be- 
sitet sie keine Invarianten und heisst alsdann transitiv, wenn 
nicht alle n-rethigen Determinanten der Matrix 


| Ei Ee = bin | 
| a oe aos Eon 

; 4, Se 
| Ep E79 at oA | 


identisch verschwinden, sodass insbesondere dann auch n>r 
sein muss. Dia Gruppe heisst im anderen Falle intransitiv 
und besitet gerade @ von einander unabhdingige Invarianten 
D,, D,..D., sobald zwar alle (n—o@+1)-reihigen, nicht aber 
alle (n — @)-rethigen Determinanten der Matrix identisch ver- 
schwinden. Alsdann wird der Raum der Wertsysteme x,..2, in 
oof einzeln invariante Teilgebiete 


P=, B=, ..R =a, 


zerlegt. Auch ist jedes Gleichungensystem zwischen ®,.. D, 


*) Sophus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, I. Abschnitt bearb. 
unter Mitwirkg. von Engel, Leipzig 1888, Kap. 14. 
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allein bet der Gruppe invariant und stellt eine invariante 
Mannigfaltigkeit dar. — Es kann aber sowohl bei intransitiven 
als auch bei transitiven Gruppen noch andere invariante Glei- 
chungensysteme geben. Sie eu finden, setze man alle (q + 1)- 
rethigen Determinanten der Matrix gleich Null. Giebt es co? 
Wertsysteme a,..2,, fiir welche zwar diese, nicht aber alle 
q-rethigen Determinanten verschwinden, so stellt ihre Gesamt- 
heit ein invariantes Gleichungensystem dar, dem eine p-fach 
ausgedehnte invariante Mannigfaltigkeit im Raume der a, .. a, 
entspricht. Jeder Punkt (a,..«x,) dieses Raumes, der auf der 
Mannigfaltigkeit liegt, erfihrt bei der Gruppe gerade q von 
einander unabhdngige Fortschreitungsrichtungen, sodass die* 
Mannigfaltigkeit, wenn q<p ist, in co? einzeln invariante 
Mannigfaltigkeiten zerfallt. Auf diese Weise findet man, 
indem man q alle Werte 0, 1..r bez. n durchlaufen laésst, alle 
bet der Gruppe einzelir invarianten kleinsten Mannigfaltig- 
keiten. Jede invariante Mannigfaltigheit ist entweder eine 
dieser kleinsten, oder sie besteht aus einer Schar von solchen. 
Entsprechendes gilt von jedem invarianten Gleichungensystem. 


1. Beispiel: Die vier von einander unabhangigen infinitesimalen Beispicle. 


Proj. Gruppe 
einer Curve 
3. Ordnung 


LP, + 22, NP, + 32% p5 Ord 
£1), + 2%o)2 -F Dias Coordinat. 
2%o), + Ly p, + 3%,p, = 

@y Pp, + LP, + Ds + 4p, 


erzeugen eine Gruppe, wie man leicht beweist. Hier ist die Deter- 


Transformationen : 


minante 
Cee tao wt, -O 
a, 22, 34, 0 |=— 3(4a,°x, — 3a,°m," + 4a,°", — 
rete ae 0 On, — 64, 2X30, + v5" x,") 


“ee a 


nicht identisch Null. Die Verinderlichen 2,, 2, 7, 7, wollen wir — 
indem wir von obigen der Deutung im Raume von vier Dimensionen 
keinen Gebrauch machen — als homogene Punktcoordinaten eines 
Raumes von drei Dimensionen auffassen, indem wir 

eae, 1 2, 


als gewohnliche rechtwinklige Coordinaten benutzen. Alsdann bestimmt 


424 - Kapitel 16, § 4. 


die Gruppe projective Transformationen des Raumes, denn die Glei- 
chung einer beliebigen Ebene 


Oy + Ag, + Asts + O42, = 0 


wird vermége der infinitesimalen Transformationen der Gruppe wieder 
in lineare homogene Gleichungen iibergefiihrt. Die infinitesimale Trans- 
formation 2, p, + 2p. + %3p, + %p, andert x,..«, simtlich um den 
gleichen Factor, lisst also die Punkte des Raumes (a, y, #) in Ruhe, 
da es bei homogenen Coordinaten nur auf die Verhiltnisse ankommt. 
Daraus lisst sich schliessen, dass unsere Gruppe in gewdhnlichen 
Coordinaten a, y, 2 geschrieben bloss dreigliedrig ist. In der That 
-bestimmt unsere Gruppe dieselben Transformationen des Raumes wie 
die in Beispiel 1 des § 3 behandelte. Man kann dies durch Berechnung 
der Incremente von w, y, ¢ ohne Mite einsehen. Nullsetzen der obigen 
Determinante giebt eine Flaiche vierter Ordnung, fiir deren Punkte 
nicht auch sinitliche dreireihigen Determinanten identisch Null sind. 
Die dreireihigen Determinanten verschwinden vielmehr nur dann séimt- 
lich, wenn 
Gy, = 0,7, Hy,” =H, 


oder, nicht-homogen geschrieben : 
YO Bie 

ist. Dies giebt die uns bekannte Raumcurve dritter Ordnung. Die 
zweireihigen Determinanten sind Null fir 7, = 7% — 27, =—=@, == 0. 
Diesen Werten entspricht aber kein Punkt des Raumes. Der Vorzug 
der homogenen Behandlung der projectiven Gruppe der Raumeurve 
dritter Ordnung vor der friiheren besteht darin, dass wir jetzt auch 
das Unendlichferne behandeln kénnen, denn x, = 0 stellt die unend- 
lich ferne Ebene dar. Wir sehen, dass kein unendlich fernes Gebilde 
invariant bleibt. . 

Wie in diesem Beispiel, so ist allgemein zu bemerken, dass die 
in Theorem 29 gegebene begriffliche Deutung bei Benutzung homo- 
gener Coordinaten sich insofern iindert, als in diesem Falle ein Punkt 
nur dann qg von einander unabhangige Fortschreitungen erfahrt, sobald 
nicht alle (¢ + 1) reihigen Determinanten fiir ihn Null sind. Wir be- 
griinden dies in Kap. 19 genauer. 


Eon Gane 2. Beispiel: Abhnlich behandelt man die anderen Beispiele des 
raden einer 1 o 5 1 
pi eoevorigen Paragraphen. So lasst die Gruppe 


einer Flache 


Zo eeaEny: T4Po + LP; LyPy + Xp, %3Py + Xopy Lp, + Lap, 
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bei Hinftthrung nicht homogener Coordinaten a, y, ¢ wie im 1. Beispiel 
alle Erzeugenden der einen Schar der Fliche zweiter Ordnung ¢ = wy 
in Ruhe. 


e or F i," 
oO. B f a Proj. Gruppe 
espiel: Bei der Gruppe Peas 
schen 
DD» Qmy Lie 
LP, + 2x, p. + 3xp, Pliche. 


1p, + 22,09 + 3ixgp, 
L4Po + 3%, py 
Ly, + LoPo + Ap, + 2M, 
die sich bei der Deutung von x, 2, 3, , als homogene Punkt- 


coordinaten des Raumes (2, y, 2): 


wy; ie a; 
= at y ——— ay Z= <8. 
Dy Ly Ly 


mit der projectiven Gruppe der Cayley’schen Linienflache im 3. Bei- 
spiel des vorigen Paragraphen deckt, ist die Determinante 

Vee he hey. | 
Rie 255 3h_i 01 
0 Z, 32,0 | 


H, hy, He UX | 


= 32,(34,2,0, — 1,%,7 — 2x,°) 


nicht identisch Null. Sie stellt gleich Null gesetzt die Cayley’sche 
Flache und die Ebene x, 0, d.h. die unendlich ferne Ebene dar. 
Nullsetzen der dreireihigen Determinanten giebt:~ 


“= 2x, = 0, 


Nullsetzen der zweireihigen: 


t= %—4,—=0, 
Nullsetzen der. einreihigen : 
Ly = U, = 1, = LX, = Oz 


Letzteres ist in homogenen Coordinaten bedeutungslos. Invariant sind . 
also zuniachst die Cayley’sche Flache und die unendlich ferne Ebene, 
ferner die Gerade vz, = x, =O, d.h. die unendlich ferne Gerade der 
Ebene x =O und als einzeln invarianter Punkt der unendlich ferne 
Punkt der zg-Axe. Alle diese Gebilde sind kleinste invariante Mannig- 
faltigkeiten. Die Invarianz der unendlich fernen Ebene bedeutet, da 
die Gruppe projectiv ist, dass Parallelen in Parallelen iibergehen, 
die Invarianz der unendlich fernen Geraden der Ebene «= 0, dass 
Parallelen zu dieser Ebene in ebensolche, die Invarianz des unendlich 
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fernen Punktes der g-Axe, dass Parallelen zur g-Axe in ebensolche 
iibergehen. Wir machen abermals darauf aufmerksam, dass man durch 
Benutzung der homogenen Schreibweise auch das Unendlichferne zu 
untersuchen vermag. Wie man zur homogenen Schreibweise einer 
vorgelegten projectiven Gruppe des Raumes gelangt, werden wir im 
19. Kapitel erkennen. 


Kapitel 17. 
Ahnlichkeit zweier Gruppen. — Reciproke einfach transitive Gruppen. 


Die Frage, wann eine gegebene Gruppe durch Hinfiihrung neuer Ver- 
anderlicher in eine andere gegebene Gruppe verwandelt werden kann, 
wird uns in diesem Kapitel zunichst beschaftigen. Hs ist nicht schwer, 
Kriterien abzuleiten, die fiir diese Uberfiihrbarkeit notwendig sind. 
Dass sie auch hinreichen, wollen wir aber nur fiir eimen wichtigen 
speciellen Fall, fiir die einfach transitiven Gruppen, beweisen. Mit 
diesen besonderen Gruppen werden wir uns alsdann eingehender be- 
schaftigen. 


§ 1. Kriterium der Ahnlichkeit zweier Gruppen. 


Fiihren wir in die Gleichungen einer r-gliedrigen Gruppe 
(1) DS FeSO, o- Op) (eee eae) 
neue Veranderliche y,..¥n, y,..y, vermdge einer Substitution ein, 
indem wir 
Yi = 0;(4,..2,) “== 1, Been) 
und entsprechend 
Y; = 0,0, 8, ) = 1, 22m) 
setzen, so bestimmen die hervorgehenden Gleichungen 
(2) Ys ae EY Yny OL. Oe) (0 el een) 


wiederum eine r-gliedrige Gruppe. Dies zeigten wir in § 4 des 6. Kap. 
fiir den Fall » = 2; die damals gegebenen Betrachtungen gelten aber 
offenbar fiir beliebiges n. 

Hrsetzen wir nun in der Gruppe (2) die Parameter a,..a, durch 
y andere Parameter: 


Ox = 02(0,.. dy) (k=1, 2.77), 
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die von einander unabhingige Functionen von a,..a, sind, so stellen 
selbstverstiindlich auch die hervorgehenden Gleichungen: 


Uramt(e vas Cae te) (i= 1, 2... 9) 
eine Gruppe dar, niimlich die Gruppe (2) selbst, nur in anderer ana- 
lytischer Fassung. 
Diese Bemerkungen fiihren uns dazu, den schon in § 4 des 6. Kap. 


angedeuteten Begriff der Ahnlichkeit zweier Gruppen in der folgenden 
Weise auf » Dimensionen auszudehnen und zu definieren: 


Zwei r-gliedrige Grupgen Raia 
(1) SS flop ete, ys Or) (o—= 1,2 7H) 
(3) Ua ee ys Ot) (4 =), 2.7) 


heissen Ghnlich, wenn die eine durch Einfiihrung neuer Verdnderlicher 
und Parameter 


(4) Y: = 0;(@,..%,) (= 1, 2..0) 
= o0(0,..d-) (b==1, 2..7r) 


in die andere iibergefiihrt werden kann. 

Durch Benutzung des Begriffes der infinitesimalen Transforma- 
tionen gelingt es nun, dieser Definition eine wesentlich einfachere 
Form zu geben, die praktisch den Vorzug verdient. 


Die Gruppe (1) wird von 7 von einander unabhangigen infinite- Die int. 
2a, 1 


Trf. zweier 


simalen Transformationen erzeugt: ahnlicher 
Gruppen. 


Xf= dT ule,..m)co b= 1, 2..”), 
1 u 
die Gruppe (3) etwa von diesen: 
i < oft 
Vel = >in: asa) i (atl 2 nes 
1 v 


Wir wissen, dass die Gruppe (1) in co’~! eingliedrige Untergruppen 
zerfallt. Vermoége (4) geht jede dieser eingliedrigen Untergruppen in 
eine eingliedrige Untergruppe der Gruppe (3) iiber — nach Satz 5, 
§ 4 des 6. Kap. Mithin geht auch jede infinitesimale Transformation 
X;f von (1) vermége (4) in eine infinitesimale Transformation von 
(3) iiber*). X,f wird somit vermége (4) die Form » Const. Yf an- 
nehmen. 


*) Vgl. hierzu ,,Diffgln. m. inf, Trf.“, § 2 des 14. Kap. 


Die 
Klammer- 
ausdriicke 

zweier 
ithnlicher 
Gruppen. 
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Wenn umgekehrt die infinitesimalen Transformationen X,/..X,f 
einer 7-gliedrigen Gruppe (1) vermége einer Substitution (4) in die 
infinitesimalen Transformationen 2 Const. Yf einer anderen r-gliedrigen 
Gruppe Y,f..Y,f tibergehen, so gehen die von den X;,f erzeugten 
eingliedrigen Gruppen vermége (4) in die von den 2 Const. Yf er- 
zeugten tiber, d. h. die Gruppe X,f..X,f wird durch die Transforma- 
tion (4) in die Gruppe Y,/f.. Y,f verwandelt. 

Daher sagen wir: 

Satz 1: Zwei r-gliedrige Gruppen in gleichvielen Verdnderlichen 
sind dann und nur dann mit einander dhnlich, wenn es eine Transforma- 
tion giebt, die r von einander wnabhdngige infinitesimale Transformationen 
der einen in solche der andern tiberfihrt. 

Wir wissen ferner, dass eine Transformation, die Uf und Vf in, 


sagen wir, Uf und Vf tiberftihrt, auch 
OA i ey) 
OT Dia 
oder kurz (UV) in (UV) verwandelt*). Nach dem Hauptsatze be- 


stehen nun zwischen X,/..X,f paarweis Beziehungen von der Form 


(KM) =D cuXf CG, b= 1, 2..7, 
1 


im 


in denen die ez, Constanten sind. Wenn nun X,/f..X,f vermoge (4) 
in Y),f..Y%,f tibergehen, so muss also auch 


(DiDs) = Cas Ysf 
1 

sein. Die ¥),/..¥),f sind aber bei der Voraussetzung, dass die Gruppen 
X,f..X,f und Y,f..¥,f vermége (4) mit einander Ahnlich seien, 
r von einander unabhingige infinitesimale Transformationen der Gruppe 
Yea E 

Daher folet: 

Satz 2: Sind gwei r-gledrige Gruppen X,f.. X,f und bay free 
mit emander dhnlich, so enthdlt die Gruppe Y,f..Y,f immer r solche 


*) Von diesem Satze haben wir schon hin und wieder stillschweigend Ge- 
brauch gemacht. Er folgt sofort daraus, dass die Gleichungen 


Uf—Uf, Vf=VF, 
die vermége der Transformation identisch bestehen, die Gleichung 


U(Vf) — V(Uf) = U(Vf) — Vf) 


nach sich ziehen, 
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von emander unabhiingige infinitesimale Transformationen ),f. . ¥),f, dass 
in den Gleichungen 


(DBs) = avs (i, k= 1, 2..7) 


die Constanten dx, dieselben Zahlenwerte wie die entsprechenden Con- 
stanten im den Gleichungen 


Cee ita kof Geb 1 2. F) 
= 


besitzen, sodass also dixs = Cixs ist. 

Dieser Satz liisst sich unter Benutzung einer sich von selbst dar- 
bietenden Redeweise ktirzer so ausdrticken: 

Satz 3: Zwei mit einander dhnliche Gruppen sind immer gleich- 
zusammengesetzt*), 

Jedoch das hiermit gefundene Kriterium reicht noch nicht fiir die 
Ahnlichkeit zweier Gruppen aus. Z. B. die Gruppen in 2, y: p yp 
und p gq sind beide zweigliedrig und gleichzusammengesetzt. Dennoch 
giebt es offenbar keine Transformation, vermége deren die erste in 
die zweite tibergehen kénnte, denn bei der ersten bleiben oo! Curven 
y = Const. einzeln in Ruhe, wahrend bei der zweiten keine oo! ein- 
zeln invariante Curven vorhanden sind. 

Um zu hinreichenden Kriterien fiir die Abntichkeit der beiden ie 
Gruppen NSP he keds und Y.f.Y-f za gelangen, stellen wir folgendebinzeichona 
Uberlegungen an: Abnlichkeit. 

Da die ry infinitesimalen Transformationen X,f..X,f von einander 
unabhangig sind, so besteht zwischen ihnen keine lineare Relation 
mit constanten Coefficienten. Wohl aber kénnen zwischen ihnen 
lineare Relationen mit von #,..%, abhaingigen Coefficienten bestehen. 

Um sogleich den allgemeinen Fall ins Auge zu fassen, wollen wir an- 
nehmen, dass sie durch » — q verschiedene lineare Relationen ver- 
bunden sind. Alsdann kénnen wir die infinitesimalen Transformationen 

der Gruppe so auswahlen, dass zwischen den q ersten: X,f.. X,f keine : 
lineare Relation vorhanden ist, wahrend die r—g iibrigen: X,4i1/. X,f 

sich durch jene in dieser Weise ausdriicken lassen: 


*) Ftihrt man den Begriff des holoedrischen Isomorphismus ein, der zum 
Schluss des § 4 des 5. Kap. gestreift wurde, so kann man zeigen, dass zwei gleich- 
zusammengesetzte Gruppen immer holoedrisch isomorph sind, und umgekehrt. 
Infolgedessen lisst sich der obige Satz auch so aussprechen: Zwei mit einander 
dhnliche Gruppen sind stets holoedrisch isomorph. 
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(5) Xot sf = pale. - Mn) Xf - + + Pig -- Gn) Xof 
Cee a 0) 
Sind nun die Gruppen X,f.. X,f und Y,/f..Y,f mit eimander 4hnlich, 
d. h. giebt es solche neue Veranderliche 
(4) Yi = 0; (4, .- Gm) GW =—1,2--n), 
welche die X,f..X,f auf die Form 


oe Vif =>! en Vif (b=1, 2..%) 
1 

bringen, so kénnen Y),f..%),f durch keine lineare Relation mit ein- 

ander verkniipft sein, wahrend ),41/..),-f sich durch jene ausdriicken 

lassen miissen in der Form: 

(6) Dost = Vis «Yl + > + Via -- Yn) Val 

Gaal 227 — 9), F 

indem allgemein der Coefficient gj:(~,..%,) vermodge der Substitution 

(4) in den Coefficienten y(y,..y,) tibergeht. Also folgt: 
pieem ae Satz 4: Sind zwei r-gliedrige Gruppen X,f..X-f und Y,f.. Y-f 
Gruppen. qyy den n Verdinderlichen a, ..X, bez. y,..Y, mit emander dhnlich, und 


besteht gwischen X,f..Xif(q <7) keine lineare Relation, wihrend all- 
gemem 


Xo tif = Hi(@ -- Ln) MP > + Pjg(*- - Bn) Xof 
j= 1, 2 2.0 =) 
ist, so lassen sich unter den infinitesemalen Transformationen der Gruppe 


Y,f..Y,f r von einander unabhdngige 2), f..%,f derart auswihlen, dass 
erstens die Gleichungen 


ip 


(XX) = >! cine Xf 


1 


und (@, b==1,2..1r) 
(DsDe) | dirs Os 


dieselbe Form haben, also Cixs = dizs ist, dass zweitens zwischen Y,f..Yof 
kee lineare Relation besteht, aber drittens Beziehungen von der Form 
Yotif = daly -- Ye) Dif +--+ diy, » Yn) Yat 
(g=1, 2..r—q) 
vorhanden sind und viertens die q(r — q) Gleichungen 
j(%y » Ln) = Wial(Yy « Yr) 
(Gy s= 1) 2 eR Os. ee 
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weder emander widersprechen noch eine Relation zwischen L, «+ % allem 
oder Yy--Yn allen nach sich ziehen. 

Es kann umgekehrt bewiesen werden, dass die vier hier ange- 
gebenen Bedingungen auch fiir die Ahnlichkeit der beiden Gruppen 
X,f..X,f und Y,f..Y,f hinreichen. Wir wollen aber diesen Beweis 
der Umkehrung hier nicht bringen*), sondern nur einen speciellen, 
aber besonders interessanten Fall vollstiindig behandeln, den Fall niim- 
lich, dass n =r = q ist. 


Immerhin giebt uns Satz 4 doch schon Mittel an die Hand, in 
bestimmten Beispielen die Frage, ob zwei vorgelegte Gruppen mit 
einander ahnlich sind, zu entscheiden. 

Beispiel: Wir wollen untersuchen, ob die Gruppe 


q p+xtq «p+ 2y9q 
in @, y sich in die Gruppe 
Qi Pr %P + 24% 


In 2, y, tiberfiihren lisst. Zunaichst sind beide Gruppen gleichzu- 
sammengesetzt. Zwischen den beiden ersten infinitesimalen Transfor- 
mationen jeder der Gruppen besteht keine lineare Relation. Wohl 
aber ist die dritte infinitesimale Transformation jedesmal durch die 
beiden ersten linear ausdriickbar, denn es ist: 


(5’) ap 4324¢ = (27 — 2*)-q +o (> +), 
£9, + 24,¢,= Ze near Pi: 


Vermége der Transformation, welche die drei ersten infinitesimalen 
Transformationen in die drei letzten iiberfiihrt, muss also — wenn 
itiberhaupt eine solche existiert: 


2y—xv?=—2y, t=, 


sein. Diese Transformation kann also nur so lauten: 
* a? 
Ue tk i ed 
Sie fiihrt in der That die erste Gruppe in die zweite iiber. Winschen 
wir die allgemeinste Transformation zu kennen, vermége deren die 


beiden Gruppen mit einander ‘hnlich sind, so haben wir in der zweiten 


*) Siehe Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Archiv for Math. Bd. 3 
(1878); Allgemeine Untersuchungen tiber Differentialgleichungen, die eine endliche 
continuierliche Gruppe gestatten, Math. Ann. Bd. XXV (1884); Theorie der Trans- 
formationsgruppen, I. Abschnitt bearb. unter Mitw. von Engel, Leipzig, 1888, 
Kap. 19. 


Beispiel. 


Hinfach 
transitive 
Gruppe. 
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in der allgemeinsten Weise drei infinitesimale Transformationen so zu 
wihlen, dass ihre Klammerausdriicke sich durch diese drei in derselben 
Weise ausdriicken, wie die Klammerausdriicke von g, p+ “q, xp + 2yq 
durch diese drei. Diese allgemeinste Auswahl der infinitesimalen 
Transformationen ist, wie man ohne Mtihe findet: 


Ag, @P, 09 + OD, + 4P, + 24,%- 


Dabei bedeuten 2, uw, 0, 6 irgend welche Constanten, von denen 4 und 
wu nicht Null sind. Hier ist die dritte infinitesimale Transformation 
durch die beiden ersten linear ausdriickbar in der Form: 


, bebyeh n 
(6°) og, + op, + YP, + 24,4 =7Z (o + 2y,)-4q + e (6 + %)- up. 


Die gesuchte Transformation, vermége deren die beiden Gruppen mit 
einander ahnlich sind, muss daher, wie aus (5’) und (6’) hervorgeht, 
die Relationen erfiillen: 


~O 1 1 
BY Se sO st 29),. BO ae 


Sie lautet daher — vorausgesetzt, dass sie pe das Gewiinschte 
leistet — notwendig so: 
a 
&, = "UL—o, y= Ay— Zw — Fe. 


In der That fiihrt sie die erste Gruppe in die zweite tiber, wie man 
verificieren kann. 


§ 2. Ahnlichkeit einfach transitiver Gruppen. 


Die Gruppe X,f..X,f in m Verinderlichen w,..2, ist transitiv, 
wenn 7 > ist und unter X,f..X,f infinitesimale Transformationen 
vorhanden sind, zwischen denen keine lineare Relation mit von 2,.. ap 
abhingigen Coefficienten besteht. (Vgl. Theorem 29, § 4 des 16. Kap.) 
Wir nennen sie einfach transitiv, wenn insbesondere noch n = r ist. 

Eine n-gledrige transitive Gruppe X,f..Xnf in n Vertnderlichen 
XL, .. ky heisst also eime einfach transitive Gruppe. In einer solchen 
Gruppe, deren endliche Gleichungen 


ay fi Ly. Cae On) y= Lamy) 


also nach a,..a, auflésbar sind, giebt es gerade eine Transformation, 
die ein allgemeines Wertsystem #,..%, in ein anderes allgemeines 
Wertsystem tiberfiihrt. Ist in einer transitiven Gruppe die Gliederzahl 
* >, so giebt es offenbar eine continuierliche Schar von oo"—" der- 
artigen Transformationen. 
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Bei einer einfach transitiven Gruppe X,/f..X,f besteht zwischen 
ihren ” infinitesimalen Transformationen keine lineare Relation mit 
von #,..2, abhingigen Coefficienten. Gleichungen von der Form (5) 
des vorigen Paragraphen kommen hier also nicht vor; es ist eben die 
damalige Zahl q jetzt auch gleich n. Hieraus folgt, dass eine einfach 
transitive Gruppe nur mit solehen Gruppen ihnlich sein kann, die 
ebenfalls einfach transitiv sind. 

Mithin ist es unsere Aufgabe — wenn wir die Umkehrung des 
Satzes 4 des vorigen Paragraphen fiir die einfach transitiven Gruppen 
beweisen wollen — zu zeigen, dass zwei einfach transitive Gruppen 
in gleich vielen Veriinderlichen mit einander Abhnlich sind, sobald sie 
nur gleiche Zusammensetzung haben. 

Wir betrachten also zwei n-gliedrige einfach transitive Gruppen 
Mapes Ua, J 6. YF WM! 2, .%, bez! y; .0y, und, sebzen yoraus, 
dass sie gleich zusammengesetzt seien. Wir kénnen annehmen, die in- 
finitesimalen Transformationen seien schon so gewahlt, dass mit 

n 


(KiKi) = >} cine Xf 


Ef 
auch Cree ete a) 


n 


(¥; Yi) = >! Gwe Yef 


1 
ist. Alsdann bilden die » Differentialgleichungen: = 
(7) Ah f= 0 = 1,2). 0) 


ein gerade m-gliedriges vollstiindiges System in den 2n Verdnder- 
lichen %, + 4n,) Yi -+ Yn da ja? 


(Kf + Vif, M+ Vil) =>! cw (Kl + VP) 


ist. Dieses System besitzt also m Lésungen 2,..,, die von einander 
unabhingig sind sowohl hinsichtlich x,..z, als auch hinsichtlich y,..y,, 
denn die Gleichungen des vollstindigen Systems (7) lassen sich sowohl 


Ce, ards als auch nach eek auflésen. Loésen wir daher die 
Gx, 0, CLS 


nm Gleichungen: 


(8) OTE as Uae Orn) aa Lyi 2) 


nach y,..¥Y, auf, so erhalten wir ein Gleichungensystem 


nach 


(9) Yom Di Lota Gai d,) (= 1,:2..%), 


das eine Transformation von 2,..%» in y,-. Yn darstellt. Unter a,.. Gn 
Lie, Continuierliche Gruppen. 28 
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trfdieeinfsollen hierbei beliebige Parameter verstanden werden. Diese Trans- 


trans. Gr. in 
gleich zu- 
sammen- 
gosetzte 

tiberfiithren 


Nachweis. 


Allge- - 


meinste der- 


artige 


Transform. ~ 


formation (9) fiihrt nun, behaupten wir, die Gruppe X,f..X,f in mdse 
Gruppe Y,/..Y,f tiber. 


Zum Beweise bemerken wir, dass das Gleichungensystem (8) in 
den 2 Verinderlichen 2,..%n, Y,-+ Yn bei den n infinitesimalen 
Transformationen X;f--+ Y;f in sich tibergeht, also invariant bleibt oder 
— wie man sich auszudrticken pflegt — diese infinitesimalen Transfor- 
mationen gestattet*). Denn das Increment von 8, bei X;f-—- Y;f\dan: 
(X;2, + Y;2,)d¢ ist gleich Null, sodass 8, bei Ausfihrung von 
Xif+Y,f bestiindig constant, gleich a, bleibt. Daher muss auch das 
dem System (8) Aiquivalente Gleichungensystem (9) die ” infinitesimalen 
Transformationen X;f-+ Y;.f gestatten, mit anderen Worten: Wenn 
die Beziehungen (9) zwischen #,..2, und y,..Y, hergestellt werden, 
so bleiben sie ungedindert, wenn man auf %,..%n, Y,--Yn die m in- 
finitesimalen Transformationen X;,f-—+ Y;,f ausfiihrt. Es miissen daher 
die Gleichungen 


(10) Vif =D; 1G, FSH 1 SD), 


die durch Ausiibung von X;f-+ Y;f auf (9) hervorgehen, vermége (9) 
identisch bestehen. 

Wenn andererseits in den X,f..X,f die neuen Veranderlichen 
y; = ®; eingefiihrt werden sollen, so bildet man bekanntlich**) 


XD ep eis oo 


und eliminiert daraus 2,..a, vermége (9). Nach (10) sind also die 
so aus X,f..X,f entstehenden infinitesimalen Transformationen in 
Yi ++ Yn diese: 


Shy: se Gao 
1 t 


d.h. ¥,f..Y,f selbst, was zu beweisen war. 

Hs lasst sich auch umgekehrt zeigen, dass diese Methode die all- 
gemeinste Transformation (9) liefert, vermége deren jedes X;f gerade 
in Y;,f tibergeht. Denn soll vermége (9) allgemein X;f in Y;/f tiber- 
gehen, so muss vermége (9) X,@; identisch mit Y.y; werden, es 
muss also vermége (9) der Ausdruck X;f-+ Y;,f verschwinden, sobald 


*) Vel. ,,Diffgln. m. inf. Trf.“, an vielen Stellen. 
**) Vel. Schluss des § 2 des 8. Kap. 
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darin f durch y, — ®, ersetzt wird. Die Gleichungen (9) miissen 
folglich ein Lésungensystem des vollstiindigen Systems (7) darstellen. 


Somit gilt das 
Theorem 30: Zwei einfach transitive Gruppen X,f.. aaron 
und Y,f..Y,f-in gleich vielen Verdnderlichen a,.: a, bez. y,. Ugh teenies 
A esotzter 
sind dann und nur dann mit einander dhnlich, wenn sie gleich- ‘cintach 
= transitiver 
zusammengesetzt sind. Will man sie in Eig mneies Weise in Gruppen 
ernander tiberfiihren, so hat man die n infinitestmalen Trans- 
formationen Y,f..Y,f der zweiten Gruppe in allgemeinster 


Weise so auszuwdhlen, dass mit 


(X: Xi) = >¥ Cine Xf 


Z 


auch Nid eal Wal hating 3) 
(YX) = >: om Yef 
1 
ist, hat alsdann das volistdindige System 
Rep Gp = Ot 1 en) 

zu integrieren und seine Integralgleichungen 

ee ny Yawn Yan) Se (RS 152, on) 
nach y,..Yn aufzulisen. Die dadurch hervorgehenden Trans- 


formationen 
We AL i a Oy) (Y= 1 2 1) \ 

sind die allgemeinsten, welche die Uberfiihrung der beiden 
Gruppen in einander leisten. a,..a, kinnen dabei als beliebige 
Constanten gewdhlt werden, fiir die B,..D, von einander un- 
abhdngig bleiben. 

Beispiel: Die allgemeine projective Gruppe der Curve dritter zeispici. 
Ordnung des Raumes (x, y, 2): 


| a 
lautet, wie wir in einem friiheren Beispiel bemerkten (siehe § 3 des 
16. Kap.): 
PH 2xq - byr 
ap + 2yq + 3er 
3(a’p + ayg + ver) — 2yp — 2q. 
Sie ist einfach transitiv, da ihre Determinante nicht identisch ver- 


schwindet und hier » =v = 3 ist. Bezeichnen wir ihre infinitesi- 
; 28% 
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malen Transformationen der Reihe nach mit X,f, Xf, X;f, so 


haben wir 
(GS ea Mag) =, (CXGXG) Xe: 


Andererseits ist die allgemeine projective Gruppe, welche die gerad- 
linigen Erzeugenden der einen Schar der Flache zweiten Grades 


2, — LY, = 9 
in Ruhe liasst, die ebenfalls schon besprochene: 
Qh + 44% Wh +a" (2,4, — %)Pr + PG aN: 
Sie ist ebenfalls einfach transitiv. Bezeichnen wir ihre infinitesimalen 
Transformationen mit Y,f, Y,f, Y3f, so haben wir 


(YYj= 0 (Os )=2 7 ae) ae 


Die beiden betrachteten Gruppen sind somit gleichzusammengesetzt. 
Es giebt daher wenigstens eine (selbstverstindlich nicht projective, aber 
doch algebraische) Transformation, welche die eine Gruppe in die andere 
verwandelt. Es griindet sich hierauf ein bemerkenswerter Zusammen- 
hang zwischen der Theorie der Fliche zweiten Grades und der 
Raumcurve dritten Grades. 


Binfach Um eine andere zwar sehr einfache, aber auch sehr wichtige An- 
transitive . : . 
Gruppe mit wendung von unserem Theorem zu machen, betrachten wir die einfach 
vertausch- 


baren Trans-transitive Gruppe 
formationen. eo f 7) f r,) if 


Ihre Klammerausdriicke sind simtlich Null. Bezeichnen wir allgemein 
zwei infinitesimale Transformationen Uf, Vf, deren Klammerausdruck 
U(Vf) — V(Uf) oder (UV) identisch verschwindet, als vertauschbar, 
so folet aus unserem Theorem unmittelbar der 
Satz 5: Jede n-gliedrige Gruppe in n Veréinderlichen mit lauter 
vertauschbaren infinitesimalen Transformationen, zwischen denen keine 
lineare Rclation besteht, ldsst sich durch passende Wahl der Verénder- 
lichen %,..%, auf die Form bringen*) : 
of of of 


Cie 0x, Matas 


Satz 12 in § 3 des 14. Kap. ist hiervon wieder ein specieller Fall. 
Man ersieht daraus, wie umfassend das Theorem 30 ist. 


*) Diesen einfachen, aber fundamentalen Satz entdeckte Lie im Jahre 1869. 
Kr benutzte ihn in den Jahren 1870—72 zur Entwickelung mehrerer Integrations- 
theorien und dehnte ihn in den Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania, 30. April 
1872, auf infinitesimale Beriihrungstransformationen aus. 
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Wir wollen hier die soeben eingefiihrte Bezeichnung: vertausch- 
bare infinitesimale Transformationen gruppentheoretisch erkliiren. Sind \o"ss¢" 
Uf und Vf zwei infinitesimale Transformationen, so erzeugt jede eine jritonon 
eingliedrige Gruppe mit endlichen Transformationen S,... bez. 7,... 
Im allgemeinen wird bei der Aufeinanderfolge von beliebigen Trans- 
formationen beider Gruppen die Reihenfolge nicht gleichgiiltig sein. 
Man kann aber zeigen, dass allgemein stets 8,7, = 7,8, dann und 
nur dann ist, wenn der Klammerausdruck (UV) =0 ist, sodass der 
Satz gilt: 

Satz 6: Die endlichen Transformationen S,, T, zweier eingliedriger 
Gruppen Uf, Vf sind dann und nur dann stets mit einander vertausch- 
bar: SaT, = T,8., wenn der Klammerausdruck 

(UV) = U(Vf) — V(Uf) =0 
ost. 

Der Ausdruck: vertauschbare infinitesimale Transformationen soll 
sich also auf zwei infinitesimale Transformationen oder eingliedrige 
Gruppen beziehen, deren endliche Transformationen mit einander ver- 
tauschbar sind. 

Zum Beweis des Satzes bemerken wir: Hine endliche Transforma- 
tion S, der cingliedrigen Gruppe Vf fiihrt eine beliebige Function f 
iiber in 
y ; a a? 

f=f+ tuft “uof+--, 
f’ wird von einer endlichen Transformation 7, der eingliedrigen Gruppe 
Vf weiter tibergefiihrt in: . 


fo =P ATV + AVP + 
Die Aufeinanderfolge S,7, giebt also: 
f’ = f+ 7 (Uf + BVP) + 5 (@ UU + 2adVUS+ BVI) +--. 
Entsprechend giebt die Aufeinanderfolge 7,S,: 
fo ft 7 OVE+ aUf) + 725 OV VE + 2a VE + @UOf) ++. 


Soll f’=f fir alle Werte von a und 6 sein, so lehrt zunachst der 
Vergleich der quadratischen Glieder, dass V Uf = UVf, also (UV) =0 
sein muss. Hieraus folgt, da dies fiir jeden Ausdruck f gelten muss, 
dass dann im Ubrigen stets, wo ein V einem U unmittelbar voraus- 
geht, V mit U vertauscht werden kann, sodass also f” auch in den 


Gliedern hdherer Ordnung genau mit / iibereinstimmt*). 


*) Vgl. ,,Diffgin. m. inf. Trfi, § 4 des 14. Kap. 
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§ 3. Hinfach transitive Gruppen, die zu einander reciprok sind. 


TOG NA Die vorhergehenden Entwickelungen gestatten ohne weiteres, alle 


transitiver 


Gruppe in Tyansformationen zu bestimmen, die eine gegebene einfach transitive 


sich. 


Gruppe X,f..X,f in sich tiberftihren. Unter allen diesen Transfor- 
mationen suchen wir nun insbesondere diejenigen, welche die Form 
jedes eimzelnen X;f bewahren und nicht einmal um einen constanten 
Factor indern. Dadurch gelangen wir zu einer wichtigen reciproken 
Beziehung zweier einfach transitiver Gruppen zu einander. 

Liegt eine einfach transitive Gruppe in  Veranderlichen 2,..%, vor: 


: Oia ee 
xX; f= DF bie (@y -- Bn) Ge GN, 2H 
ih , Bex ( 1 ) 0x, ( ) 
und schreiben wir sie statt in w,..”, in anderen Veranderlichen 2,'.. Xn: 
(AY eee : , , of a . 
Xxf= DF Ba (0. 5!) Fe G1, 222m), 


indem wir einfach jedes % durch x; ersetzen, so haben wir zwei 
gleichzusammengesetzte einfach transitive Gruppen X,f..X,f und 
X,'/..Xjf vor uns, die im Grunde genommen mit einander identisch 
sind, da die erste vermége der identischen Transformation 


t= a, (6 = 1,725} 

in die zweite tibergeht. 

Wir fragen nun nach allen Transformationen der x,..2, in die 
Hy ..%,, vermége deren jedes X;f gerade in X/f tibergeht. Nach 
Theorem 30 des vorigen Paragraphen miissen wir zu diesem Zweck 
das n-gliedrige vollstandige System bilden: 

Xf+XUuf=0 G@=—1, 2..n) 
und seine Integralgleichungen 
Qua, «ta, ah’. Sas) ae ee 

nach 2,..2%, auflésen. Die hervorgehenden Gleichungen 
(11) B= DLs. Gq adn) (el, 2a) 


mit den » wesentlichen Parametern a,..a, stellen alsdann die Schar 
aller co” Transformationen von @,..%, in 2,'..%q dar, die jede in- 
finitesimale Transformation X,f in die entsprechende X;,/f tiberftihren. 
Dass alle » Parameter a,..a, wesentlich sind, folgt daraus, dass 
S2,.. 82, s&imtlich von einander unabhingig sind. Bei einer solchen 
Transformation (11) geht also die urspriingliche Gruppe, ja jede (infini- 
tesimale) ‘Transformation der Gruppe bis auf eine andere Bezeichnung 
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der Veriinderlichen in sich selbst tiber. Dasselbe gilt daher, wenn wir 
zwei 'I'ransformationen (11) nach einander anwenden, d.h. wenn wir 
die Gruppe X,’f.. X,/f fernerhin vermige 


(12) wy == D(a,’ . Xn’, Db. . 0g) (G = 1, 2..2) 


° . a ” x 
in eine neue Gruppe X,’f.. X,"f verwandeln. Denn es wird dann auch 


uy - wr ut 7) j . 
Xe Oh be (Gm te ) oar (i= 1,2..n) 
1 


sein. Die Aufeinanderfolge der Transformationen (11) und (12) ist 
mithin einer einzigen Transformation derselben Art Aquivalent: alle Gruppe 
oo” Transformationen (11) bilden eine continwierliche Gruppe. Diese een 
Gruppe enthalt, da sie aus allen Transformationen besteht, die X,f..Xn/ 
je in sich iiberfiihren, paarweis inverse Transformationen, sowie die 
identische z;—«2;. Sie wird daher von infinitesimalen Transforma- 
tionen erzeugt. Hs seien U,f..U,f n von einander unabhingige unter 


diesen oo”—! infinitesimalen Transformationen. 


Die n-gliedrige Gruppe U,/..U,f ist emfach transitiv. Dies folet Ne 
unmittelbar daraus, dass sich die Gleichungen (11) in der Form 2,—=a, Gre. 
nach a@,..a, auflésen lassen, dass also die Gruppe (11) stets eine 
Transformation enthalt, die ein beliebiges Wertsystem #,.. 2, in ein 
beliebiges anderes Wertsystem 2,'..x%,' verwandelt. 

Wir werden nunmehr zeigen, dass jeder Klammerausdruck(X;U;,)=0 
ist, dass also — nach dem zum Schluss des vorigen Paragraphen ein- 
gefiihrten Sprachgebrauch — die X,f..X,f mit den U,f.. Uf Dele es 
tauschbar sind. Eaves 

In der That: Es mégen fiir den Augenblick mit S,.. die end- 
lichen Transformationen der Gruppe X,/f..X,f, mit 7,.. die der 
Gruppe U,f..U,f bezeichnet werden. Wir wissen, dass jede Trans- 
formation 7’, jede infinitesimale Transformation der Gruppe X,f.. X,f 
genau in sich tiberfiihrt, also auch jede endliche Transformation S, 
dieser Gruppe. S, geht aber bei Ausfiihrung von 7 tiber in 7,-*S, 7). 


(Vgl. Satz 5, § 2 des 3. Kap.) Also ist: 
TE-tS, L, i Sa 


und in Folge dessen 


Salle: == T, Sa. 


Nach Satz 6 des vorigen Paragraphen ist also auch jedes (X;U;,) =0. 
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Diesem begrifflichen Beweise fiigen wir noch einen analytischen hinzu, 
der von Satz 6 keinen Gebrauch macht: X;f geht vermége irgend einer 
infinitesimalen Transformation 


n 


0 
UP= yo ane In) Fe 


1 

der Gruppe U,f..U,f in sich tiber. Uf fiihrt aber die neuen Verinder- 
lichen: 

(13) ay = a, + uz(e)dt (k= 1, 2..n) 

in X;f ein, und diese Gleichungen geben aufgelist: 


“Ly, = Lp — vz (a’) Ot (k = 1, Dene ), 


und zwar ist dies — wie die folgenden Formeln iiberhaupt — genau in 
den unendlich kleinen Gréssen erster Ordnung in df. Hine beliebige Func- 
tion f(a,..#,) wird also durch Uf iibergefiihrt in: 


(14) F(#) = f(a,.. ig) — (Uf (a)V bt, 
entsprechend X;f(x) in: 
Xf’) — (U(Kef(a)y 6. 
Der Accent bedeutet hier, dass nach Bildung des accentuierten Ausdruckes 


alleemein a, durch a, orsetzt werden soll. Nach (13) oder auch nach 
(14) ist noch: 


(15) f(o’) = Fa’) + (UF(@y oe. 


X;f erteilt einer beliebigen Function f(z) einen Zuwachs X;fodr. Die in- 
finitesimale Transformation, in die X;f vermége (13) iibergeht, erteilt nach 
dem Vorhergehenden einer beliebigen Function F'(#’) das Increment 


[X/¢@’) — (U(Gf(@))) ot|or, 


wenn darin f(#’) vermige (15) durch F' ausgedriickt wird, also das In- 
crement: 


| X:F(«) + X(UF(«)) ot — U(X; F(e)) di] 6x, 


wenn darin tiberall x, durch a,’ ersetzt wird. Dies lisst sich kiirzer so 
aussprechen: Die infinitesimale Transformation, in die X;f vermége Uf 
tibergeht, hat das Symbol: 


Xif + (Xi UY 6t. 
Sie soll aber mit X,f identisch sein. Daher ist 


was wir beweisen wollten. 
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Ks giebt also jedenfalls m von einander unabhiingige infinitesimale 
Transformtionen 


Uif = >! ve (a, ey oe (@=1, 2..n), 
Ti v 


die mit X,f..X,f vertauschbar sind. 


Man kann auch direct alle infinitesimalen Transformationen Alle Transf., 
die mit d. 
n Transf. 
of einer geg. 
Wwf= > (ods = Gruppe 
f x ( 1 Xp) OX), vertausch- 
1 bar sind. 


suchen, fiir die jedes 
(X;W) = Xi( Wf) — W(X. f) =0 


ist. Diese Forderung giebt fiir die » Functionen @,..@, die n” Be- 
dingungen: 


X;@, = Wéx (2, k= 1, 2..%). 


Sie enthalten links die n? ersten partiellen Differentialquotienten von 
@,..@,, rechts w,.., selbst linear und homogen. Sie bestimmen, 
da die Determinante der linken Seiten, | &;|, nicht identisch Null ist, 


7} 
alle n? ersten partiellen Differentialquotienten > als lineare und homo- 
i 
gene Functionen von ,..@, mit bekannten von %,..2, abhingigen 
Coefficienten. Also sind auch alle zweiten partiellen Differential- 
quotienten von @,.., bekannte lineare homogene Functionen von 


@,..@, u. 8. f. In den Reihenentwickelungen 
(2°) 
m= oe) + >)" oe (a —ap)+--- (k=—1, 2..n) 


sind folglich alle Glieder bestimmt, sobald die » Anfangsglieder o,(x°) 
bestimmt sind: Daher hangen w,..@, von nicht mehr als gerade n 
willkiirlichen Constanten ab. Nun aber wissen wir, dass die An- 
nahmen : 


(16) Oy == CVn + Cy Var + ° + + Cn Une (k= 1, 2..n) 


die Bedingungen erfiillen, da jedes (X;U;) =O ist, und dass hierin 
die » Constanten e,..¢, von einander unabhingig sind, weil die 
U,f..U,f eine einfach transitive Gruppe darstellen und also die De- 
terminante | vj, |=E0 ist. Die Werte (16) geben daher die allgemeinste 
Art an, wie man die Bedingungen (X;W) = 0 samtlich erfiillen kann. 

Ausser U,f..U,f und den aus diesen linear ableitbaren 2e,Uif 
giebt es folglich keine infinitesimale Transformation, die mit allen 


Umkehrung 


d. Beziehung 


beider 
Gruppen zu 
einander. 


Gleiche 
Zusammen- 
setzung 
beider 
Gruppen. 
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Xf..Xn»f vertauschbar wire. Mithin ist die Gruppe U,f..U,f durch 
die Forderungen: . 


(X,U,) = 0: (i,j =1, 2.-0) 


vollstandig bestimmt. 

Denkt man sich andererseits nicht X,f..X,f, sondern U,f.. Unf 
als urspriinglich gegebene einfach transitive Gruppe, so bestimmen 
ebenso diese Forderungen die Gruppe X,/f..X,f. Zwischen den beiden 
einfach transitiven Gruppen X,f.. X,f und U,f..U,f besteht also eine 
vollkommen umkehrbare Beziehung: 

Die eine Gruppe definiert alle Transformationen, welche jede in- 
finitesimale Transformation der anderen Gruppe in sich iiberfiihren. 


Weiterhin ist es nun dusserst bemerkenswert, dass beide Gruppen 
gleich zusammengesetet sind. Ist namlich allgemein 


n 


CG) = >} tite Xof (Gi, k=1, 2..n), 


i 


so lassen sich U,f..U,f aus der Schar aller 2 Const. Uf so aus- 
wiahlen, dass auch jedes 
(U:Ui) = >! cm Uf (i, k= 1, 2..m) 
1 
ist. 

Um dies zu beweisen, denken wir uns, wie schon in friiheren 
Fallen, die Coefficienten in den infinitesimalen Transformationen in 
der Umgebung eines Wertsystems allgemeiner Lage (#,°..2,°) nach 
Potenzen von 7, —4,°, ...%,— %,° entwickelt. Als solches Wert- 
system allgemeiner Lage koénnen wir ohne wesentliche Beschrankung 
der Allgemeinheit das Anfangssystem «;° =O wiahlen, um dadurch die 
Formeln etwas handlicher zu gestalten. 

Wir diirfen also annehmen, es sei 


te n of n af 
At Dt Wik Oop, al 2D} bn Ox, fog, 


indem wir nur die Ghieder nullter und erster Ordnung wirklich hin- 
schreiben. Da die Gruppe X,/..X,f einfach transitiv ist, so erteilt 
sie emem Wertsysteme allgemeiner Lage, also auch dem Anfangs- 
system 2%; == 0, gerade m von einander unabhingige Incremente.. Fiir 
L, = ++ =X, = reducieren sich aber die X;f auf 
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DH aa (Qeent) 2.2%). 


1 
Demnach ist die Determinante der a, sicher von Null verschieden. 
Indem wir passende lineare Combinationen Y Const. Xf als X,f.. X,f 
herausgreifen, deren Coefficienten Unterdeterminanten der Determi- 
nante | ax | sind, kénnen wir also erreichen, dass insbesondere in X;f 
alle aj, —O sind mit Ausnahme von a;. Wir diirfen somit die X;/f 
in der Form annehmen: 


af , e 
(17) eae + DIS} bac mee 
(¢—=1, 2..n). 


Entsprechend wiblen wir die infinitesimalen Transformationen der 
zweiten einfach transitiven Gruppe U,f..U,f so: 


; a 
es oe + FD} Baw = pes 


(jee 1, 2.0%). 
Nun ist: 
: a 
(XX) = > (Osi — bing) = +:--, 
1 
< a 
(18) (U0; ) == — >! Gini — Bir) = +---, 
i 


(KU)= DS} Gut bw) Goo 


Hierin sind die Glieder erster und hoéherer Ordnung in 7, .. 2%, 
tiberall nur angedeutet. Wir wissen aber, dass jedes (X;U;) = 0 ist. 
Die letzte Relation (18) giebt daher: 


(19) Bie = ap by § == 1 2 2.70). 


Ferner wissen wir, dass allgemein: 


(X; X;) => Cis DHE 
1 
ist. Vergleichen wir diesen Wert mit dem Werte in der ersten Rela- 
tion (18) hinsichtlich der von 2,.., freien Glieder, so folgt unmittel- 
bar nach (17): 
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Wenn also die Ausdriicke (17) eine einfach transitive Gruppe dar- 
stellen, so sind ihre Klammerausdriicke : 


(20) as) = Siu — bx) Raf i, j=1, 2..n). 

1 
Entsprechend sind bei der Gruppe U,f..U,f die Klammerausdriicke: 

(U;:U) = >i Gn — Bay) Usf G, j= A, 2..0). 

1 
Nach (19) kénnen wir hierfiir schreiben: 
(21) | (U,U;) => (Djxs — baz) Orff (4, f= 1, 2..0). 

1 


Der Vergleich von (20) mit (21) lehrt, dass die Gruppen X,/f.. Xnf 
und U,f..U,f gleichzusammengesetzt sind. 


Wir fassen schliesslich die Ergebnisse dieses Paragraphen zu- 
sammen in dem 


Zu einander Theorem 31: Sind X,f..X,f unabhingige infinitesimale 


reciproke 


einf. trans. Transformationen einer einfach transitiven Gruppe in den n 


Gruppen 


Beispiel. 


' Veriinderlichen «,..an, 80 definieren dien Gleichungen (X:;U)=0 
die allgemeine infinitesimale Transformation Uf einer zweiten 
einfach transitiven Gruppe U,f..U,f, die mit der Gruppe 
Xif.. Xf gleichzusammengesetet und dhnlich ist. Die Be- 
ztehung zwischen diesen beiden Gruppen ist eine umkehrbare: 
jede der beiden Gruppen besteht aus dem Inbegriff aller ein- 
gliedrigen Gruppen, deren Transformationen mit jeder Trans- 
formation der anderen Gruppe vertauschbar sind. 

Wir nennen diese beiden Gruppen gw einander reciproke einfach 
transitive Gruppen. 

Beispiel: Die einfach transitive Gruppe in a, y, 2 


q+ «r yg + er (ay —2)p + y?q + yer, 


die wir schon friiher in Beispielen besprochen, ist projectiv, namlich 
die grésste projective Gruppe, die alle Erzeugenden der einen Schar 
x = Const. der Fliche zweiten Grades 


2—ay=0 


einzeln in Ruhe lasst. Entsprechend ist die einfach transitive Gruppe 
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Pryr sp+er ap + (ay —2)q + wer 


die zweite projective Gruppe, die alle Erzeugenden der anderen Schar 
y = Const. der Fliiche in Ruhe lisst. Die Transformationen der beiden 
Gruppen sind paarweis vertauschbar, wie man durch Bildung der 
Klammerausdriicke sieht. Auch sind beide Gruppen gleich zusammen- 
gesetzt. Sie sind daher zu einander reciprok und es giebt Transfor- 
mationen, welche die eine Gruppe in die andere iiberfiihren. 


Kapitel 18. 
Die adjungierte Gruppe. . 


Die Theorie der projectiven Gruppen, d. h. der Gruppen von 
Transformationen, die lineare Gleichungen zwischen den Veranderlichen 
stets wieder in solche iiberfiihren, besitzt eine hervorragende Wichtig- 
keit fiir die ganze Gruppentheorie iiberhaupt. Mit jeder r-gliedrigen 
Gruppe hingt nimlich eine lineare homogene Gruppe in ganz bestimmter 
Weise zusammen, die adjungierte Gruppe. Sie ist besonders wichtig fir 
die Bestimmung und Discussion der in einer gegebenen Gruppe ent- 
haltenen Untergruppen. Ihrer Hinfiihrung ist das gegenwiartige Kapitel 
gewidmet. Wenn wir spiater die linearen homogenen Gruppen aus- 
fiihrlicher besprechen, werden wir Gelegenheit haben, die Theorie der 
adjungierten Gruppe weiter zu entwickeln. 

Man kann vielleicht sagen, dass die tiberraschende Einfachheit un- 
serer Gruppentheorie in erster Linie auf der Einfiihrung der Begriffe: 
infinitesimale Transformation und adjungierte Gruppe beruht. 


§ 1. Begriff der adjungierten Gruppe. 


Zunichst wollen wir einige bestimmte Beispiele ins Auge fassen: 

Betrachten wir eine infinitesimale oder endliche Translation 7’ in 
der Ebene. Sie kann in der Zeichnung durch eine Schar paralleler 
und gleichlanger Pfeile dargestellt werden, die von den ursprtinglichen 
zu den transformierten Punkten fiihren. Ausserdem sei eine Rotation 
P um einen gewissen Punkt O und mit einer gewissen Amplitude 
9 gegeben. Fitihren wir nun in bekannter Weise die Rotation P 
auf die Translation Z aus, so erhalten wir die ‘Transformation 
T’ =P-17P (nach Satz 5, § 2 des 3. Kap.), und diese ist wieder 


Beispiele. 
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eine Translation. Dass dies der Fall ist, macht die Fig. 37 anschau- 
lich klar. ) 

Betrachten wir nun allgemein die Ausfiihrung einer Bewegung auf 
eine Bewegung. (Vgl. § 3 des 4, Kap.) Hine Bewegung ist bekannt- 
lich im allgemeinen eine Rotation, 1m 
besonderen eine Translation. Letztere 
kann als Rotation mit unendlich fernem 
Drehpunkt aufgefasst werden. Wir 
wollen also allgemein auf eine Be- 
wegung B eine andere Bewegung B 
ausfiihren. Die Bewegung B_ wird 
bildlich durch Pfeile in Kreisbogen 
um einen Drehpunkt, die Bewegung B 
durch solche um einen andern Dreh- 
punkt darstellbar sein. Fiihren wir B 
auf B aus, so ergiebt sich natiirlich 
wieder eine Bewegung B-18B, denn alle Bewegungen bilden eine 
Gruppe und die Aufeinanderfolge mehrerer Bewegungen ist daher stets 
wieder eine. Fig. 38 soll die Bildung von B~1B8B veranschaulichen. 

Wenn wir nicht 

— nur auf eine einzelne 
Bewegung B, sondern 
auf die Gesamtheit 
aller co? Bewegungen 
in der Ebene die be- 
stimmte Bewegung B 
ausiiben, so vertauscht 


Fig. 37. 


Ni Te bs 
% y B diese Bewegungen 
SS / A 
\ oe unter einander. B 
Ne selbst gehért der Schar 
Fig. 38. aller Bewegungen an. 


Wir haben also auf 
alle Transformationen emer gewissen Gruppe eine Transformation dieser 
Gruppe ausgeiibt. 

Die dadurch entstehenden Vertauschungen der Bewegungen unter 
einander kénnen auch analytisch ausgedrtickt werden: 

Die Bewegung B ist bekannt, sobald die Coordinaten =a, y=b 
ihres Drehpunktes und ihre Amplitude @ gegeben sind, und stellt sich 
so dar: 

() 


a = (# — a) cos @ — (y — b) sn @ +a, 
y= (x — a) sin @ + (y—b) cos @+ 0. 
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Fassen wir hierin a, b, @ als Parameter auf, so stellen diese Glei- 
chungen die dreigliedrige Gruppe aller Bewegungen in der Ebene dar. 
Die Translationen sind darin fiir den Fall enthalten, dass einer der 
Parameter a, b unendlich gross und gleichzeitig @ unendlich klein 
wird. Die bestimmte Bewegung B mége den Drehpunkt xa, y= 
und die Amplitude & haben. Sie fiihrt B in eine Bewegung 
B= B-'BB mit der urspriinglichen Amplitude 6’ = @ iiber und 
zwar ist ihr Drehpunkt (a@’, b’) der Punkt, in den der eae (a, b) 
vermoge B iibergeht. Hs ist also: 


a = (a — a) cos 8 — (b — B) sin ® + a, 


(2) b = (a— a) sin? + (b— B) cos 9 + 8B, 
o' = @. 


Diese Gleichungen sind der analytische Ausdruck fiir die Ver- 
tauschungen, welche die Bewegungen B(a, b, @) vermiége einer Be- 
wegung B(a, 6, #) erfahren. 

Fiihren wir zwei solche Vertauschungen nach einander aus, iiben 
wir also auf alle Bewegungen 6 zunachst eine bestimmte B und dann 


noch eine zweite bestimmte B aus, 80 ist das Ergebnis dasselbe, als 
ob wir sofort die Bewegung BB ausgetibt hitten, die der Aufeinander- 
folge von B und B iquivalent ist. Es erhellt dies daraus, dass B ver- 
moge B in 


B= BBB, 


diese Bewegung B’ vermége B in 


also in 
3B’ = B-1(B-1BB)B = B-!B-1 BBB = (BB)! B(BB) 
tibergeht. Analytisch ausgedriickt heisst dies: 

Die Gleichungen (2) stellen, wenn man darin a, 8, % als Para- 
meter auffasst, eine Gruppe von Transformationen dar, vermége deren 
a, b, ® in a, 0, @ tibergehen. Dies Ergebnis ist bloss eine Folge 
davon, dass alle Bewegungen selbst eine Gruppe bilden. 


Deshalb lasst sich das Ergebnis sofort auf beliebige Gruppen 
verallgemeinern. Wenn auch diese Verallgemeinerung auf der Hand 
liegt, so wollen wir sie doch zum Uberfluss vollstindig entwickeln. 
Es liege eine r-gliedrige Gruppe vor: 
(3) ang == fi(hy «- ny Gy». Or) ($= 1, 2...) pee 
tung. 
mit den infinitesimalen Transformationen: 
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: 7) 
Rif = bn FE + + ben gh CS ea), 


Die zu den Parametern a,..a, gehdrige Transformation der Gruppe 
heisse 7. Ftihrt man nun eine bestimmte derselben, etwa 7,, auf 
Ausfihrung alle J, aus, so ergeben sich die Transformationen 7,~17.T., die 


von Transf. 
einer si 2 + : ° 
Grose Wieder der Gruppe (3) angehoren, wie schon in Satz 6, § 4 des 6. Kap., 
die Gruppe. gesagt wurde. 
Die Transformation, in die T, vermége TJ, iibergeht, habe die 
Parameter a,’..a,, 30 dass 


ame shop Ah fife 
ist. Die Parameter a,’..a, sind dabei Functionen von a,..a, und 
CPOE PR 


(4) Gem TG, : Gs, Cred) Mae a ae 


Ks ist nun ohne Miihe einzusehen, dass diese Gleichungen, wenn man 
darin a,..a, als Parameter auffasst, eine Gruppe von Transforma- 
tionen darstellen, die a,..a, in a,'.. a, itiberfiihren. 

In der That, wenn weiterhin auf die 7, eine Transformation T; 
der Gruppe (3) ausgefiihrt wird, so kommt: 


Ty aod Le *Ty Ps 
und es ist analog (4): 
(5) a. = TG B, 2 D,) (k= 1, 2 ache 
Da aber 7, mit T,-!Z.T. identisch ist, so ist auch 
Loi = Te De Da a Yim ob Cig) 


T.T3 ist aber einer Transformation 7, der Gruppe (3) Aquivalent: 
T, = T.T,, 


sodass y,.., gewisse Functionen von o,..«,, B,.. 6, sind: 


(6) Vi = Pi Orne Ory Bi es Br (eee: 


Es ist also auch: 
Tp Le 


Y 
und demnach analog (4): 


(7) Oy, Sly (Osa Oey Yk (a he Oe 
Hine mit ? . ‘ 
de: gee: Wir sehen somit: Die Aufeinanderfolge der beiden Transformationen 
pee (4) und (5) ist fiquivalent der einen Transformation (7). Alle Trans- 


Greppe. formationen (4) bilden also eine Gruppe. 
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Ist die zu 7, inverse Transformation 7,~! in der Gruppe der 7’ 
enthalten, so liefert die Ausfiihrung dieser auf die 7',: 


f 1) OY 
Pa Ta Po, 


und diese Transformation ist invers zu 7, 7-1 7,-1. Daraus folet, dass 
auch die Gruppe (4) paarweis inverse Transformationen enthilt, sobald 
dies bei der urspriinglichen Gruppe (3) der Fall ist. 

Satz 1: Fiihrt man auf die Transformationen T,, einer r-gliedrigen 
Gruppe in x, ..2%, mit paarweis inversen Transformationen 


Be = FAD, ~ Baye os Do A= 12.7) 


alle Transformationen T.. eben dieser Gruppe aus, so werden die Trans- 
formationen der Gruppe unter einander vertauscht, indem thre Parameter 
a, ..a, Transformationen erfahren : 


(4) Mpa hh. . Gp, &,.60,) (k= 1,2 350). 


Diese Gleichungen stellen, wenn man darin o,..c, als Parameter auf- 
fusst, ee Gruppe in a,..a, mit paarweis inversen Transformationen dar. 
Wir heben hervor, dass die Gruppe (4) nicht mit einer gewissen an- Andere mit 


geg, Gruppe 


deren Gruppe verwechselt werden darf: Hs stellen niimlich auch die fritheren®isammen- 
Gleichungen : hiingende 


Gruppen. 
Vk = Pee -- Gr, Bier) (k aaa eh) 


eine Gruppe dar, wenn man darin f§,.., als Parameter, o,..a, als ur- 
spriingliche, y,..y, als transformierte Verinderliche auffasst. Da wir die 
Gruppeneigenschaft der Gleichungen y, = g;(«, 8) in diesem Kapitel nicht 
benutzen, bemerken wir hier nur, dass sie unmittelbar aus dem sogenannten 
associativen Princip, d. h. aus der symbolischen Gleichung 


(aT s)T, = Ta (Tp T,) 


hervorgeht. Die Gruppe yz = gx(a, 6) sagt aus, wie sich die Aufeinander- Parameter- 
folge zweier Transformationen der Gruppe (3) darstellt, und heisst ihre °"??* 
Parametergruppe. 


Die Parametergruppe wiederum darf nicht verwechselt werden mit der Granne! dex 


Gruppe der Parameter einer invarianten Schar von Mannigfaltigkeiten, Wine einer Schar. 
solche trat in § 1 des 10. Kap. auf. 


Der analytische Ausdruck der Gruppe (4) ist im allgemeinen recht 
compliciert. Denn man bedenke, dass zu seiner Bildung die Her- 
stellung der Aufeinanderfolge 7T,.-17,7 dreier Transformationen der 
Gruppe (3) erforderlich ist. Auch ist die Gruppe (4) nicht vollig be- 
stimmt, d. h. es gehért zu einer Gruppe (3) nicht nur eine Gruppe (4). 
Denn die Gruppe (3) andert ja ihre analytische Form, wenn man ihre 
Parameter a,..d, anders wahlt, wenn man also 7 von einander un- 
abhiingige Functionen dieser Parameter als neue Parameter einftihrt. 
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Gleichzeitig erhalt natiirlich auch die Gruppe (4) im Allgemeinen 
eine neue Form. Allerdings kann man alle verschiedenen Gruppen 
(4) aus einer derselben erhalten, wenn man sowohl neue Verander- 
liche als auch cogredient neue Parameter in die Gruppe (4) einfiihrt. 
Alle Gruppen (4) sind also mit einander dhnlich. 
Unter allen diesen Formen, welche die Gruppe (4) erhalten kann, 
giebt es eine ausgezeichnete. . 
Auf diese ausgezeichnete Form der Gruppe (4) wird man am ein- 
Kae fachsten geftihrt, indem man eine andere Definition zu Grunde legt. 
punkt. Nachher werden wir zeigen, dass diese neue Definition mit der friiheren 
iibereinstim mt. 
Sa abet Fiihren wir in gegebenen infinitesimalen Transformationen X,/f..X,f 


von Transf. 


Greer yngneue Veranderliche ein, so erhalten sie neue Formen. Sind nun 


pie mt af = f(@, a) die endlichen Gleichungen einer Gruppe mit den infini- 
tesimalen Transformationen X,f..X,f, so geht durch Hinfiihrung der 
X,'.. Hm alg neue Veriinderliche jede eingliedrige Untergruppe Ye, X:.f 
wieder in eine eingliedrige Untergruppe iiber, da nach Satz 6, § 4 
des 6. Kap., jede Gruppe mit paarweis inversen Transformationen in 
eine ebensolche iibergeht. Da nun die allgemeine Form einer ein- 
gliedrigen Untergruppe auch in den neuen Verinderlichen 2 Const. X,f 
ist, wobei der Accent bedeuten soll, dass tiberall 2, .. x, direct durch 


X,'.. Hy ersetzt worden sind, so folgt, dass vermége der neuen Ver- 
inderlichen #,'..%, oder (3) allgemein identisch etwa 


Xif =>! Pula, a) AP Use eee 
1 


sein wird, indem die Coefficienten 4, da sie Constanten sein miissen, 
héchstens von den Constanten a,..a, abhingen kénnen. Ebenso wird 
die allgemeinste eingliedrige Untergruppe Ye, Xf in eine eingliedrige 
Untergruppe 2, X;f iibergehen, in der dann e,’..e, ausser von 
Q,..d, noch von ¢..¢, abhingen werden. Es wird also vermége (3) 
identisch 


(8) > ex cps Bf OLE 


sein, wenn die ¢,'..¢@- in gewisser Weise sich durch e, .e, und a,.. a, 
ausdriicken : 
& == Hye, ey Gy. .Or) (kK== 1, 2am) 


Uber die Form dieser Functionen H,..H, lasst sich aber noch 
Niiheres aussprechen. Setzen wir niémlich in der Gleichung (8), die 


Begriff der adjungierten Gruppe. 451 


ja vermdge (3) fiir alle Functionen f von #,..a, identisch bestehen 
muss, f und f’ gleich 2,, 2..2,, so kommt: 
ey £1; + as a Cr Eng = eX Xj -+- ais +- eae. Oe, 
(es 1. en), 


Erteilen wir x,..2%, bestimmte Werte, so werden Hy’... 4 bestimmte 
Functionen von a,..a,. Hrteilen wir ,..a, andere bestimmte Werte, 

‘ , * *y) ° X 
so werden @,..%, andere bestimmte Functionen von a,..a,. So 
kénnen wir eine beliebige Anzahl von linearen homogenen Gleichungen 
zwischen ¢,..€;,, €,..¢, herstellen: 


ee ee eg he Lo. Kal) 
Cielo. Oy od Saul, Qa )s 


in denen der Index j anzeigen soll, dass fiir v,..%, bestimmte Werte 
x, .. 2,4) gesetzt worden sind. Nun kann, wie in § 2 des 7. Kap. 
fiir die Determinanten der dortigen Matrix (19), auch hier gezeigt 
werden, dass sich aus den vorstehenden Gleichungen sicher 7 auswihlen 
lassen, deren Determinante links nicht Null ist, sodass sie sich nach 
é,..é, auflésen lassen. Alsdann kommen Relationen von der Form: 


: 
e == >! 6n(a,. Oe (aa als 
1 

Man bemerkt aber, dass die Beziehung zwischen e,..¢, und @'..e, 
eine umkehrbare ist, da die Gruppe (3) zu jeder ihrer Transforma- 
tionen die inverse enthalt. Man kann also die letzten Gleichungen 
auch umgekehrt nach e,’..e, auflésen, sodass sie sich in der Form 
darstellen: 


Ls Gleichungen 
‘i P fj der Transf, 

(9) ej — >! Ona, pa a;) CQ (k — it, are ry der inf, 
1 Transform. 

unter 


einander. 


Wir sehen also, dass die obigen Functionen H,.. //, linear und homo- 
gen in ¢,..é, sind: Insbesondere ist die Determinante der @,, nicht 
identisch Null. 


Es ist leicht einzusehen, dass die Gleichungen (9), wenn man 
darin ¢,..¢, als urspriingliche, ¢,’..¢, als neue Verinderliche und 
a,..a, als Parameter auffasst, eine Gruppe darstellen. 
Denn die Relation Nachweis a. 


Gruppen- 
(8) 2} Xf = Die if 
1 it 


eigenschaft 
besteht identisch vermége 
Pay 
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r 
oi, = fi(%, s+ Hn, Ay.- Ar); a= >! onlay bo Nes 
1 


(Ge 1, 2. be ee 


analog die Relation 


r 


a 
> 7 ex, Xf a k ee Kn 
1 1 
identisch vermoége 


wef’ = fit. te, Dye. Br), 6x” = Stent, . .y)er 
a 


* 


(@=1,2..", c= 1250): 


Mithin folgt durch Elimination der Zwischenwerte «,'..,' und ¢@,’.. oie 
da sich dann wegen der Gruppeneigenschaft der Schar (3) nach (6) 
gewisse Gréssen ¢,..¢- als Functionen von a,..a,, b,..b, derart auf- 
stellen lassen: 

Ce" Dy (Gy rg, OF Op) 
dass: 
(10) Be == 7 (G2. La ee) (tS ee) 


wird: Die Relation 


de Xf = > ey Xx f 
1 


1 


besteht identisch, sobald man darin die Substitutionen (10) macht und 


= >! eu (Gy. - Gr) e; 
(11) : (k= 1, 2..7r) 


= : 1 On (D,. - b,) er 
r 


setzt. Andererseits aber besteht sie ja auch identisch, sobald man 
darin die Substitutionen (10) macht und entsprechend: 


a” = dSHeula.- oe (k= 1, 2..n) 
1 


setzt. Die Aufeinanderfolge der beiden Transformationen (11) ist 
also dieser letzten iiquivalent. Mit anderen Worten, alle Transforma- 
tionen (9) bilden eine Gruppe. Sie enthilt paarweis inverse Transfor- 
mationen, da sich b,..6, so als Functionen von a,..a, wihlen lassen, 
dass die Gleichungen (10) sich auf a; = a; reducieren, also dann 
De, Xif = Le,’ Xf, daher e,’ = & wird. 
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Wir behaupten nun, dass die Gruppe (9) eine der friiher betrach- Riickkehr 
teten unter einander iihnlichen Gruppen (4) ist. Bemerken wir nfim-sprting). Be- 
lich, dass sich die endlichen Gleichungen der Gruppe X,/..X,f so in : 
eine zusammenfassen lassen (vgl. § 5 des 15. Kap.), wenn wir fiir den 


Augenblick die transformierten Verinderlichen mit %,..%, bezeichnen: 


FG, En) = f(a. tn) + dheeXefe) + 
(12) : 


e, c 
= —— ye Xy »: eX, f(“%) ) + ---, 
as if 
und ftihren wir auf sie eine Transformation unserer Gruppe aus, indem 
wir also gleichzeitig setzen: 
, . Sep, Se ce 
ef ny Bl Gp), ty = fi(Z,, . Tn, ys a,) 
(@=1,2..n), 
so wird die allgemeine Function f(a,..,) in eine gewisse Function 
F(a,'..%,), die iibrigens auch a,..a, enthilt, entsprechend f(z, .. 2, 
in die Function F'(%,’..%,') tibergehen. Nun wird, wie wir soeben 
sahen, vermége der Hinfiihrung von 2,'.. a,’ identisch 
a = r 
Sele “Sh lpee ayy 
DF Xe a = Sa Xf, 
at 1 
sobald ¢,’..e, die obigen Functionen (9) bedeuten. Es kommt also 
auch : 


r r r r 
den Xp Mea Xif —= Shey’ Xy > t e; Xf 
1 1 1 1 


u. s. w., daher: 


FG ..%,’) = F(a,’. . a’) “hai he X, F(a’) + 


+3He Sexrey a oe 


Dies aber sagt aus, dass alle alice Transformationen der ein- 
gliedrigen Gruppe Ye, Xf vermége einer Transformation der Gruppe . 
x, = f;(“, @) wieder in alle endlichen Transformationen eimer ein- 
gliedrigen Gruppe Se X;f tibergeben, sobald ¢,’..¢, die Form (9) 
haben. Die Formeln (9) lassen sich also genau so ableiten, wie friiher 
die Formeln (4), nimlich durch Ausfiihrung von Transformationen der 
Gruppe X,f.. X,f auf diese Gruppe. Damit ist unsere Behauptung 


bewiesen. 
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Die besondere Form der endlichen Gleichungen. der Gruppe 
X,f.. X,f, von der wir hier ausgegangen sind, naimlich die Reihen- 
Canonische entwickelung (12) nennen wir die canonische Form der Gruppe. In 
“Gruppo, dieser Form sind e,..é die Parameter der Gruppe. Wir nennen sie 
entsprechend canonische Parameter. Die canonische Form hat offen- 
bar die Higenschaft, dass sie alle Transformationen einer einglie- 
drigen Untergruppe 2 ¢Xif darstellt, sobald man e,..¢, so Andert, 
dass ihre Verhiltnisse dieselben bleiben, indem man also etwa Cp = ex? t 
setzt und ¢ variiert. 
Unser Ergebnis ist dieses: 


Theorem 32: Sind 


r r 
, 1 
Ui = 4; + See, Xpu; + 1.5 >! >: Cn 0; Xp XH; + +-- 
1 i 


(C= 25.4) 


die canonischen Gleichungen einer r-gliedrigen Gruppe X,f..X,f 
in n Verdnderlichen «,..%,, und fiihrt man auf diese thre Trans- 
formationen mit den Parametern eé,..e, eine beliebige threr 
Transformationen in beliebiger, nicht notwendig auch canoni- 
scher Form: = 

Dy = f(y Rag Op ee ele a) 


aus, so gehen die Transformationen (e,..¢,) der Gruppe wieder 
in Transformationen (e,..e,) der Gruppe in canonischer Form 
tiber. Die Parameter der letzteren drticken sich alsdann in der 
Weise aus: 


ex, = >! eu(a, <Op)ey (ead lees 
1 


indem die Determinanteée der ox, nicht identisch Null ist. Diese 
y Gleichungen stellen eine Gruppe mit paarweis inversen Trans- 
formationen dar, wenn man e,..e, als Verdnderliche und a,..a, 
als Parameter auffasst. Insbesondere wird die infinitesimale 
Transformation Le,X,f in die infinitesimale Transformation 
Sey Xi’ f tibergefiihrt, ebenso die von ersterer erzeugte ein- 
gliedrige Gruppe in die von der letzteren erzeugte. 


Diese in ganz bestimmter Weise mit. der Gruppe X,f.. X,f zu- 
sammenhingende lineare homogene Gruppe 


r 


(9) a= SHeu(a,.. ar)e (k= 1, 2..7) 
1 
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in den r Verinderlichen e,..¢, nennen wir die der Gruppe X,f.. Rapes sungiewe 
adjungierte Gruppe. Sie zeigt, wie die endlichen Transformationen, die = 
eingliedrigen Untergruppen und die infinitesimalen 'Transformationen 

der gegebenen Gruppe unter einander vertauscht werden, sobald man 

auf die gegebene Gruppe eine ihrer Transformationen ausiibt. 

Wenn in die endlichen Gleichungen (3) der urspriinglichen Gruppe 
Functionen der Parameter a,..a, als neue Parameter eingefiihrt wer- 
den, so findet dies in gleicher Weise in den Gleichungen (9) der ad- 
jungierten Gruppe statt. 

Schliesslich erhellt aus dem Vorausgehenden, dass man die Glei- 
chungen (9) der adjungierten Gruppe ohne Miihe aufstellen kann, 
sobald man die endlichen Gleichungen wx; = /f;(x, a) der gegebenen 
Gruppe kennt. Wir wollen dies in den zu Beginn des Paragraphen 
besprochenen Beispielen durchfiihren. 


1. Beispiel: Wenden wir die Theorie an auf die Gruppe aller Be- Beispicie. 
wegungen in der (xy)-Ebene, die man bekanntlich so schreiben kann: G*rpe 
5 ) ; der Be- 


(3) 


r . wegungen in 
Es a der Ebene. 


y= uwsina +ycosa + d, 
mit den Parametern a, a, 6. Die infinitesimalen 'Transformationen 
sind hier p, gq, wy — yp. Fiihren wir auf ¢,p + eg + e,(%q — y@) 
die Transformation (3’) aus, so kommt: 
ep + &g + e3("g — yp) = @[cos a p’-+ sina: g'] + 
+ ¢,[— sin a-p'+ cos a-q'] + 
+ e[0—y)p—(a—2)¢1. 
Es ist dies gleich vr eek ae i 
ep + & d+ ¢3(x9 — yp) 
zu setzen. Dies liefert sofort: 
é, = cos a@-e, — sina - e, + bes, 
(2) , == sin @ - €; + COS & - C2 — Aes, 
G, == 6, 
als Gleichungen der adjungierten Gruppe. Man kann ohne Mtihe die 
infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe ableiten. Sie ist offen- 
bar dreigliedrig. Die Annahme « = a—b—0 liefert die identische 
Transformation und die Annahme «=—A0t, a=wdt, b=vd die all- 
gemeine infinitesimale, die linear aus den dreien ableitbar ist: 


of of ies uO 
& Oe, & 0 ey “1 0 e,: © Oe 


456 Kapitel 18, § 1. 


Man sieht, dass die zur Gruppe der Bewegungen adjungierte Gruppe 
(11’) wieder die Gruppe aller Bewegungen darstellt, wenn ¢,, @, és 


ci é é 5 
als homogene Punktcoordinaten, also ~ und a als Cartesische Punkt- 
3 3 


coordinaten in der Ebene gedeutet werden. Die adjungierte Gruppe 
ist mit anderen Worten die Gruppe der Bewegungen selbst in homo- 
gener Schreibweise. Dies hat seinen geometrischen Grund darin, dass 
die infinitesimale Bewegung 


ep + eg + @ (xq — yp) 


eine eingliedrige Gruppe von Rotationen erzeugt, deren Mittelpunkt 


ey e, 


die Coordinaten — ~, ; hat, wahrend e,¢ ihre Amplitude ist. 
3 3 


(Vel. § 3 des 4. Kap.) Der Mittelpunkt (—2, “| wird aber durch 
(3’) transformiert, wie jeder Punkt der Ebene, nimlich in Rotation, 


indem er iibergeht in 


e. e er vk 

——, = —=cosa—-—sina-+a, 
es a e, 
Cr Cre: € 

ee Se ee pat Os Gers 
3 3 3 


wihrend die Amplitude ungeindert bleibt: 


Chee 


ov 


Diese drei Gleichungen decken sich aber mit den Gleichungen (9’). 

Wir kénnen jede infinitesimale Bewegung e, p + eq + e,(xq— yp) 
als Punkt in einer Ebene mit den homogenen Coordinaten ¢,, @, 
abbilden. Alsdann ist, wie gesagt, die adjungierte Gruppe wieder die 
aller Bewegungen in dieser Ebene. Da diese Gruppe transitiv ist, so 
folgt: Durch Ausftihrung einer passenden Bewegung kann jede Be- 
wegung in der Ebene in jede andere iibergeftihrt werden, mit anderen 
Worten: Alle eingliedrigen Gruppen von Bewegungen sind innerhalb 
der Gruppe aller Bewegungen gleichberechtigt. 


Gruppe 2. Beispiel: Wir betrachten noch die dreigliedrige Gruppe aller 


aller Rotat. A . 
des Raumesltotationen des Raumes (#, y, 2) um einen festen Punkt, den Anfangs- 


um einen 


fosten Pkt. punkt : 
2G — Yr kE— 2p YP — 2", 


deren endliche Gleichungen Jauten: 


a= ant by + e2, 
(3) y= ae + byy + Ge, 


, 


2 == 4,0 + bsy + 652, 
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wenn @,, @, dj u. s. w. die bekannten Relationen zwischen den Rich- 
tungscosinus dreier zu einander senkrechter Geraden erfiillen: 


a" + a+ a,°=1, a? +b? +6? = 1 
OS, oe 
(13) 
AA, FF A,d3 + asa, = 0, a,b, + ayb, + a,b; = 0 
U.S: W., 


sodass nur drei von ihnen als willkiirliche Parameter verbleiben. Die 
Auflésung der Gleichungen (3”) nach 2, y, 2 liefert’ bekanntlich 


Z=A,0 + ay + aye’, 
-y =), 0 + by + bz, 


2=¢0 +oy + 64. 
Wir fiihren nun in 


Dey Xif = e,(2q — yr) + & (ur — 2p) + e(yp — xq) 
die neuen Veriinderlichen a’, y’, 2 vermége (3”) ein und setzen das 
Ergebnis gleich 
Pee A] = 4 29 —yr) +e, (er — 2p) te yp a7). 

Ks ist nach (3”): 
P= ap + QI + 457, 
q=bp +b + br, 
Ses p + ¢, q + Cs 7 

sodass De, X;f in wv, y’, 2 die Form annimmt: 

[ (b,c, — €,63)e, + (C43 — yC3)es + (a,b; — by ay)eg\(2 gq’ — yr) +---. 

Die beiden nur angedeuteten Glieder gehen aus diesem einen durch 


gleichzeitige cyklische Vertauschung von 1, 2, 3, von w, y, ¢ und von 
~, q, r hervor. Der Vergleich mit Xe’ X;f giebt nun: 


c= (by; = C5) e, aie (¢, Gz — Ag C)€, + (db, — by a5)éz, 


Es ist aber bekamntlich fiir die durch (13) gebundenen Richtungs- 
cosinus 
by C; — Cyb3 == Ay, CAs — M6 = b,, Ab, — bya, = 6, 
u. s. w., sodass einfach folgt: 
Cer 40, + 0,0, + Ces, 
(9”) \ ey = ze, + bye, + C2€5, 
ne 3€, + b3€, + C565. 
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Die adjungierte Gruppe der Gruppe aller Rotationen um. einen festen 
Punkt ist also mit dieser Gruppe identisch, ihre infinitesimalen Trans- 
formationen sind also auch 

ae Se GOIN CF aly aig 

Sie e, Ge Ce Pema 

Dies hat seine geometrische Erklarung: Hin Punkt, dessen Coor- 

diuaten proportional ¢,, ¢, @, sind, wird bei der infinitesimalen Rota- 
tion Ye, X,f gar nicht transformiert, wie deren Form sofort lehrt. 
Also sind 


die Gleichungen der Axe der infinitesimalen Rotation und ihrer ein- 
gliedrigen Gruppe von Rotationen. Wenn wir ferner fiir den Augen- 
blick O¢ als Zeitelement betrachten, so kénnen wir sagen: Die infini- 
tesimalen Rotation Xe, X;f, die in der Zeit d¢ stattfindet, setzt sich 
aus drei Rotationen um die Coordinatenaxen zusammen. Bei der ersten 
¢, X,f ist der Rotationswinkel gleich e,d¢, also die Winkelgeschwindig- 
keit e,, bei der zweiten ist diese e,, bei der dritten e,. Da _ sich 
die wirkliche Winkelgeschwindigkeit nach dem Parallelogramm zer- 
legen lasst, so folgt, dass diese Grésse gleich Ve,? + ¢,? + e,? ist. 
Bei der infinitesimalen Rotation Ye, X;f findet also eine Drehung um 
die Axe 


mit dem Winkel Ve,2 + 2 + ¢,20¢ statt. Fiihrt man nun auf die 
Rotationen der eingliedrigen Gruppe 2eX;f die endliche Rotation 
(3”) aus, so entsteht eine neue eingliedrige Gruppe von Rotationen 
ex Xf, deren Axe die Gerade ist, in welche die ursprtingliche Axe 
vermége (3”) tibergeht. Dies ist in der That der Fall, wie die Glei- 
chungen (9”) aussagen. Ferner hat Ye, X,f denselben Rotations- 
winkel wie L'e,X./, wie geometrisch einleuchtet. Hieraus aber folgt, 


Abbildung dass V/e,? + @,? + e,? O¢ = Vey? + e? + cs? O¢ sein muss. Deuten 


aller Rotat. 


as wir also @,, @, é, als gewéhnliche Punktcoordinaten in einem Raume 
unkt als 


soe eon drei Dimensionen, so sehen wir, dass vermoge der adjungierten 
aumes, 
Gruppe jeder Abstand Ve,? + e,? + ¢,” eines Punktes (¢,, €, €,) dieses 
Raumes vom Anfangspunkt invariant bleibt. Dies ist aber bei der 
Gruppe der Bewegungen (9”) der Fall, die offenbar nur die eine In- 
variante e,” + e,? + e,” besitzt, da die Gleichungen 
of of of Of of of 


Ae 6 A AS as Coe SS 5 a 6 = 0 
3 Oe, 2 Oe, ’ 1 Oe, 3 0e, ’ 26 : 1 
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ein zweigliedriges vollstindiges System in den drei Verinderlichen 
€:, &, @ bilden, Bei der soeben benutzten Deutung wird jede Rota- 
tion (3”) durch einen bestimmten Punkt (e,, ¢, e;) eines Raumes dar- 
gestellt und die Rotationen der eingliedrigen Gruppe 2e,°X;,f durch 
die Punkte 


= pil Beet oO il) 
=A bt, Cy ey bt, by = est 


einer Geraden durch den Anfangspunkt. Die adjungierte Gruppe (9”), 
die ja angiebt, wie die Rotationen (3”) vermége solcher Rotationen 
unter einander vertauscht werden, stellt dann eine Gruppe von Trans- 
formationen dieses neuen Raumes dar und zwar in diesem Beispiele 
wieder die Gruppe der Rotationen um den Anfangspunkt. 


Wir kénnen aber auch von einer anderen geometrischen Deutung 


Gebrauch machen: Wir stellen jede infinitesimale Rotation Xe, X;,f durch Abbildung 
a 


emen Punkt in einer Ebene mit den homogenen Coordinaten ¢,, €, 
dar. Alsdann werden die Punkte dieser Ebene durch die adjungierte 
Gruppe (9) projectiv transformiert, und dabei bleibt ein Kegelschnitt 
mvariant; man,erkennt dies ohne weiteres, wenn man die Gréssen 


C5 


y= So und y= = als Cartesische Coordinaten einfiihrt. Man sieht 
‘3 3 


dies auch rein geometrisch sofort ein, wenn man als die Ebene 
(€,, €,, 3) die unendlich ferne Ebene des Punktraumes (a, y, 2) be- 
nutzt, jede infinitesimale Rotation mithin durch den unendlich fernen 
Punkt ihrer Axe darstellt. Fiihrt man eine Rotation (3”) auf alle 
Rotationen aus, deren Axen in einer Ebene (nattirlich durch den An- 
fangspunkt) liegen, die also in der unendlich fernen Ebene durch eine 
Gerade dargestellt werden, so gehen sie wieder in Rotationen tier, 
deren Bildpunkte in einer Geraden liegen, da die Rotation (3”) jede 
Ebene in eine Ebene iiberfiihrt. Hieraus erhellt auch sofort, dass die 
adjungierte Gruppe in der Ebene mit den homogenen Coordinaten 
€,, &, € dreigliedrig und transitiv ist und einen Kegelschnitt invariant 
lisst. Denn die Rotationen (3”) transformieren die Geraden durch den 
festen Anfangspunkt dreigliedrig und lassen die imaginare Nullkugel 
a? + y? + 2? = 0 invariant. Dementsprechend ist die adjungierte 
Gruppe in der Ebene (¢, @, 5) die allgemeine projective Gruppe des 
imaginaren Kugelkreises 


e,” a9 e," =f C3” —=0, 


die, wie bekannt (vgl. z. B. Anfang des § 3 des 11. Kap.), gerade 
dreigliedrig und transitiv ist. Dass die adjungierte Gruppe transitiv 


er Rotat. 
um einen 
Punkt als 


Punkte 
einer Ebene, 


Princip der 


Abbildung 


aller Transf. 


einer 
Gruppe als 
Punkto. 


Erste 
Abbildung. 
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ist, sagt aus: Man kann durch Ausiibung einer Rotation unserer 
Gruppe aller Rotationen um einen festen Punkt jede dieser Rotationen 
in jede iiberfiihren, oder auch: Innerhalb dieser Gruppe sind alle ein- 
gliedrigen Untergruppen allgemeiner Lage Ye, X;f gleichberechtigt. 


Wir haben in diesen Beispielen von geometrischen Deutungen der 
Transformationen einer vorgelegten Gruppe als Punkte eines neuen 
Raumes Gebrauch gemacht. Diese Deutungen wurden schon friiher 
einige Male gelegentlich benutzt, so bei der Bestimmung gewisser 
Gruppen in der Ebene in § 2 des 13. Kap. unter III und bei der be- 
grifflichen Auseinandersetzung des Beweises des ersten Fundamental- 
satzes in § 2 des 15. Kap. Wir wollen hier auch fiir den allgemeinen 
Fall einer beliebigen Gruppe diese Deutungen durchftihren. 

Wir wissen, dass jede Transformation der Gruppe X,f..X,f in 
der Form dargestellt werden kann: 


f=f+ See Kah + ree) Xi(Kif) +++, 


sodass e,..é, ihre canonischen Parameter sind. Verstehen wir unter 
€,..¢, gewohnliche Punktcoordinaten in einem Raume von r Dimen- 
sionen, so wird jeder Transformation unserer Gruppe ein bestimmter 
Punkt dieses Raumes zugeordnet und umgekehrt. Die Transforma- 
tionen einer eingliedrigen Untergruppe Ye,°X;f erhailt man, wenn man 


pail 150) ob peal S46 
é =¢€  . 6 =e t 


setzt und ¢ variieren lisst. Sie werden also in dem neuen Raume 
dargestellt durch die Punkte (e,..e,) einer Geraden durch den An- 
fangspunkt: 


Q os ¢,. 


oS en 
Vermége einer beliebigen Transformation der Gruppe werden ihre 
Transformationen, also auch die Bildpunkte (e,..¢,) dieser Transfor- 
mationen, unter einander vertauscht. Wie dies geschieht, das sagt die 
adjungierte Gruppe aus. Die adjungierte Gruppe (9) erscheint daher 
in unserem Bildraume als eine gewisse Gruppe von Punkttransforma- 
tionen. Sie ist linear und homogen in ¢,..¢,. Dies sagt aus, dass 
erstens bei ihr jede Gleichung ersten Grades, d. h. jede ebene Mannig- 
faltigkeit des Bildraumes 


GQ beet Ore + % = 0 


wieder in eine ebene Mannigfaltigkeit tibergeht, zweitens, dass der An- 
fangspunkt des neuen Raumes in Ruhe bleibt, und drittens, dass parallele 
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Richtungen in parallele Richtungen tibergehen. Dies ist leicht zu be- 
weisen, wir werden iibrigens hierauf spiter zuriickkommen, wenn wir 
allgemein von linearen homogenen Gruppen sprechen. Dass jede ein- 
gliedrige Untergruppe der gegebenen Gruppe vermége einer Transfor- 
mation der Gruppe wieder in eine solche tibergeht, driickt sich nun 
auch so aus: Jede Gerade durch den Anfangspunkt im neuen Raume 
(¢..@) geht vermége der adjungierten Gruppe (9) wieder in eine 
Gerade durch den Anfangspunkt tiber. 


Die zweite geometrische Deutung, von der wir in diesem Kapitel (vi, 
nachher noch ausfiihrlicher zu sprechen haben, besteht darin, dass 
man @,..é, als homogene Punktcoordinaten in emem Raume von r— 1 
Dimensionen, also, wie man zu sagen pflegt, in einem Raume 7*** Stufe 
deutet. Dabei werden alle Transformationen einer eingliedrigen Unter- 
gruppe, da fiir sie e,..¢, in constanten Verhialtnissen stehen, durch 
ein und denselben Punkt dargestellt. Jeder Punkt (e,..¢,-) des newen 
Raumes reprasentiert in Folge dessen eine eimzige infinitesimale Trans- 
formation, namlich: Le, X;f. Dass diese Abbildung eine hervorragende 
Wichtigkeit besitzt, werden wir im Folgenden an vielen Beispielen er- 


lautern. 


§ 2. Die infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe. 


Bisher haben wir die adjungierte Gruppe bei der Annahme be- 
rechnet, dass die endlichen Gleichungen der Gruppe X,f..X,f ge- 
geben seien. Es ist aber méglich, die infinitesimalen Transforma- 
tionen der adjungierten Gruppe durch einfache Rechnungen zu finden, 
sobald nur die Zusammensetzungscoefficienten ¢,, bekannt sind. 

Dabei wollen wir von jetzt ab ein fiir allemal annehmen, dass 
die allgemeine Transformation 2; = /;(v, a) der gegebenen Gruppe, 
durch deren Austibung auf die in canonischer Form vorliegenden 
Transformationen die adjungierte Gruppe hervorging, ebenfalls in 
canonischer Form, etwa zur Unterscheidung mit den Parametern ¢,..é,, 
gewahlt sei. 

Wir wissen, dass sich die Werte von ¢,’..¢-, ausgedrtickt in 
e,..e, und + Parametern, aus der Forderung ergeben, dass vermoge 
einer allgemeinen Transformation der vorgelegten Gruppe identisch  Bedingung. 


von der aus- 
wugehen ist, 
va 


ay Sexier = Sax 
1 


1 
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sein muss. Ausgehend von dieser Gleichung ist es méglich, in den 
canonischen Gleichungen der adjungierten Gruppe die Glieder erster 
Ordnung zu finden. 
eer Zu diesem Zwecke schicken wir voraus: 
Die endlichen Gleichungen irgend einer eingliedrigen Gruppe 


: a 
Yf= >in (Qi natn) = 
i vu 
haben die Form: 
Li = 4; + eni(a) +--- (olen) 
(15) }und aufgelést nach 2,.. 2, die Form 
O = a,— eqi(e)+--- G=—1, 2..n). 


Die nur angedeuteten Glieder sind dabei von héherer Ordnung in dem 
Parameter ¢. Vermoge dieser Transformation ist nun: 


Xf — Dai DM ent gn = 


= Eula) See i ee eee 


also wegen (15): 


Kf = Steal) — «SG 


(a) + eXin(a’) 2 


oe 


wenn der Accent andeutet, dass tiberall x statt x; zu schreiben ist. 
Also kommt: 


af = (SJ) a7) + oxen) ++) 
= My file SG) aye 


und zwar ist diese Formel in den Gliedern erster gga in € sicher 
exact. Wenn die Forderung (14) vermége der Transformation (15) 
bestehen soll, so erhalten wir folglich: 


(16) | Se Xi f = ex Xf + :>} FCCDE Ween. 


Nunmehr setzen wir voraus, dass Yf, also auch die Transforma- 
tion (15) unserer Gruppe X,/..X,f angehire, also die Form 2 Const. Xf 
habe. Alsdann sind die nicht gescbriebenen Glieder héherer Ordnung 
auch Klammerausdriicke, denn wir sahen in § 1, dass vermége einer 
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Transformation der Gruppe jede canonische Darstellung der Gruppe 
wieder in eine solche iibergeht. Nach dem Hauptsatze wird sein: 


(17) (XX) = >? Gust Xe f(y v 12 «i.0), 

1 
sodass auch (X; Y") sowie die hdheren Glieder in (16) sich als Aus- 
driicke von der Form 2 Const. Xf darstellen. In (16) wird also jetzt 
jedes Glied rechts und links diese Form haben, sodass sich (16) so 


schreiben lasst: 
Senr= Set om 


indem die nur angedeuteten Glieder Potenzreihen nach ¢ mit constanten 
Coefficienten sein werden. Da aber X,7..X,f von einander unab- 
hiingig sind, so zerfallt diese Relation in 7 einzelne: 


(16) =e +: (k=1, 2..n, 


deren rechte Seiten Potenzreihen nach « sind, deren Coefficienten von 
den Constanten e,..¢, allein abhingen. 

Wir wihlen nun Yf als die allgemeine infinitesimale Transforma- 
tion De,X;f der Gruppe X,f..X,f. Alsdann werden die Gleichungen 
(16) offenbar alle Transformationen der adjungierten Gruppe darstellen 
in Form von Reihenentwickelungen nach Potenzen von ¢,..¢&,. Da wir 
die infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe suchen, 
so geniigt es — wie wir nachher streng beweisen — in unseren 
Reihenentwickelungen nur die Glieder erster Ordnung in ¢,.. ¢, zu be- 
rechnen. Wir werden nimlich zeigen, dass, wenn etwa die Glieder 
erster Ordnung simtlich Null sind, dasselbe dann auch von allen Glie- 
dern héherer Ordnung gilt. 

Zunichst liefern uns nun die Gleichungen (16) fiir Yf = Le, X;f: 


(8) Sav Mif—= SaXif + Se D>) vq XX) + - 
af 1 1 


oder nach (17): 


> ee Xn f = > ex Xkf i Ey Curk Cu Xa f + - 


Cate 


woraus nach den obigen Auseinandersetzungen einzeln folgt: 


(18) ee = Cy + ED? exturnte + Ae haa a were Aid) 
1 


Reihen- 


entwickelg. 


der adj. 
Gruppen, 


Inf. Transf. 
ay aE 


der adjung. 


Gruppe. 


Relation 
zwischen 


Pye ONDE 
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Indem wir nach einander je eine der Gréssen ¢,..¢, gleich dt, 
die iibrigen gleich Null setzen, erhalten wir infinitesimale Transforma- 
tionen der adjungierten Gruppe, so allgemein, wenn wir ¢, = 0¢, alle 
iibrigen ¢,..¢, gleich Null wahlen: 


Oe, = & — Oe = “CurkeuOt + ++ > (Gt, a 2 


1 


Diese hat das Symbol : 
ee, wal of 
(19) Bef Di Cyne Fe 


So ergeben sich 7 infinitesimale Transformationen E,f..E,f. Wenn 
wir in (18) alle « irgendwie infinitesimal gewahlt hatten, so hiatten 
wir eine infinitesimale Transformation erhalten, die aus H,f.. E,f 
linear ableitbar ist: 2 Const. Hf. 


Es fragt sich nun nur noch, ob wir hiermit auch alle infinitesi- 
malen Transformationen der adjungierten Gruppe gefunden haben. Um 
diese Frage zu beantworten, wollen wir untersuchen, ob es méglich 
ist, 7 nicht simtlich verschwindende Constanten ¢,..¢- so zu be- 
stimmen, dass identisch 
(20) 64, f+ oF, f+---+¢H,.f=0 
wird. Dies wiirde bedeuten, dass in den Reihenentwickelungen (18) 
fiir ¢, = ¢,0t(v=1, 2..r) alle Glieder erster Ordnung Null waren. 

Die Annahme (20) giebt nach (19): 

ie 
a eae Cn = == 0 


oder einzeln: 


r 


BSS (u, k= 1, ane YS 


1 


da die Forderung fiir alle Werte von e,..¢, und f bestehen soll. 
Offenbar ist nun nach (17) und der letzten Formel: 


(21) (x4 3h x1) -x(> eu An =0 


1 at 1 


fiir jedes w. Also in diesem Falle existiert in der gegebenen Gruppe 
eine infinitesimale Transformation 2c,X,f, die mit allen infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe vertauschbar ist. Dies sagt nach 
Satz 6 des § 2, 17, Kap., aus, dass die endlichen Transformationen 7’ 
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der eingliedrigen Gruppe Yec,X,f mit allen endlichen Transforma- 
tionen S der Gruppe X,f..X,f vertauschbar sind: 7S = S7. Eine 
beliebige Transformation 7 der eingliedrigen Gruppe Yc, X,f fiihrt 
also jede Transformation S der Gruppe X,/..X,f in sich iiber, da 
dann 7—*ST = T-!TS = 8 ist. Mit anderen Worten: Wenn wir 
als Yf eine infinitesimale Transformation Yc, X,f der Gruppe wihlen, 
die mit allen infinitesimalen Transformationen der Gruppe vertausch- 
bar ist, so lisst jede endliche Transformation (15) der eingliedrigen 
Gruppe Yf alle Transformationen in Ruhe, indem die zu ¢..¢ ge- 
horige in sich itibergeht, d. h. dann reducieren sich die Reihenent- 
wickelungen (18) exact auf e’ =e. . 

Damit ist bewiesen, dass in den Reihenentwickelungen der ad- 
jungierten Gruppe alle Gleder verschwinden, sobald die von erster 
Ordnung Null sind, dass also keine infinitesimalen Transformationen 
in der adjungierten Gruppe vorhanden sind, die etwa mit héheren 
Potenzen yon ¢,..¢- beginnen. Wir sind also sicher, dass jede in- 
finitesimale Transformation der adjungierten Gruppe die Form hat: 


2 Cy Lyf. 


Gleichzeitig haben wir gesehen, dass, sobald zwischen LE, f.. H,f 
eine lineare Relation mit constanten Coefficienten identisch besteht: 


Calg) = el Hf == 0, 


alsdann in der Gruppe X,/f..X,f eine mit allen infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe vertauschbare infinitesimale Transformation 
c,X,f vorhanden ist. Der Schluss von (20) auf (21) lasst sich 
offenbar auch riickwirts anwenden. Um dies Ergebnis bequemer aus- 
sprechen zu k6nnen, ftihren wir eine neve Bezeichnung ein: 

Wir nennen eine infinitesimale Transformation Xe, X,f einer Gruppehusgorcich 
X,f..X,f eme ausgezeichnete infinitesimale Transformation der Gruppe, ae 
sobald sie mit allen infinitesimalen Transformationen der Gruppe ver- 
tauschbar, also jeder Klammerausdruck 


(Sox Xf) =e ae 


1 
asta): 


*) Nach Lie’s Terminologie ist eine ausgezeichnete infinitesimale Transforma- 
tion einer Gruppe immer invariant, waihrend eine invariante infinitesimale Trans- 
formation nicht immer ausgezeichnet, oder wenn man will, ausgezerchnet invariant 
ist. Wie es scheint, haben Klein und seine Schiiler den Unterschied zwischen 
diesen beiden Begriffen nicht hinlanglich beachtet. (Vgl. S. 485 unten.) 


Lie, Continuierliche Gruppen. 30 
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Dann kénnen wir sagen: Wenn zwischen E,/..H,f gerade q von 
einander unabhingige lineare Relationen mit constanten Coefficienten 
bestehen, wenn also unter E,f..E,f gerade »—gq von einander un- 
abhingige infinitesimale Transformationen vorhanden sind, d. h. die 
adjungierte Gruppe gerade (r — q)-gliedrig ist, so existieren in der 
Gruppe X,f..X,f gerade q von einander unabhingige ausgezeichnete 
infinitesimale Transformationen. 


ee Bilden wir die Klammerausdrticke der infinitesimalen Transfor- 
der adung-mationen der adjungierten Gruppe. Es kommt 
ruppe. 
i a Pe 
Y of 
(E, En) = (Cope Ckro — Cunk Chg) Cu Be. : 
ky Mt, Q Q 


Aber zwischen den Coefficienten ¢,,, der Klammerausdriicke (16) be- 
stehen nach dem dritten Fundamentalsatz die Relationen: 
SOE Ckzto + Cyn Chuo i Cruk Cryo) = 0 
1 
und 
Cunk = — Crk, Chuo == — Cuko; 


sodass kommt: 
a lec 


= of 
(E, Ez) — yy Cynk Cuke Cu be, 


k, 40 


oder nach (19): 


r 


(E, En) => Conk Ex f. 
1 
Ks ist daher, wie wir uns ausdriicken (vgl. S. 429), die adjungierte 
Gruppe L,f..H,f mit der urspriinglichen Gruppe X,/.. X,f tsomorph. 


Wir fassen die Ergebnisse zusammen in dem 
een , : re 
oS, Theorem 33: Erzeugen X,f..X,f eine r-gliedrige Gruppe 
in %,..a, und ist 


r 


(XX) = Dieu Xf G,b=1,2..7), 


1 


so wird die adjungierte Gruppe von den infinitesimalen Trans- 
formationen erzeugt: 


aN af 
Ef= Dt Deiat Be: (y= 1, 2..4) 


und es ist 
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(EE, = >! cin Ef (i, k=1, 2..9). 
1 
Unter diesen infinitesimalen Transformationen der adjungier- 
ten Gruppe sind gerade r — q von einander unabhdingige ent- 
halten, sobald die Gruppe X,f..X,f gerade q von einander 
unabhdngige ausgezeichnete infinitesimale Transformationen 
besitet. 
Man sieht, dass 


Kf = b> Cixs C: - 
1 


$ 


ist. Vergleicht man dies mit 


a 


(X; Xi) = >: Ciks Xs i 
1 


so ergiebt sich eme einfache Regel zur Bildung der infinitesimalen Regel zur 
fo) 


erechnung 


Transformationen Ef der adjungierten Gruppe: Man stellt den Aus- der F,/. 
druck (2Ye;X;, Xi.) = Lecus Xf her und setzt darin schliesslich 


rat 


statt X,f allgemein see Hiernach kann man die infinitesimalen Trans- 


s 
formationen der adjungierten Gruppe sofort hinschreiben, wenn man 
nur die Constanten ¢,;, also die Zusammensetzung der urspriinglichen 


Gruppe kennt. 


1. Beispiel: Bei der Gruppe aller Bewegungen in der Ebene Beispiele. 
p q LY — Yp 
ist 
pad —= 0, (p49— yp) 4, 4749 = yp) =— Pp, 
also nach der soeben angegebenen Regel: 
eS 0 ah, of a of of 
B,f=— 6 5e, Ef = e505 Ef = 4% 5, — % Fe 


Dies stimmt mit dem 1. Beispiel in § 1 tiberein. Die Gruppe der Be- 
wegungen enthilt keine ausgezeichnete infinitesimale ‘Transformation. 
Dies steht in Hinklang damit, dass die adjungierte Gruppe ebenfalls 
dreigliedrig ist. 

2. Beispiel: Bei der Gruppe aller Rotationen um den Coordinaten- 
anfang des Raumes (x, y, 2): 


Mi 2g 40, 2of = -7r 2p, Xf yp — 29 
(X, X,) = Xie CPG hi As) Saat 


also nach der obigen Regel: 


ist 


30* 
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RSs of me of 
b iy Ber pe ty of, E3f= cata teen 


Lyf == of = ae 


Man vergleiche das 2. Beispiel in § 1. nase die hier vorliegende 
Gruppe X,/, X,f, X,f enthilt keine ausgezeichnete infinitesimale 


Transformation. 
3. Beispiel: Betrachten wir die viergliedrige Gruppe aller homo- 
genen linearen Transformationen in der Ebene: 


cp yp «“q Yq. 


Hier ist 
(xp, YP) =— yp, (&p, rq) = 44, (xp, yq) =9, 
(YP, &4) = y4— 2D, (YD, YD) =— YP, 
(29, yd) = 24, 
also die adjungierte Gruppe: 
E,f=e5¢ — ape, Bf a gh (ep es — age, 


of 6 
Leaf 5 @ ge +G@— ea) pe + Ge tile 4 5 ae és Ge 


Man sieht, dass zwischen H,f..H,f die lmeare Relation besteht: 
1 By il OES rm 
Die adjungierte Gruppe ist also nur dreigliedrig. Dies liegt darin, 


dass die gegebene Gruppe eine ausgezeichnete infinitesimale Transfor- 
mation enthalt, nimlich wp + yq. 


§ 3. Untergruppen, gleichberechtigte Untergruppen, invariante 
Untergruppen. 


Jetzt gehen wir zu den eigentlichen Anwendungen der adjungier- 
ten Gruppe tiber, indem wir dem Problem niher treten, die Unter- 
gruppen einer gegebenen Gruppe zu bestimmen. 

Vorgelegt sei wieder eine v-gliedrige Gruppe X,f..X,f in n 
Veranderlichen a,..a,, und H,f..H,f sei ihre adjungierte Gruppe. 

Abbildung Alsdann stellen wir eine infinitesimale Transformation Ye, X;f, also auch 


der eing]. 


Unterge. alsdie yon ihr erzeugte eingliedrige Untergruppe als Punkt eines Raumes 

unkte 

eines X-1.vOn * — 1 Dimensionen oder also 7*** Stufe R,—,; mit den homogenen 
Coordinaten ¢,..e dar, wie zum Schluss des § 1. Die adjungierte 
N . . . ° 
Gruppe vertauscht die eingliedrigen Untergruppen der gegebenen 


Gruppe unter einander, dementsprechend auch die Punkte (e, :---: ,) 
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des R,—;. In diesem Raume finden eben diese Vertauschungen HN cla aa 
ae — 1 


anschauliches Bild. a acini. 
Aber jeder Punkt des R,_, hat zweierlei Bedeutung: Bei der ae 
adjungierten Gruppe werden ja die Transformationen der gegebenen Pours 
Gruppe einmal als Jndividuen aufgefasst, die unter einander vertauscht P'**t 
werden, das andere Mal als Operationen, denen diese Individuen unter- 
worfen werden. Wir haben demnach einen Punkt (¢,:-++:¢,) des R,—1 
erstens als Individuum, niimlich als Repriisentanten einer eingliedrigen 
Untergruppe der urspriinglichen Gruppe, zweitens aber als Bildpunkt 
von Transformationen der adjungierten Gruppe aufzufassen, niimlich 
derjenigen, die anzeigen, wie die Transformationen der urspriing- 
lichen Gruppe unter einander vertauscht werden, sobald man auf sie 
Transformationen der eingliedrigen Gruppe Y«, X;.f austibt. Es stellt 
also jeder Punkt (¢,:---:¢8,) des Raumes R,; zwar einerseits einen 
Punkt, andererseits aber auch Transformationen in diesem Raume dar. 
Beispiel: Diese doppelte Auffassung tritt z. B. bei der Gruppe Beispiel. 
aller Rotationen um einen festen Punkt, den Anfangspunkt O: 


Zq@—yr ar—ezp yp — xq 


mit der adjungierten Gruppe 


TA Sad eee ge 8 mene emer s s Kapa 
? de, POOL Oe Se,  * 06; ae 


auch geometrisch deutlich hervor. Wir deuten ¢,, ¢, ¢, als homogene 
Coordinaten eines Punktes einer Ebene und zwar wihlen wir als diese 
Ebene wie im 2, Beispiel des § 1 die unendlich ferne Hbene des 
Raumes (a, y, 2), indem wir als Punkt (¢,:¢,:¢,) den Punkt dieser 
Ebene bezeichnen, in dem der Strahl vom Anfangspunkt O 


ee 


5 eg 


az 
. an 
sie trifft. Dann stellt ein unendlich ferner Punkt (e,:e,:¢@,) oder 
P alle Rotationen dar um die Axe OP. Andererseits stellt er 
aber auch Transformationen der adjungierten Gruppe dar. Nun 
ist die adjungierte Gruppe in ¢, ¢,, @ identisch mit der vor- 
gelegten in x, y, z. Da wir sie in der unendlich fernen Ebene deuten, 
go stellt sie also die Rotationen der unendlich fernen Hbene in sich 
dar. Jeder Punkt P ist also der Ausdruck aller Rotationen der un- 
endlich fernen Ebene in sich um den Punkt P. Bei einer solchen 
Rotation werden alle Punkte @ dieser Ebene unter einander vertauscht, 
nnd die Punkte Q sind dann als Bildpunkte der Rotationen der ge- 
gebenen Gruppe um die Axen O@ zu betrachten. 
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Uben wir auf die co’! eingliedrigen Untergruppen 2e, X;f der 
urspriinglichen Gruppe nach und nach alle Transformationen der ein- 
gliedrigen Gruppe 2e,X,f aus, so werden sie continuierlich unter 
einander vertauscht: Die Punkte (e,:---: : é). beschreiben also im FR, 

Bahneurvon Bahimen, Insbesondere wird die Tangentialrichtung der Bahncurve im 

des Fr_1 Punkte (e,:+++:6-) dadurch bestimmt, dass man auf die Transformation 
De, X;f die infinitesimale Transformation Da X;,f austibt. Dies haben 
wir zu Beginn des vorigen Paragraphen gethan, indem wir dort in 
Formel (16) bez. (18) die Gréssen «¢ bez. ¢,..¢, schliesslich unendlich 
klein waihlten. Wenn wir die beiden infinitesimalen Transformationen 
mit Xf und Yf bezeichnen, so kénnen wir das dortige Ergebnis zu- 
nachst so formulieren: 

Satz 2: Die infinitesimale Transformation Xf geht durch <Aus- 
fiihrung einer infinitesimalen Transformation Yf auf sie wiber im de 
infinitesimale Transformation 


Xf + (XY)ot. 


Wahlen wir Xf als Ye, X,f und Yf als Ye, X,f, so finden wir, 
dass De, X,f vermége 2's, X;,f tibergeht in*) 


Deka = a ah dt >! Sl a(XX). 
1 1 


.é¢, erfahren also gewisse Incremente, sie erleiden eben die in § 2 

berechnete infinitesimale Transformation 2, H,f. Nun ist Le, X,f 

durch einen Punkt und auch der Klammerausdruck (Le, Xz, Le, X)), 

da er wieder eine infinitesimale Transformation der gegebenen Gruppe 

darstellt, durch einen Punkt des Raumes F,_, reprisentiert. Unsere 
Formel giebt also den wichtigen 

Satz ib. die Satz 3: Deutet man die co”—* eingliedrigen Untergruppen De, X;f 


Be wegungs- 

richtg. eineseiner r-gliedrigen Gruppe X,f..X,f als Punkte eines (r — 1)-fach aus- 

dee Ryn. gedehnien Raumes mit den homogenen Coordinaten e,..e,, und fiihrt man 
auf die eingledrige Untergruppe Le, Xf alle Transformationen einer an- 


deren Cee Untergruppe Xs, Xif aus, so beschreibt der Bildpunkt 


*) Wir wollen beilaufig darauf aufmerksam machen, dass sich der Haupt- 
satz der Gruppentheorie infolge dieser Formel so aussprechen lisst: 

Die von einer Schar von imnfinitesimalen Transformationen erzeugten endlichen 
Transformationen T, stellen dann und nur dann eine Gruppe dar, wenn auch jede 
Aufeinanderfolge T.—1T,T', der Schar der T., angehdrt, das heisst: wenn die Schar 
der I’, in sich wibergeht, sobald man auf sie irgend eine Transformation T,, ausiibt. 
Die Gruppeneigenschaft 7,7, = 7, wird also in dem Hauptsatze auf die Eigen- 
schaft 7-177, = T, auriickgefiibrt. 
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rade ist, die diesen Punkt mit dem Bildpunkt von (Xe, X, f, Ye Xif) ver- 
bindet. Werden umgekehrt auf die eingliedrige Untergruppe X «, X,f alle 
Transformationen der eingliedrigen Untergruppe Ye,Xif ausgeiibt, so 
beschreibt der Bildpunkt (¢,:--+:&-) eine Curve, deren Tangente im Punkte 
(g++: 8) die Gerade ist, die diesen Punkt mit dem Bildpunkt von 
(SeXif, La Xif) verbindet. 


1. Beispiel: Bei der dreigliedrigen Gruppe der einfachen Mannig- 
faltigkeit 
p xp x'p 


stellen wir allgemein e,p + eap + e,22p durch einen Punkt einer 
Kbene dar mit den homogenen Coordinaten ¢,, ¢,, €;, sodass die Ecken 
des Coordinatendreiecks insbesondere die Bild- 

punkte von p, xp, 2p sind. (Siehe Fig. 39.) 

Es ist (p, xp)=p. Mithin geht p vermége xp 

iiber in p+ pdt, also in sich, ferner xp ver- 

moége p in ep + pdt, sodass sich der Bildpunkt 

von xp vermége p in der Richtung nach p be- 

weat. Dies ist in Fig. 39 durch den Pfeil vom 

Punkte zp zum Punkte py zum Ausdruck ge- = x ap 
bracht. Weiterhin ist (xp, «?p)= 2p. Daher Fig. 39. 

der Pfeil von wp nach wp. xp geht vermoége 

a2’p in 2p + a*pot iiber, wihrend x*p vermoge xp in sich iibergefiihrt 
wird. Endlich ist (p, 2?p)—2zp. Mithin geht p vermége xp in 
p+ apot tiber und wp vermége p in p+ xpdt. Beides ist in der 
Figur durch die mit Pfeilen nach wp zeigende, sich zum Teil an die 
Gerade von p nach zp anschmiegende Linie angedeutet. Das hier- 
mit gewonnene schematische Bild fiir die Zusammensetzung der vor- 
gelegten Gruppe ist, wie wir sehen werden, fiir die Praxis recht 


niitzlich. 


Wenn insbesondere zwei infinitesimale Transformationen Le, X;/f 

und De, X;,f mit einander vertauschbar sind, also 
(Se. Xef, 2 & Xf ) =0 

ist, so sind nach Satz 6, § 2 des 17. Kap., die endlichen Transfor- 
mationen S der Gruppe Xe, X;zf mit den endlichen Transformationen 
T der Gruppe Ye, X;,f vertauschbar. Hs ist also auch T~*ST=S 
und S-17S = T. Also bleibt dann die Untergruppe 2e,X;f unge- 
indert, wenn man auf die Gruppe X,/..X,f irgend eine Transforma- 


Beispiele, 
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tion der Untergruppe 2 X;,f austibt. Man kann in diesem Falle 
auch nicht von einer Bahncurve sprechen. 


2, Beispiel: Die 


Gruppe p, “p, q sei vorgelegt. Wir deuten 


ep + eap+egq als Punkt der Ebene mit den homogenen Coor- 
dinaten ¢,, @, @, sodass p, wp, q die Kcken des Coordinatendreiecks 


ax 
q oF ‘p 


g LP +Cyg 


¥ 
Fig. 42. 
PY 
O 0D 
g ey 
Fig. 43. 


dieser Ebene bilden. (Fig. 40.) Die Beziehung 
(p, 2p) =p wird wie im vorigen Beispiel durch 
einen Pfeil ausgedriickt, der vom Punkte xp 
zum Punkte p weist. Da (p, g)=0 ist, so 
wird die eingliedrige Untergruppe p vermége g 
gar nicht transformiert, ebenso q nicht vermége 
p. Wir driicken dies in der Figur dadurch aus, 
dass wir die Gerade von p nach g durch Quer- 
striche unterbrechen. Dasselbe gilt von q und xp. 

3. Beispiel: Sei die Gruppe p, g, xp + cyq 
gegeben. Hier ist (p, g) =0, in Fig. 41 durch 
Querstriche markiert; ferner (p, xp + cyq)=p, 
durch einen Pfeil, und (q, ap + cyq)=cgq, 
durch emen Pfeil angedeutet. wp + cyq geht 
also vermoége p tiber in xp + cyqg + potu.s. w. 

4, Beispiel: Die Gruppe p, g, xp, yq stellen 
wir durch die Punkte des gewéhnlichen Raumes 


P dar, p, g, xp, yq selbst als Ecken eines Coor- 
dinatentetraeders, in bezug auf welches der 

Bildpunkt von ep + e¢ + exup + eyg 

die homogenen Coordinaten e,, €, €3, & 

besitzt. (Fig. 42.) Die Kanten des Te- 

traeders sind, wie man sofort sieht, in der 

ap angegebenen Weise zu markieren. 
5. Beispiel: Die Gruppe p, q, xq giebt 
zu dem in Fig. 43 dargestellten Schema 
¢ 


Anlass. 


Kehren wir zur allgemeinen Betrachtung zu- 
riick, Wenn mehrere infinitesimale Transfor- 


mationen Se X;f, Ye, Xi f, De, Xzf... durch ihre 
Bildpunkte (¢:+++:¢,), (@1-+28,), (@::-2@) ... dar- 
gestellt sind, so wird eine von ihnen abhingige 
Const. Le, X,f + Const. 2a X,f + 
+ Const. 2& Xf + ---, 
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deren homogene Coordinaten Const. e, + Const. & ++ Const. & - +: - 
(k= 1, 2..r) sind, offenbar durch einen Punkt der von jenen Bild- 
punkten bestimmten kleinsten ebenen Mannigfaltigheit, d. h. Mannig- 
faltigkeit, die durch Jineare Gleichungen dargestellt wird, gegeben. 
Dies lisst sich sofort umkehren, und wir sehen: 

Bei unserer Abbildungsmethode werden alle infinitesimalen Trans- 
formationen 2 Const. X;f, die von s von einander unabhingigen ab- 
hangen, durch die Punkte einer ebenen Mannigfaltigkeit st Stufe 
dargestellt, und umgekehrt stellen alle Punkte einer ebenen Mannig- 
faltigkeit s*** Stufe im R,_, alle co’—! infinitesimalen Transforma- 
tionen der Gruppe X,f..X,f dar, die aus gewissen s von einander 
unabhingigen linear ableitbar sind. rae 

Liegt nun eine s-gliedrige Untergruppe der gegebenen Gruppe 
X,f..X;f vor, also eine in dieser Gruppe enthaltene Gruppe (s <r), 
so besitzt sie co‘—?! infinitesimale Transformationen, die aus s von 
einander unabhingigen linear ableitbar sind. Mithin folgt, dass jede 
s-gliedrige Untergruppe g, der gegebenen Gruppe durch eine ebene 
Mannigfaltigkeit s**™ Stufe des R,_, dargestellt wird. 

Beispiel: Betrachten wir die Gruppe p, q, «gq. Ihre allgemeine 
eingliedrige Untergruppe e,p + ¢&q¢-+ e,%q wird durch einen Punkt 
der Bildebene (vgl. das 5. obige Beispiel) dargestellt. Ihre allgemeine 
zweigliedrige Untergruppe sei zunichst: 


Ap+ugq+tveq op+oqg+rtrg. 


Klammeroperation liefert, dass auch (Ar — ov)q der Untergruppe an- 
gehért. Sind also die infinitesimalen Transformationen der Unter- 
gruppe vertauschbar, so ist 42t — ov =O und also die Untergruppe 
von der Gestalt: 


A(p + aang) +uq o(p + arg) + 69 
oder einfacher 


gq Ap+taxg. 


Sind aber die infinitesimalen Transformationen nicht vertauschbar, so 
ist 4x — ov +0, also gehért dann q der Untergruppe an, die daher 
so zu schreiben wiire: 


q op+txg. 


Dann besteht sie aber doch aus vertauschbaren Transformationen. 
Jede zweigliedrige Untergruppe hat mithin die Form 


q Ap-+ ang. 


Ebene 
Mannig- 
faltigkeit 
im Ry— 1: 


Abbildung 
einer Unter- 


gruppe. 


Beispiel. 
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Ap + aq hat zum Bild (Fig. 44) einen Punkt auf der Geraden von p 
nach xg. Mithin wird jede zweigliedrige Untergruppe durch einen 
der von q ausgehenden Strahlen dargestellt. Wir 
werden bald sehen, wie umgekehrt das schema- 
tische Bild wertvolle Hiilfe zur schnellen Be- 
stimmung der Untergruppen zu leisten vermag. 


Gleich- 
berechtigte 
Untergr. 


Wir nennen zwei Untergruppen der Gruppe 

0 X,f.. Xf mit einander gleichberechtigt innerhalb 

- «iu dieser Gruppe, wenn sie vermége einer Trans- 

formation der Gruppe X,f..X;,f in einander 

iiberftihrbar sind. Offenbar braucht man von allen mit einander gleich- 

berechtigten Untergruppen immer nur eine, einen Typus, zu kennen, 

um damit alle zu haben, denn alle gleichberechtigten ergeben sich, 

indem man auf den Typus alle Transformationen der gegebenen Gruppe 
ausiibt. 

nen Sprechen wir zunaichst von den eingliedrigen Untergruppen. Jede 

cing! Unter-solche wird durch einen Punkt abgebildet. Zwei eingliedrige Unter- 

gruppen sind mit einander innerhalb der gegebenen Gruppe gleich- 

berechtigt, wenn sie vermége einer Transformation der gegebenen 

Gruppe in einander verwandelt werden kénunen, mit anderen Worten, 

wenn es eine Transformation der adjungierten Gruppe giebt, die den 

Bildpunkt der einen in den der anderen tiberfiihrt. Ist die adjungierte 

Adi. GruppeGruppe im Raume R,_,; transitiv, so kann jeder Punkt allgemeiner 

age des A,_1 in jeden solchen verwandelt werden. Dann sind also 

alle allgemeinen eingliedrigen Untergruppen 2e,X;f innerhalb der 

Gruppe X,/..X,f mit einander gleichberechtigt. Dagegen giebt es 


die adjungierte Gruppe nicht in alle Punkte des R,_, tiberzufiihren 
vermag, die also auf Mannigfaltigkeiten im R,_, liegen, die bei der 
adjungierten Gruppe invariant sind. Diese sind dann Bildpunkte von 
eingliedrigen Untergruppen, die nicht mit der allgemeinen eingliedrigen 
Untergruppe Ye, X;f gleichberechtigt sind. 

Beiapicl Beispiel: Die allgemeine projective Gruppe der einfachen Mannig- 
faltigkeit p, wp, xp besitzt die adjungierte Gruppe 


i ¢ of ed ma i oe OTe of 
Boe Rate ioe aoe. Oe: aOe. 
Diese Gruppe transformiert die Ebene mit den homogenen Coordinaten 
€:¢,:¢; transitiv, wie man z. B. dadurch einsehen kann, dass man 
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. . é. Carns Aa . . 

nicht-homogene Coordinaten y = =~» Y=. einfiihrt, wodurch sie die 
8 8 

offenbar transitive Form annimmt: 


Pg 2 ep og type Gr — 9*)q. 
Man kénnte in dieser nicht-homogenen Schreibweise die vorhandenen 
invarianten Gebilde untersuchen. Wir wollen jedoch die homogene 
Schreibweise beibehalten. Dabei haben wir aber zu bedenken, dass 
es bei é@,, €, e; nur auf ihre Verhiltnisse ankommt. Wir miissen 
daher noch zu den infinitesimalen Transformationen der adjungierten 
Gruppe die hinzufiigen, die alle Verhiltnisse ungeiindert lasst: 

of of e 
a be + Ge + Ge 

Nun ergeben sich die invarianten Gebilde nach § 4 des 16. Kap. in 
bekannter Weise. Wir bilden die Matrix: 


i. 2e, 0 
é, 0 —e 
0 Cees 

Le ey Cx, es 


und setzen ihre dreireibigen Determinanten gleich Null. Dies giebt 
da €,, €, @,; nicht samtlich Null sein diirfen: 


e,? — 4e,e, = 0, 
wihrend alle zweireihigen Determinanten iiberhaupt nur fiir 

és = &=6e,—0 
verschwinden. Das einzige invariante Gebilde ist also der Kegel- 
schnitt (Fig. 45): 

e,” — 4e,e, = 0. 

Die vorliegende adjungierte Gruppe ist 
namlich die allgemeine projective Gruppe 
‘dieses Kegelschnittes. (Vgl. § 3 des 


11. Kap.) Wir sehen also: Es sind alle 
eingliedrigen Untergruppen 


aD tgp) 
pp + exp + exp Fig. 45. 

der gegebenen Gruppe mit einander gleichberechtigt, in denen e, 24 ee, == 0) 

ist. Eine solche dagegen, bei der ¢,” — 4e,e, = 0 ist, ist nur mit 

denen gleichberechtigt, fiir die dasselbe stattfindet. Dies stimmt mit 

den Ergebnissen des § 1 des 5. Kap. iiberein. Bei Untergruppen der 
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letzten Art ist nimlich e, +e,” +e,” ein vollstindiges Quadrat. 
Da durch Nullsetzen dieses Ausdrucks. die bei ¢,p + ep + e,x°p 
invarianten Punkte sich ergeben, so sehen wir: die eingliedrigen 
Untergruppen vom ersten Typus sind diejenigen, bei denen zwei ge- 
trennte, die vom zweiten Typus diejenigen, bei denen zwei zusammen- 
fallende Stellen der einfachen Mannigfaltigkeit (v~) in Ruhe bleiben. 

Dies Ergebnis lasst sich leicht verallgemeinern: Die obige ad- 
jungierte Gruppe gehort namlich tiberhaupt zu jeder dreigliedrigen 
Gruppe X,f, X,f, Xf, bei der 


(X,X,) = Xf, (X,X;) = 2Xf, (AX, X3) = XS 


ist. Wir werden spiter (Kap. 20, § 2) zeigen, dass jede dreigliedrige 
Gruppe Yif, Yof, Y3;f, deren drei Klammerausdriicke (Y,Y,), (Y,Y3), 
(Y,Y;) keine lineare Relation erfiillen, durch passende Auswahl der 
infinitesimalen Transformationen auf die vorstehende Form gebracht 
werden kann*). Also folgt: 

Jede dreigliedrige Gruppe X,/, X,f, X;/, deren Klammerausdriicke 
(X, X,), (X, X;), (X,;X,) von einander unabhingig sind, besitzt zwei 
Arten von gleichberechtigten eingliedrigen Untergruppen. Die einen 
sind in der Ebene der adjungierten Gruppe durch die Punkte allge- 
meiner Lage, die anderen durch die eines Kegelschnitts dargestellt. 

Gruppen von dieser Gestalt spielen in der Gruppentheorie an vielen 
Stellen eine besonders wichtige Rolle. 


Adj. Gruppe Nehmen wir jetzt an, die adjungierte Gruppe E,f.. Ef der ge- 


sei intransit. 


Boispiel. 


gebenen Gruppe X,/..X,f sei im Raume Rf, mtransitiv. Dann wird 
dieser Raum in Scharen von invarianten Mannigfaltigkeiten zerlegt 
und Punkte auf verschiedenen invarianten Mannigfaltigkeiten stellen 
wesentlich verschiedene Typen von eingliedrigen Untergruppen der 
gegebenen Gruppen dar. Dasselbe gilt von den Punkten etwa vor- 
handener einzelner invarianter Mannigfaltigkeiten. In diesem Falle 
giebt es also sicher eine unendliche Anzahl von Typen eingliedriger 
Untergruppen, das allgemeine Symbol eines solchen Typus enthalt * 
also dann noch wesentliche willkiirliche Constanten oder Functionen. 
Beispiel: His liege die Gruppe vor: 
p “xp q 
mit der adjungierten 
of of 


— 0 ~— ey =—— 
2 Oe, 1 de,’ 


*) Siehe auch ,,Diffgln. m. inf. Trf.“, § 2 des 21. Kap. 
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die intransitiv ist. Diese adjungierte besitzt also eine Invariante (vel. 
§ 1 des 8. Kap.). Sie zu finden, hat man das vollstiindige System 
zu bilden: 

Of: of of of 7] 

Sas be, = 0, ey Be, == us ey Oe, -|- oP) va -- C3 i — 0, 
wobei die letzte Gleichung deshalb hinzuzufiigen ist, weil wir eine 
Invariante suchen, die in ¢,, ¢, e¢, homogen von nullter Ordnung ist. 

2 


Es ergiebt sich sofort als Invariante 2. Also bei der adjungierten 
3 


Gruppe bleibt jede Gerade <2 Const. in Ruhe, d. h. jeder Strahl 


3 
durch den Bildpunkt von p. (Fig. 46.) Um die einzeln invarianten 


Curven oder Punkte zu finden, setzen wir alle 
zweireihigen Determinanten der verschwinden- p 
den dreireihigen 


fe 6D | 
| gee. 0 

| 1 

PopnGet |e 


gleich Null. Dies giebt e, —O und ee, = 0, ¢g 

d. h. entweder den Bildpunkt von p oder den Fig. 46. 
von g. Alle einreihigen Determinanten sind nur 

fiir e, =e, =e, =O, also fiir ausgeschlossene Werte, gleich Null. 


Ein Punkt des Strahles = c (c+ 0) stellt eine eingliedrige Unter- 


oruppe g+cxp-+ Const.p dar und kann in jeden anderen Punkt 
dieses Strahles mit Ausnahme des einzeln invarianten Punktes p tiber- 
gefiihrt werden. Jede solche ist also gleichberechtigt mit g + exp. 
e dagegen ist wesentlich, denn die adjungierte Gruppe kann zwei 
Strahlen durch p nicht in einander iiberfiihren. Ist c = 0, -also 
q + Const. p die Untergruppe, so liegt ihr Bildpunkt auf der Geraden, 
die p mit qg verbindet. Jeder Punkt dieser Geraden kann in jeden 
anderen, mit Ausnahme der fiir sich invarianten Punkte p, q tiber- 
gefiihrt werden, also etwa in p+ q. Daher haben wir hier die Typen 
von eingliedrigen Untergruppen: 


q+cap(c+9), Pd P, 4G. 
Der erste stellt, da c beliebig ist, oo' Typen dar. 


xp 


Wir kommen nun allgemein zu s-gliedrigen Untergruppen g, der 
gegebenen Gruppe X,f..X,f. Hine solche wird, wie gesagt, durch 
eine ebene Mannigfaltigkeit M/,_,; von s** Stufe im Raume f,_, dar- 


s-gliedr. 
Unterer. 
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gestellt. Es fragt sich nun, welches Kriterium sich daftir aufstellen 
liisst, dass eine ebene Mannigfaltigkeit. M,_, des ,_1 eine Unter- 
gruppe der gegebenen Gruppe reprisentiere. Da die adjungierte 
Gruppe linear ist, so fihrt sie, wie wir wissen, jede ebene Mannig- 
faltigkeit in ebene Mannigfaltigkeiten tiber. Die ebenen Mannigfaltig- 
keiten, die Untergruppen der Gruppe X,f..X,f darstellen, miissen 
also noch eine besondere charakteristische Eigenschaft haben. 

Um diese zu finden, bedenken wir, dass jede Gruppe bei Aus- 
fiihrung einer threr eigenen Transformationen auf sie in sich tibergeht, 
nach Satz 6, § 4 des 6. Kap. Ist also z. B. X,f..X,f eime s-glie- 
drige Untergruppe g, der Gruppe X,f.. X,f, d. h. ist jedes (X;X;) fiir 
i, k<s linear aus X,f..X;f allein ableitbar, so geht im Raume 

Char.Higon-R, _, der Bildpunkt einer beliebigen eingliedrigen Untergruppe 


schaft einer 


ebenen ¢, X,f+--+ ¢,X,f der Gruppe g;, also ein Punkt der g, darstellen- 


gsi die . . . . 
cine Unter den Mannigfaltigkeit s** Stufe 1,1, wieder in einen Bildpunkt iiber, 


eeneut. der in der M,_; gelegen ist, sobald eine solche Transformation (¢,.. ¢,) 
der adjungierten Gruppe ausgeiibt wird, deren Bildpunkt (¢,:--:2,) eben- 
falls in der ebenen Mannigfaltigkeit M,—, liegt. 

Wenn umgekehrt im Raume f,_; eine (s—1)fach ausgedehnte 
ebene Mannigfaltigkeit M,_, existiert derart, dass jeder ihrer Punkte 
(e,:--:é-) bei Ausfiihrung irgend einer Transformation der adjungierten 
Gruppe, deren Bildpunkt (¢,:--:¢,) ebenfalls in der M,_, liegt, stets 
wieder in einen Punkt der M,_; tibergeht, so stellt, wie wir zeigen 
werden, dieser MM, eine s-gliedrige Untergruppe g, der Gruppe G, dar. 

In der That, zunichst stellt die J/,_; eine lineare Schar von ein- 
gliedrigen Untergruppen der Gruppe G, dar, die aus s von einander 
unabhingigen ableitbar ist. Ferner, wenn die Punkte (e,:--:e,) und 
(e,:--:é,) auf ihr liegen, so soll nach Voraussetzung insbesondere die 
eingliedrige Untergruppe Ye, X,f vermége 2s, X,f wieder in eine ein- 
gliedrige Untergruppe tibergehen, deren Bildpunkt auf M,_, liegt. 
Nun aber bewegt sich bei Ausfiihrung von Ye, X,f der Bildpunkt 
(é::¢-) in der Richtung auf den Bildpunkt von (Ye,Xif, De, Xif) zu, 
nach Satz 3. Daher liegt auch dieser Bildpunkt in der M,_1, 4. h. 
der Klammerausdruck irgend zweier auf der M,_; dargestellten in- 
finitesimalen Transformationen der G, gehdrt der von der M,_, be- 
stimmten linearen Schar an. Nach dem Hauptsatze bildet mithin diese 
lineare Schar von co’ Transformationen der G,, die durch M,_, repra- 
sentiert werden, eine s-gliedrige Gruppe. 

Satz 4: Deutet man die oo”—* eingliedrigen Untergruppen Se, Xi. f 
emer r-gliedrigen Gruppe X,f..X,f als Punkte eines (r — 1)fach aus- 
gedelnten Raumes mit den homogenen Coordinaten e,..¢-, so ist die not- 
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wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine ebene Mannigfaltig- 
ket s*” Stufe M,—1 dieses Rauwmes eine s-gliedrige Untergruppe der 
Gruppe X,f..X,f darstellt, diese: Jeder Punkt der M,—, muss bei Aas- 
fiihrung irgend einer Transformation der adjungierten Gruppe, deren Bild- 
punkt ebenfalls in der M,—1 liegt, wieder in einen Punkt der M,—, 
tibergehen, d. h. die M,—1 muss invariant sein gegeniiber allen Transfor- 
mationen der adjungierten Gruppe, die durch thre eigenen Punkte dar- 
gestellt. werden. 

Hine ebene M,_;, die eine s-gliedrige Untergruppe, z. B. X,f..X-/, 
darstellt, geht also bei allen Transformationen, die von den Li, f.. Ef 
erzeugt werden, in sich tiber. Ist nun die adjungierte Gruppe selbst 
r-gledrig, so gestattet die M,_; sicher mindestens co’ Transformationen 
der adjungierten Gruppe, sie geht daher in héchstens co”—* verschie- 
dene Lagen iiber. Dies letztere gilt offenbar auch, wenn die ad- 
jungierte Gruppe weniger als 7-gliedrig ist. 

1. Beispiel: Wir betrachten wieder die Gruppe p wp 2?p, Beit. Boispicl 
ihrer adjungierten Gruppe bleibt, wie wir sahen, ein Kegelschnitt in : 
Ruhe (siehe Fig. 45). Jede zweigliedrige Untergruppe wird durch 
eine Gerade dargestellt. Der Klammerausdruck zweier Transforma- 
tionen auf der Geraden muss wieder auf der Geraden liegen. Dies ist 
offenbar fiir die beiden Tangenten des Kegelschnittes der Fall, die vom 
Bildpunkt von wp ausgehen, wie die Pfeile zeigen. Nun aber ist die 
adjungierte Gruppe die allgemeine projective Gruppe des Kegelschnittes. 

Sie fihrt also jede Tangente in jede andere Tangente iiber. Alle 
Tangenten des Kegelschnittes stellen somit gleichberechtigte Unter- 
gruppen dar. Irgend eine andere Gerade der Ebene geht bei der ad- 
jungierten Gruppe, die selbst dreigliedrig ist, in jede beliebige Gerade 
allgemeiner Lage itiber. Sie ist daher nach 
dem obigen Zusatz zu Satz 4 sicher nicht 
die Bildgerade einer zweigliedrigen Unter- 
gruppe. Hs sind somit alle zweigliedrigen 
Untergruppen der Gruppe p xp «’p gleich- 
berechtigt. Als Typus kénnen wir etwa 
die wahlen, deren Bild die Tangente in p 
ist, also p ap. Dies stimmt mit Satz 6 
in § 2 des 5. Kap. iiberein. 


2. Beispiel: Vorgelegt sei die Gruppe y¢ pieeieeil: 
Fig. 47. pepgy4q 
Pp Up Y Y¥4; 
' die im Raume abzubilden ist. (Fig. 47.) Ihre adjungierte Gruppe 
lautet : 
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e, Ny (x a A Q (a 
Que; ye de, ~~ OCae mG, 


Suchen wir zunachst die invarianten Punkte, Curven und Flachen. 
Offenbar ist die Gruppe intransitiv. Das vollstiindige System: 


of Cha zi = 
pee qe a ght: eo hee 0 


liefert ihre Invariante 2. Jede Ebene 2 = Const. das heisst jede 
4 4 


Ebene durch die Bildpunkte von p und g ist somit invariant. Um 
die isolierten invarianten Gebilde zu bestimmen, bilden wir die Matrix 
unter Hinzuftigung der infinitesimalen Transformation 


a Ze +aghte tes 


die wie immer aussagt, dass wir ¢,, @, ¢; als homogene Veranderliche 
auffassen, in der Form: 


Geert On Os) 
e 0 OO | 
We ear 0. 
10 Oy Teer: F 


| & @& Cg &% 


Die vierreihigen Determinanten der Matrix sind siimtlich Null. Null- 
setzen der dreireihigen giebt entweder e, =e, =O oder e, =e, = 0 
oder e, = e,==0. Daher sind die drei Geraden von qg nach yg, von 
p nach xp und von p nach g invariant, und zwar kann ein allge- 
meiner Punkt einer dieser Geraden in jeden anderen allgemeinen Punkt 
derselben Geraden iibergehen, denn Nullsetzen der zweireihigen Deter- 
minanten liefert nur zwei invariante Punkte: e, = e,=e,=0, d.h. q, 
und e, = ¢, =e,=0, d.h. p. Mithin ergiebt sich: Ein Punkt all- 
gemeiner Lage kann in jeden Punkt allgemeiner Lage tibergefiihrt 
werden, der in der Ebene durch den urspriinglichen Punkt und p und 
q gelegen ist. Also ist etwa 
xp + cyq (¢=0) 

der Typus der allgemeinen eingliedrigen Untergruppe der gegebenen 
Gruppe. ¢ ist dabei wesentlich. Punkte specieller Lage sind erstens 
die der Ebene durch p, g und ap. Kin Punkt allgemeiner Lage dieser 
Ebene kann in jeden Punkt allgemeiner Lage in dieser Ebene tiber- 
gehen, also z. B. in 


q+ xp. 
Entsprechend ist 
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P+ Yq 
Typus einer Schar von eingliedrigen Untergruppen. Punkte specieller 


Lage sind ferner die der invarianten Geraden. Ein allgemeiner Punkt 
der Geraden von p nach ap kann in 


xp 
libergefiihrt werden. Analog kommt der Typus 
Yq- 
Kin Punkt allgemeiner Lage der Geraden von p nach q kann in 
p+aq 


verwandelt werden. Schliesslich bleiben noch die beiden einzeln in- 
varianten Punkte 

P, q: 
Damit sind alle Typen von eingliedrigen Untergruppen der gegebenen 
Gruppe bestimmt. 

Wir kommen zur Bestimmung der gweigliedrigen Untergruppen. 
Jede derselben wird durch eine Gerade dargestellt. Seien zunichst 
allgemein ; 

ep + eap + esq + ey &p + &¢p + &q + &Yg 
zwei Punkte einer solchen Geraden. Der Klammerausdruck liefert: 
(€,& — £6) p + (3&4 — &&)g- 
Besteht zunichst die Gruppe aus nicht vertauschbaren Transforma- 
tionen, so muss also die sie darstellende Gerade die Gerade von p 
nach g schneiden. Enthialt sie zuniichst weder p noch q selbst, so 
diirfen wir die Untergruppe so annehmen: 


p+igq sap + eg + ayq (44-0). 
Nun giebt der Klammerausdruck, der nicht Null sein soll: 
&p + 2&9. 


Dieser Punkt muss mit p + dq identisch sein, weil sonst die Gerade 
durch p und qg ginge. Daher ist 


dé, =A8 oder & = &, 
d. h. wir haben die Gruppe: 
p+iq e(ep +9) + &4- 
Sie wird durch eine beliebige Gerade dargestellt, die in der Ebene 


durch p, q und zp+yq liegt. Geht die Gerade dagegen durch p, 
aber nicht durch g, so haben wir: 


p &xp + &q + Yq 
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und den Klammerausdruck ¢,p. Es ist dies also eine beliebige Ge- 
rade durch p. Analog ergiebt sich eine beliebige Gerade durch q, 
als Specialfall die Gerade von p. nach g. Wenn ferner die Unter- 
gruppe 
eptecp+eg+eaya 4pt&xp+ ed + uy% 
aus vertauschbaren Transformationen besteht, so haben wir 
Cf — 8% = 9, 8 — &% = 0, 
daher auch diese Form der Untergruppe: 
“p+erp 91 4Y4, 
also eine beliebige Gerade, welche die beiden Geraden von p nach xp 
und qg nach yq schneidet. Hiermit sind alle Geraden bestimmt, die 
zweigliedrige Untergruppen darstellen, nimlich alle Geraden der Ebene 
durch p, q, xp+yq, alle 
Geraden durch p, alle durch q, 
alle Geraden, welche die berden 
Geraden von p nach xp und 
von q nach yq treffen. Sie 
sind in Fig. 48 angedeutet. 
Um nun die Typen zu be- 
stimmen bemerken wir: Jede 
Gerade allgemeiner Lage der 
Ebene durch p, g, xp + yq 
kann in jede andere Gerade 
allgemeiner Lage in dieser 
Ebene tibergefiihrt werden, 
denn sonst ware sie entweder 
elnzeln invariant — und das 
ist nur die Gerade von p nach g —, oder sie geht in nur oo! Ge- 
rade tiber, die ein invariantes Gebilde umhiillen. Da aber in dieser 
Kbene nur p und g in Ruhe bleiben, sehen wir: Dies Gebilde 
kénnte nur der Punkt p oder g sein. Wir sehen also, dass jede Ge- 
rade in der Ebene durch p, q, xp + yq, die weder p noch gq enthilt, 
in jede Gerade in dieser Ebene iibergehen kann. Wir diirfen daher 
als Typus benutzen: 


Fig. 48. 


Prd ZpP+ryg. 
Wir kommen zu den Geraden durch p. Eine solche kann nur in Ge- 
raden tibergehen, die in der Ebene liegen, die sie mit g bestimmt, da 
diese Ebene invariant ist. Sie kann aber in jede Gerade allgemeiner 
Lage durch p tibergehen, die in der durch sie und gq bestimmten in- 
varianten Ebene liegt, sobald sie nicht ftir sich invariant, d. h. die 
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Gerade nach g oder die nach wp ist. Hs ergiebt sich also etwa 

dieser Typus 

p ap+eyq (¢+-9), 

in dem ¢ wesentlich ist, sowie die beiden besonderen Typen 
p q und p “yp. 

Entsprechend ergeben sich noch diese 


qd y¥at+ecrp (c=-0) und gq yq. 


Endlich betrachten wir die Geraden, welche die beiden Geraden von p 
nach wp und von q nach yq schneiden. Solcher giebt es oo? Liesse 
sich nicht jede allgemeiner Lage in jede iiberfiihren, so wiirden je co! 
eine invariante Regelfliche bilden. Solche giebt es aber nicht ausser 
den Ebenen durch p, g, xp und durch p, g, yg. Die Geraden in diesen 
Ebenen gehen durch qg bez. p, sind also schon behandelt. Jede andere 
Gerade von der jetzt betrachteten Art kann folglich in jede solche 
verwandelt werden. Ks kommt also noch etwa dieser Typus: 

. cp Y4- 
Hiermit sind alle Typen zweigliedriger Untergruppen erschépft. 

Bestimmen wir nun noch die dreighedrigen Untergruppen, die durch 
Ebenen dargestellt werden. Da eine solche Ebene bei allen in ibr ge- 
legenen oo®* infinitesimalen Transformationen in sich iibergehen muss 
und die adjungierte Gruppe nur viergliedrig ist, so kann sie bei der 
adjungierten Gruppe hochstens co* Lagen einnehmen, also ein invarian- 
tes Gebilde umhiillen. Da wir alle invarianten Punkte, Curven und 
Flachen kennen, so folgt: ime solche Ebene muss entweder eine der 
imvarianten Ebenen sein oder eme Ebene durch eine der mvarianten Ge- 
vaden. Die ersteren geben die typische Form: 


p 4 up+eyg (¢+9), 
in der c wesentlich ist, sowie die besonders ausgezeichneten: 
pq tp und p q y4. 


Betrachten wir ferner die Ebenen durch p und xp. Jede solche von 
allgemeiner Lage wird transformiert, sodass sich der Typus ergiebt: 


Is sels has 
Specieller Lage ist nur die Ebene durch p, q, xp, die ftir sich in- 
variant ist und schon vorher bestimmt ist. Analog kommt nur noch 
der Typus 
@ Yq tp. 
Somit sind alle Typen von Untergruppen der vorgelegten Gruppe 
31” 
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bestimmt. Man sieht, wie sich sonst miihselige Rechnungen hierbei 
sehr bequem durch die geometrische Anschauung ersetzen lassen. 
Unser Gesamtergebnis wollen wir zusammenfassen: 
Jede Untergruppe der Gruppe 


|p “a yd 


ist innerhalb dieser Gruppe gleichberechtigt mit einem der Typen: 


| ap -+cyq ¢c==0 | | q+ ap | | p+yq | 


pore ol elise 


{ 
| 


p xp+eyq e+0 | 


| p+q “p+yq 


|» a@| | 2 va @ yg temp Coad 


Sale sec 
| 
L 
|» «p Bie 


| py xp+ecyg c=-0 | 


|e al] |p a ya 


E ap va | | 4 va ap | 


|p =p a ya | 


Keimer dieser Typen ist tiberzihlig. Der Parameter c ist, wo er auftritt, 
wesentlich, 

Zur Ubersicht wollen wir noch ausdriicklich bemerken, dass alle 
eweighedrigen Untergruppen durch die Strahlen von vier Strahlensystemen, 
alle dreighedrigen durch die Ebenen dreier Ebenenbiischel dargestellt 
werden. 


Wir wollen nunmehr noch einige wichtige Begriffe und niitzliche 
Bezeichnungen einfiihren. — 
Wir wissen, dass eine s-gliedrige Untergruppe einer r-gliedrigen 


Gruppe X,f..X,f sich im Raume der adjungierten Gruppe E,f.. E,f 
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als eme ebene Mannigfaltigkeit s*™ Stufe M,_, darstellt, die bei allen 
den infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe invariant 
bleibt, deren Bildpunkte in ihr liegen. Es kénnte nun diese Mannig- 
faltigkeit M,—; auch bei solchen Transformationen der adjungierten 
Gruppe invariant bleiben, deren Bildpunkte nicht in ihr liegen. Wenn 
sie insbesondere bei allen infinitesimalen Transformationen der ad- 
jungierten Gruppe invariant bleibt, so gestattet sie alle Transforma- 
tionen der adjungierten Gruppe. In diesem Falle soll die durch die 
M,—; dargestellte s-gliedrige Untergruppe eine invariante Untergruppe ee 
der Gruppe X,f..X;-f heissen. gruppe. 

Nach Satz 3 laisst sich dafiir, dass eine Untergruppe eine in- 
variante Untergruppe ist, sofort ein analytisches Kriterium aufstellen. 
Denn nach diesem Satze muss jeder Klammerausdruck zwischen einer 
beliebigen ihrer infinitesimalen Transformationen und einer beliebigen 
infinitesimalen Transformation der ganzen Gruppe X,/f..X,f zum Bild- 
punkt einen Punkt der M,_, haben, d.h. jeder solcher Klammeraus- 
druck muss eine infinitesimale Transformation der in Frage stehenden 
Untergruppe sein. 

Wahlt man z. B. s von einander unabhingige infinitesimale Trans- 
formationen einer s-gliedrigen Untergruppe einer 7-gliedrigen Gruppe 
X,f..X,f gerade als X,f..X;f, so ist natiirlich zunichst jedes 


PS Pe Const. X,f 
1 


fir 7<s, k<s, weil X,f.. X,f fiir sich eine Gruppe erzeugen. Diese 
Gruppe X,f..X,f ist nun dann und nur dann eine invariante Unter- 
gruppe der r-gliedrigen X,f..X,f, wenn tiberhaupt jeder Klammer- 
ausdruck (X;X;), in dem ede der infinitesimalen Transformationen der 
Untergruppe X,f..X,f angebért, sich als infinitesimale Transforma- 
tion der Untergruppe darstellt, wenn also die Relationen 


(X;:X:) = Dj Const. X;f 
1 


auch schon fiir 7<s bestehen. 

Insbesondere im Falle s=1 ergiebt sich eine eingliedrige in- 
variante Untergruppe. Sie wird dargestellt durch einen bei der ad- 
jungierten Gruppe invarianten Punkt. Die infinitesimale Transformation 
De, Xf ist somit imvariant, wenn r Gleichungen von der Form 
(X;, De, Xz) = 9:2 eX, bestehen, im speciellen ausgezeichnet, wenn 
alle 9; verschwinden. (Vgl. 8. 465.) 
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Eine zweigliedrige invariante Untergruppe wird durch eine bei 
der adjungierten Gruppe invariante Gerade dargestellt, u. s. w. 
Boispicl: Beispiel: Bei der obigen Gruppe 
pq “p Yd 


haben wir folgende invariante Untergruppen: Als eingliedrige die 
durch die beiden invarianten Punkte dargestellten: 


DP, 4; 


als zweigliedrige die durch die drei invarianten Geraden dargestellten: 


P 4; Pp XP, q Yq, 


als dreigliedrige die durch eine der co! invarianten Ebenen durch die 
Punkte p, q gegebene: 


pq «p+eyq (c= 0), 
in der ¢ wesentlich ist. Die beiden 


P qd XP, pa yf 
sind hierbei besonders bemerkenswert. ; 

Nach unserer Terminologie stellt jede bei der adjungierten Gruppe 
invariante ebene Mannigfaltigkeit eine invariante Untergruppe der ge- 
gebenen Gruppe dar. Insbesondere kénnen wir den ganzen Raum 
rr Stufe R._1, in dem die adjungierte Gruppe veranschaulicht wurde, 
als eine bei der adjungierten Gruppe invariante ebene Mannigfaltigkeit 
auffassen. Wir kénnten daher auch sagen, dass die Gruppe X,f..X,f 
ihre eigene grésste invariante Untergruppe ist. 


Aus der begrifflichen Auffassung im Raume #,_, lasst sich noch 

Grupre derein bemerkenswerter Satz ableiten: (X;X;,) wird als infinitesimale 
** Transformation der Gruppe X,f..X,f durch een Punkt im Raume 
h,—1 der adjungierten Gruppe reprasentiert. Es werden also die 


(X;X;) durch héchstens =r(r — 1) Punkte dargestellt derart, dass die 
durch sie bestimmte kleinste ebene Mannigfaltigkeit entweder der | 
ganze Raum R,_; oder von geringerer Dimensionenzahl ist. Im letz- 


teren Falle enthilt diese Mannigfaltigkeit JZ sicher auch alle Punkte, 
welche die Klammerausdriicke 


(> Xf, > & x 


tiberhaupt darstellen. Wir behaupten, dass diese Mannigfaltigkeit 
bei der adjungierten Gruppe invariant ist. In der That fiihrt die ad- 
jungierte Gruppe nach Satz 3 jeden Punkt des R._, fort in der 
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Richtung nach einem derjenigen Punkte, welche Bildpunkte der 
Klammerausdrticke sind, also in einer Richtung nach einem Punkte 
von M hin. Jeder Punkt von M selbst erfiihrt daher bei der ad- 
jungierten Gruppe eine Fortschreitungsrichtung, die in M liegt. Dies 
aber sagt aus, dass M bei der adjungierten Gruppe invariant ist. Sie 
ist demnach das Bild einer invarianten Untergruppe der gegebenen 
Gruppe X,f.. X,f: 

Satz 4: Erzeugen r von einander unabhiingige infinitesimale Trans- 
formationen X,f.. X,f eime r-gliedrige Gruppe, so erzeugt auch der In- 
begriff aller (X;X;) eine Gruppe; sind unter diesen Klammerausdriicken 
gerade @ (<r) von einander unabhiingig, so erzeugen sie eine o-gliedrige 
invariante Untergruppe der Gruppe X,f..X,f*). 

Unser Satz lisst sich auch analytisch sofort beweisen: Da nach 
dem Hauptsatze . 


r 


(2 Xi) = D>! cins Xf (i, b=1, 2..”) 
< 
ist, so ist 


(X:X,)X) = dens (XX), 
1 
d. h. jede infinitesimale Transformation (X;X;) giebt mit einer X)f 
combiniert stets eine aus den Klammerausdriicken linear ableitbare, 
was zu beweisen war. 

Beispiel: Bei der mehrfach betrachteten Gruppe p xp gq yq 
liefern die Klammerausdriicke nur p und q. In der That ist p g eine 
invariante Untergruppe. Die Gerade vom Bildpunkte p zum Bild- 
punkte gq stellt alle durch Klammeroperation hervorgehenden infinite- 
simalen Transformationen dar. Nach Satz 3 folgt daher, dass jeder 
Punkt des Raumes der adjungierten Gruppe bei Ausfiihrung irgend 
welcher Transformationen der adjungierten Gruppe stets Fortschrei- 
tungen erfahrt, die nach den Punkten dieser einen Geraden gerichtet 
sind. Aus dieser Bemerkung folgt ohne weiteres, dass jede Ebene 
durch p und gq fiir sich bei der adjungierten Gruppe imvariant bleibt. 
Dies haben wir oben, als wir simtliche Untergruppen der Gruppe 
p xp q yq bestimmten, auf analytischem Wege gezeigt. 

Wie in diesem Bespiel, so lasst sich tiberhaupt allgemein be- 


merken: 


*) Vgl. Theorem 46, § 1 des 21. Kap. der ,,Diffgln. m. inf. Trf.“. Den Satz 4 
des Textes stellte Lie im Archiv for Math. og Naturv., Christiania 1883, zum 
ersten Male ausdriicklich auf. 


Beispiel. 


Erste 
derivierte 
Gruppe. 


Zweite 
derivierte 
Gruppe. 


Hinfache 
Gruppe. 
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Die Bildpunkte der Klammerausdrticke (X;X;,) bestimmen, wie ge- 
sagt, eine ébene Mannigfaltigkeit, nach deren Punkten samtliche 
Fortschreitungen aller Punkte des Raumes FR, bei der adjungierten 
Gruppe gerichtet sind. Wenn also z. B. alle (X;X,) sich auf nur eine 
infinitesimale Transformation reducieren, so bleibt im Raume R,—; 
der adjungierten Gruppe jede Gerade durch ihren Bildpunkt in Ruhe. 
Reducieren sich alle (X;X;,) auf nur zwei von einander unabhingige 
infinitesimale Transformationen, so bleibt im Raume R,_, bei der ad- 
jungierten Gruppe jede durch ihre beiden Bildpunkte gelegte ebene 
Mannigfaltigkeit dritter Stufe (also von zwei Dimensionen) in Ruhe 
u. &. W. 


Die von allen (X;X;,) erzeugte invariante Untergruppe der ge- 
gebenen Gruppe X,f..X,f nennen wir ihre erste derivierte Gruppe. 
So ist bei der Gruppe p wp q yq die erste derivierte Gruppe die 
Gruppe » gq. Bei der Gruppe p xp 2p ist die erste derivierte eben 
diese Gruppe selbst. Bei der Gruppe p q r in &, y, 2 ist die erste 
derivierte Gruppe einfach die identische Transformation, sie ist, sagen 
wir, nullgliedrig. 

Man kann nun von der ersten derivierten Gruppe wieder die erste 
derivierte aufstellen. Wir nennen sie die gweite derivierte Gruppe der 
urspriinglichen u. s. w. So lautet bei der Gruppe p g xp aq die erste 
derivierte p q xq, die zweite g, die dritte ist hier die Identitat. Die 
Gruppe p «xp 2p ist ihre eigene erste, zweite, dritte u. s. w. deri- 
vierte Gruppe. 

Der Begriff: derivierte Gruppe besitzt eine besondere Wichtigkeit, 
wie jedenfalls teilweise aus unseren spateren Entwickelungen hervor- 
gehen wird. Wir haben auch schon soeben darauf aufmerksam gemacht, 
dass die erste derivierte Gruppe mit Nutzen fiir die Bestimmung _ 
von Scharen von invarianten ebenen Mannigfaltigkeiten bei der ad- 
jungierten Gruppe verwendet werden kann*). 


Kine letzte Bezeichnung, die wir noch einfiihren, ist diese: Hine 
Gruppe, die keine invariante Untergruppe — natiirlich abgesehen von 
der Gruppe selbst — enthilt, heisst einfache Gruppe. Wir kénnen 
die Definition offenbar auch so aussprechen: Hine einfache Gruppe 


*) Mit Htilfe des Begriffes: derivierte Gruppe haben wir in den ,,Diffgin. m. 
inf, Trf.““ in Kap, 21 alle Typen von Zusammensetzungen dreigliedriger Gruppen 
bestimmt. Vgl. weiter unten Kap. 20. Die Gliederzahlen der successiven derivierten 
Gruppen haben besondere Bedeutung in der Theorie der Differentialgleichungen. 
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ist eine solche, bei deren adjungierter Gruppe keine ebene Mannig- 
faltigkeit invariant bleibt, denn jede invariante Mannigfaltigkeit stellt 
ja eine invariante Untergruppe der in Rede stehenden Gruppe dar. 

Z. B. die Gruppe p xp xp ist einfach, da ihre adjungierte 
keinen Punkt und keine Gerade in Ruhe lisst. 

Den Gegensatz zu den einfachen Gruppen bilden die eusammen- Zasammen- 
gesetzten Gruppen. So ist die Sfters betrachtete Gruppe p wp q yq Srpre. 
zusammengesetzt. 

Der Begriff: einfache Gruppe spielt in der Gruppentheorie eine 
besonders hervorragende Rolle. Es erhellt unmittelbar, dass eine ein- 
fache Gruppe ihre eigene erste, zweite u. s. w. derivierte Gruppe ist. 

Das Umgekehrte gilt aber nicht, wie die Gruppe zeigt: 


Pe PET ep a9" UD, 
die ihre eigene erste, zweite u. s. w. derivierte Gruppe ist und doch 
die invariante Untergruppe p gq besitzt. 


Zum Schluss machen wir noch eine wichtige allgemeine Bemerkung: peers 
Wenn zwei r-gliedrige Gruppen X,f..X,f und Y,/f..Y,f gleich- 
zusammengesetzt sind, d. h. wenn sich (vgl. § 1 des 17. Kap.) + von 
einander unabhangige infinitesimale Transformationen Y),f..%,f bei 
der zweiten so auswiahlen lassen, dass in den Formeln fiir die Klammer- 


ausdriicke 


(Xi Ki) = Hee Xf, (iY) = Didar Xf 

1 it 
jedes dizg = Cixs ist, so ist es klar, dass beide Gruppen, sobald man 
die zweite in der Form ),f..%),f wahlt, dieselbe adjungierte Gruppe 
besitzen, da diese von den ¢,,; bez. dz; allein bestimmt wird. Hieraus 
erhellt, dass das Problem, alle Untergruppen einer Gruppe zu_be- 
stimmen, ohne Weiteres erledigt ist, sobald man alle Untergruppen 
einer mit der vorgelegten Gruppe gleichzusammengesetzten Gruppe 
schon bestimmt hat. In einem der friiheren Beispiele haben wir dies 
schon verwertet. 


Abteilung V. 
Lineare homogene Gruppen. 


In den friiheren Abteilungen wurden wir auf verschiedenen Wegen 
zur Betrachtung solcher Gruppen geftihrt, deren Transformationen 
linear und homogen, also allgemein von der Form 


t= Aint, +--+ + AinXn @G=1, 2 ade) 
waren. Hinmal geschah dies, als wir in der Ebene die allgemeine 


projective Gruppe untersuchten, die den Anfangspunkt und die unend- 
lich ferne Gerade in Ruhe lasst: 


e=an+ by, y=cu+ dy, 
in § 4 des 5. Kap. Wir hoben damals hervor, dass diese Gruppe das 
Biischel der Strahlen f Const. durch den Anfangspunkt vermége 


der allgemeinen projectiven Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit in 
sich transformiert. Ferner haben wir 6fters darauf hingewiesen, dass 
sich manche die projectiven Gruppen in der Ebene betreffende Pro- 
bleme in iibersichtlicherer, vollstiindigerer und eleganterer Weise er- 
ledigen lassen, sobald man drei homogene Punktcoordinaten benutzt, 
wodurch die betreffende Gruppe in eine lineare homogene iibergeht. 
Endlich erkannten wir, dass die adjungierte Gruppe einer beliebigen 
gegebenen Gruppe aus linearen homogenen Transformationen besteht. 

Hs ist hiernach erklarlich, dass wir den linearen homogenen 
Gruppen eine besondere Bedeutung zuschreiben und sie in dieser Ab- 
teilung eingehend behandeln. 

Wir verwerten ausserdem die Theorie der linearen homogenen 
Gruppen fiir die so wichtige Theorie der Zusammensetzung der Gruppen 
und fiir die Theorie der héheren complexen Zahlen. 
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Kapitel 19. 
Lineare homogene Gruppen. 


Zunichst werden wir die allgemeine lineare homogene Gruppe in 
n Verdnderlichen und die in ihr enthaltene specielle lineare homogene 
Gruppe besprechen. Darauf fassen wir den Fall dreter Verdnderlicher 
%,, %, “, besonders ins Auge und werden so zur allgemeinen pro- 
jectiven Gruppe des gewdéhnlichen Raumes (2,, 2, %3) gefiihrt, die 
den Anfangspunkt und die unendlich ferne Ebene in Ruhe liasst. Wenn 
wir aber andererseits x,, 2, v3; als homogene Punktcoordinaten in der 
Ebene auffassen, gelangen wir zur allgemeinen projectiven Gruppe der 
Ebene, aber in homogener Darstellung. 

Diese beiden verschiedenen begrifflichen Deutungen der allge- 
meinen linearen homogenen Gruppe in drei Veranderlichen benutzen 
wir, um alsdann alle Untergruppen dieser Gruppe zu bestimmen, wobei 
wir uns teilweise auf die friihere Bestimmung aller projectiven Gruppen 
der Ebene stiitzen werden. 

Die Verallgemeinerungen auf » Veranderliche und weitere An- 
wendungen auf Untergruppen machen wir zum Schluss. 


§ 1. Die allgemeine und die specielle lineare homogene Gruppe. 


Wir betrachten die Gesamtheit aller linearen homogenen Trans- 
formationen in » Veranderlichen 4, .. 2,: 


(1) i = Mix@, + Aig®, + +++ Gintn (C= 1, 2..M). mong: Teh 


in 7 Ver- 


Solche » Gleichungen stellen nur dann eine Transformation dar, wenn#™élchen 


sie nach 2,..2, auflésbar sind, wenn also ihre Determinante 


+0 


| Qik 


dae.| Pit opty, 


ist. Diese Voraussetzung machen wir daher stets. 
Es ist klar, dass die Aufeinanderfolge zweier linearer homogener 
Transformationen, also etwa von (1) und: 


(2) aj” = Dy ary! Dyas’ ++ + Bint (GF = 1, 2.0) 
wieder eine lineare homogene Transformation 
(3) Lj = Cj Ly ate Cj2.X2 + ry + Cinn (J ris i oes n) 


liefert. Alle linearen homogenen Transformationen bilden somit eine 
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Allgem: linGyyppe, die allgemeine lineare homogene Gruppe in n Verdinderlichen. 


homogene 
Gruppe. 


Specielle 
lin. homog. 
Transfor- 
mation. 


Sie enthalt zu jeder ihrer Transformationen die inverse, denn die Auf- 
Iésung von (1) nach #,..2%, ergiebt 7,..%, als lineare homogene 
Functionen von 2,'.. 4p. 

In (8) haben die Coefficienten offenbar allgemein die Werte: 


Crk = Sandy (j, k= 1 bf n). 
1 


Es ist mithin die Determinante 4, von (3): 


| Ge | = | ax | - | Bp | 
oder kiirzer: 
(4) 4d, = ANSALS 


also gleich dem Product der Determinanten von (1) und (2). 

Endlich bemerken wir noch, dass zwei Transformationen von der 
Form (1) dann und nur dann iibereinstimmen, wenn ihre rechten 
Seiten fiir alle Werte von w,.., gleich sind, wenn also die Coeffi- 
cienten a, der einen gleich den entsprechenden der andern sind. Da 
es in (1) im Ganzen n? Coefficienten giebt, so sehen wir, dass in 7 
Verinderlichen oo” verschiedene lineare homogene Transformationen 
existieren. 

Wir fassen alles zusammen in den 

Satz 1: Alle co” linearen homogenen Transformationen in n Ver- 
dinderlichen x, ..%n! 


vim Diam (2 = ihe Digs n) 


bilden eine continuierliche Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. 
Nennt man die Determinante der a;, die Determinante der vorstehenden 
Transformation, so ist die Determinante A, der linearen homogenen 
Transformation, die der Aufeinanderfolge zweier linearer homogener 
Transformationen mit den bez. Determinanten Ag, 4) dquivalent ist, 
gleich dem Product dieser beiden: 


Ae aa HA ea hs 


Betrachten wir nun insbesondere alle linearen homogenen Trans- 
formationen, deren Determinante den Wert 1 hat. Wir nennen sie 
specielle lineare homogene Transformationen. Die Aufeinanderfolee zweier 
solcher hat nach Formel (4) ebenfalls die Determinante 4,—=1, da 

a= 4,=1 ist. Mithin bilden alle speciellen linearen homogenen 
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Transformationen fiir sich eine Gruppe, die specielle lineare homogene 
Gruppe. Sie enthilt paarweis inverse Transformationen, denn ftihren 
wir nach einer linearen homogenen Transformation mit der Deter- 
minante 1 ihre inverse aus, die etwa die Determinante D besitze, so 
ergiebt sich die identische Transformation a; —= 2,;, -und letztere hat 
offenbar die Determinante 1. Nach (4) ist demnach 


al Sah 


doh. D=1. Also hat auch die zu einer speciellen linearen homo- 
genen Transformation inverse die Determinante 1. Eine lineare homo- 
gene Transformation (1) ist speciell, wenn ihre n? Coefficienten a; der 
einzigen Bedingung 4, = 1 unterworfen werden. Mithin sind n?—1 
Coefficienten willktirlich und es giebt unter den co” verschiedenen 
linearen homogenen Transformationen gerade oo”’~1 specielle. 

Satz 2: Alle co™*—1 linearen homogenen Transformationen mit der 
Determinante 1 in n Veriinderlichen bilden eine continuierliche Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen. 


Die allgemeine lineare homogene Gruppe ist n?-gliedrig, die spe- 
cielle (n? — 1)-gliedrig. Die eine besitzt also n’, die andere n* —1 
yon einander unabhangige infinitesimale Transformationen. Diese 
wollen wir jetzt bestimmen. 

Es ist sicher — da beide Gruppen paarweis inverse Transforma- 
tionen enthalten —, dass es Werte der Coefficienten a, geben muss, 
fiir die sich die Gleichungen (1) auf die der identischen Transforma- 
tion 2; =; reducieren. Verstehen wir allgemein unter ¢, die Zahl 
1 oder 0, je nachdem i= oder i+ -k ist, so sind die fraglichen 
Werte diese: 

Qik = Ei, Gy b= 1, 2n0in). 


Mithin liefert die Annahme 
(5) On = 8% + a,0t (1, k= 1, 2..n) 
eine infinitesimale Transformation der allgemeinen linearen homogenen 
Gruppe, die insbesondere dann und nur dann der speciellen angéhort, 
wenn die Determinante 

| ex + ant | 
gleich 1 ist, wenn also — da die hdheren Potenzen von d¢ nicht in 
Betracht kommen und in der Determinante nur die Glieder der Haupt- 
diagonale endliche Werte, nimlich 1 + a,0¢(@@=1, 2.. n), besitzen 
— die Gleichung erfiillt ist: 


(6) Oy, fF Oe + Mg > + Onn == O 


Specielle 
lin. hom. 
Gruppe. 


Inf. lin. 
hom. Trf. 


Transform. 


- Mierin ist 
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Substituieren wir die Werte (5) in (1), so kommt: 


C= 4 + k ORL,» OF = Ly 2..) 
1 


oder 
n 


“y 
Ox; = kOe Cp * dt, 
il 


sodass die gesuchte infinitesimale Transformation das Symbol hat: 


(7) Xf => > in Ve Di 


ae mit p; bezeichnet. Insbesondere ist Xf eine «finitesc- 


male specielle lineare homogene Transformation, wenn darin 0,,.. Gn» die 
Bedingung (6) erfiillen. 

Lassen wir dagegen die a, ganz willkiirlich, so stellt Xf irgend 
eine infinitesimale Transformation der allgemeinen linearen homogenen 
Gruppe dar. Wahlen wir alle a, gleich Null mit Ausnahme eines, 
so ergiebt sich x,p;. Solcher xp; giebt es gerade n, und sie sind 
simtlich von einander unabhingig. 

Satz 3: Die allgemeine lineare homogene Gruppe in x,..%, wird 
erzeugt von den n? von einander unabhiingigen infinitesimalen Transfor- 
mationen 

Xp Di (i, = diy, a 0). 

Wenn wir alle a, gleich Null setzen mit Ausnahme eines ax, 
in dem 7 +k ist, so erfiillen die Coefficienten die Bedingung (6), und 
es ergiebt sich dann eine infinitesimale Transformation der speciellen 
linearen homogenen Gruppe 


tp: (=k). 
Solcher giebt es im ganzen n> — ». Wenn wir andererseits alle ay 
gleich Null setzen mit Ausnahme von a; + Gn, —1, so kommt als 
infinitesimale Transformation der speciellen linearen homogenen Gruppe 

Xi Pi — Xn Pn- 
Solcher giebt es » — 1. Wir haben daher insgesamt n?—n-+n—1, 
also n? — 1 Symbole 

api (O== Kk), Lipi— Cdn, 
die offenbar von einander unabhingig sind. Da die specielle lineare 
homogene Gruppe auch gerade (n* — 1)-gliedrig ist, so folgt: 
Satz 4: Die specielle lineare homogene Gruppe in %,..%p_, wird er- 
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zeugt von den n* —1 von einander unabhdngigen infinitesimalen Trans- 
formationen: 
wpe (05=K), 2: Pi — Can 
(ij, K==1, 2..n). 

Wir wollen der allgemeinen und der speciellen linearen homonn ees 
genen Gruppe eine begriffliche Deutung unterlegen, indem wir 2,..2, Ue 
als gewohnliche Cartesische Punktcoordinaten in einem Raume von 
a Dimensionen deuten. Alsdann stellt die lineare homogene Trans- 
formation (1) eine solche Transformation dieses Raumes dar, die jede 
ebene Mannigfaltigkeit wieder in eine ebene Mannigfaltigkeit tiber- 
fiihrt. Denn ist etwa: 


(8) x= Gia, + ae + BinXLn (@ = abs ae n) 
die Auflésung von (1) nach 2,..%,, so sieht man, dass die ebene 
(n— 1)fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die wir kurz Ebene nennen: 


(9) At, + ++ Ana, + Ay = 0 


vermoge der Transformation (1) wieder in eine Ebene 


(Sa) Le +h, =O 


1 1 7 
oder 
(10) Ay ty +++ fb Ay a, + 1 =0 
tibergeht, bei der 
(11) i i Ai Gix A,=A (k a ae ”) 
Bis ? 0 0 ? 


ist. Wenn wir zwei Ebenen 

Ay %, +++ And, + 4, = 9, 

Wy hy + Unt + My = 9 
dann und nur dann parallel nennen, wenn 4A,..A, in denselben Ver- 
haltnissen zu einander stehen wie w,..,, indem wir so eine That- 
sache fiir den Fall n= 2, 3 auf beliebiges m als Definition tiber- 
tragen, so lehren die Werte (11) unmittelbar, dass bev eimer linearen ina 
homogenen Transformation (1) parallele Ebenen in parallele Ebenen iiber- \eclismus. 
gehen, denn A,’.. Aq’ sind in (11) von 4, frei. Wir bedienen uns der 
aus dem gewohnlichen Raume gelaufigen Redeweise, dass das Unend- 
lichferne eine Ebene ist. Tine beliebige Ebene hat mit ihr eine ebene 
(n —2)fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit gemein und parallele Ebenen 
sind dann dadurch charakterisiert, dass sie dieselbe ebene (m — 2) fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit im Unendlichfernen besitzen. Daher 
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kénnen wir auch sagen: Die lineare homogene Transformation (1) 
fiihrt jede in der unendlich fernen Ebene gelegene (n — 2)fach aus- 
invariant gedehnte ebene Mannigfaltigkeit in eme ebensolche tiber. Die unend- 
fernen lich ferne Ebene wird daher in sich transformiert. 
Endlich sieht man sofort, dass die Transformation (1) den An- 
fangspunkt in Ruhe lasst. Also sagen wir: 
Satz 5: Eine lineare homogene Transformation in x,..%_ fuihrt im 
einem nfach ausgedehnten Raume mit den gewohnlichen Punktcoordinaten 
X,. +n jede Ebene in eine Ebene tiber und lisst den Anfangspunkt sowie 
die unendlich ferne Ebene mvariant. 
Begriffliche 


otane Man kann zeigen, dass die linearen homogenen Transformationen die 

a. lin, hom. allgemeinsten sind, die dies thun, dass sie also durch diese Higenschaften 
‘definiert sind. Wir gehen jedoch hierauf nicht weiter ein. 

Man kann den analytischen Ausdruck fiir den Inhalt des von 4 Punkten 

(ai, Yi, %, t=1, 2, 3, 4) des gewdhnlichen Raumes bestimmter Te- 


traeders 
1% 4, % 1! 
1 | tz Yn & I | 
dee 38 | Lebar eee icles 
|%, 4 & A | 


auf  Verinderliche verallgemeinern und dadurch zur Definition des Raum- 
inhaltes machen: »-+ 1 Punkte (w, #/..2/, j=1,2..n-+1) be- 
stimmten ein (n + 1)Flach mit dem Rauminhalt 


1 


Ls 1 eee ee a aes 


Ge i 2 OR Lr tt ll 


ad Alsdann kann man leicht einsehen, analog wie es in § 2 des 4. Kap. ge- 

inhalte. SChah, dass »-+- 1 Punkte mit. dem Rauminhalt J vermége der linearen 
homogenen Transformation (1) mit der Determinante 4, in » + 1 Punkte 
mit dem Rauminhalt 


Jie Aled 


tibergehen. Insbesondere folgt dann fiir 4, = 1, dass die speciellen linearen 


homogenen Transformationen diejenigen sind, welche alle Rauminhalte un- 
geindert lassen. 


Insbesondere wollen wir von nun an n == 8 setzen, also die all- 
as : : ; ms 
Verinae. Semeine und die specielle lineare homogene Gruppe in drei Verander- 
Hehen lichen betrachten. Die erstere ist neun-, die letztere achtgliedrig. 
Die beoriffl; : beret as ; 
babe te griffliche Deutung findet jetzt im gewoéhnlichen Raume mit den 


gew. Raume,Punktcoordinaten #,, 22, #3; statt. In ihm bleibt bei jeder linearen 
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homogenen ‘Transformation der Anfangspunkt O und die unendlich 
ferne Ebene in Ruhe, d.h. parallele Geraden und Ebenen gehen in 
ebensolche iiber. Auch geht jeder Strahl durch O wieder in einen 
solchen iiber. 

Fiir unsere Untersuchungen ist die Frage nach den bei einer in- 
finitesimalen linearen homogenen Transformation 


XPS (M1 Hy Oya %y Mg Wy) Py (1H, fF Ogg $F O53) Yo 

+ (512, + Wg + O55) Ds 
mvarianten Strahlen und Ebenen, die durch den Anfangspnkt O gehen, 
ganz besonders wichtig. Es ist aber zweckmissig, zunichst die Frage 
nach allen invarianten Ebenen und Punkten tiberhaupt zu behandeln. 

Fragen wir uns also zunichst, wann ein Punkt (a, %, X53) bei 

der infinitesimalen linearen homogenen Transformation Xf invariant 
bleibt. Dazu ist notwendig und hinreichend, dass gleichzeitig 

442 ML, + 5%, = 0, 

OL, TF Myo $F Mog, = O, 

5H + Ms9L_ + 33%, = O 
sei. Diese Gleichungen lassen sich durch ein nicht verschwindendes 
Wertsystem nur dann befriedigen, wenn ihre Determinante | a, | Null 
ist. Ist dies der Fall, so existiert sicher mindestens ein invarianter 
Punkt (#,°, 2°, %5;°) ausser dem Anfangspunkt. Da dann auch 
02,°, 0X,°, ox,° die drei Gleichungen bei beliebigem @ erfiillen, so er- 
hellt, dass, wenn ausser dem Anfangspunkt O ein invarianter Punkt 
vorhanden ist, auch alle Punkte des Strahles von O nach diesem 
Punkte bei der vorgelegten infinitesimalen linearen homogenen Trans- 
formation in Ruhe bleiben. 

Wenden wir uns zweitens zur Betrachtung aller bec Xf invarian- 

ten Ebenen. Eine im Endlichen gelegene Ebene 


(12) A,X, Age + AH, + A, =O 
bleibt bei Xf nur dann in Ruhe, wenn 
3 
(13) Dalene + Hj2X, + 04:3 Is) = 0 
1 


ist vermége (12). Wenn 4, nicht Null ist, d.h. die Hbene nicht 
durch den Anfangspunkt geht, so muss also die letzte Relation an 
sich identisch bestehen, d. h, es muss einzeln 


8 3 3 
(14) aed =0, Dies BSG: Dj has = 0 


Lie, Continuierliche Gruppen, 82 


Invarianz 
eines 
Punktes. 


Invarianz 
einer 
Ebene, 


Invarianz 
einer 


Ebene 


durch den © 
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sein. Diese drei Gleichungen lassen sich durch nicht samtlich ver- 
schwindende 4,, 4,, 4, nur dann erfiillen; wenn die Determinante | «| 
Null ist. Es ist dieselbe Determinante, die oben auftrat. Nur dann 
also, wenn ausser dem Anfangspunkt noch ein invarianter Punkt im 
Endlichen vorhanden ist, giebt es auch eine nicht durch den Anfangs- 
punkt gehende im Endlichen gelegene invariante Ebene. Ja, alsdann 
existiert auch eine ganze Schar von invarianten Ebenen. Hs ist nam- 
lich jede zur vorgelegten Ebene parallele Ebene invariant, da die 
Forderungen (14) nur die Verhiltnisse von 4,, A,, 4; geben. 
Besonders wichtig ist fiir uns, wie schon hervorgehoben, die Frage 
nach allen bei Xf invarianten Ebenen, die durch den Anfangspunkt 
gehen. Fiir eine Ebene (12) durch O, fiir die also 4, = 0 ist, ist (13) 


Anfangspktnyr dann eine Folge von (12), wenn es eine Grosse @ derart giebt, dass 


Invarianz 
eines 
Strahles 


durch den 
Anfangspkt. 


Invarianz 
eines 
unendlich 
fernen 
Punktes, 


>> Aj i, Ly = o>} AnXe, 
also einzeln 


(15) i ian = oh (b= 1, 2, 3) 


wird. Diese drei Gleichungen fiir 2,, A4,, A, lassen sich nur dann 
durch nicht simtlich verschwindende Werte von 4,, Aj, 45 befriedigen, 
wenn ihre Determinante 


O11, — QO Aa, O31 | 
(16) O19 O20 — QQ Ago a 0 
O13 Qos O33 — @ 


ist. o ist daher als Wurzel dieser Gleichung zu wihlen, die sicher ge- 
rade cubisch ist, da g® den nicht verschwindenden Factor —1 hat. Im 
allgemeinen wird es demnach gerade drei bei Xf invariante Ebenen 
durch den Anfangspunkt O geben. Im Besonderen kénnen nur zwei 
oder nur eine, andererseits aber auch unendlich viele invariante Ebenen 
durch O vorhanden sein. Es ergeben sich hier, wenn man die Be- 
trachtung genauer durchfiihrt, ebensoviele Falle wie in der Ebene bei 
der Aufsuchung aller bei einer infinitesimalen projectiven Transforma- 
tion invarianten Punkte oder Geraden. (Vgl. § 1 und § 3 des 3. Kap.) 
Wir wollen hierauf jedoch nicht weiter eingehen, da wir derselben 
Fragestellung weiter unten in anderer Fassung begegnen werden. 


Wir wenden uns schliesslich zur Betrachtung der durch den An- 
fangspunkt gehenden, ber Xf imvarianten Strahlen. Wir bemerken so- 
fort, dass sich die Frage nach den durch O gehenden invarianten 
Strahlen mit der Frage nach den unendlich fernen invarianten Punkten 
deckt. Hs folgt dies unmittelbar daraus, dass bei einer linearen homo- 
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genen Transformation sowohl der Anfangspunkt als auch die unend- 
lich ferne Ebene in Ruhe bleiben. 
Wir kénnen dieser Sachlage dadurch einen priicisen analytischen 
Ausdruck geben, dass wir bemerken, dass sich die Grossen a,, a, 2, 
die ja zunichst Cartesische Punktcoordinaten im Raume sind, als 
homogene Coordinaten eines durch den Anfangspunkt gehenden Strahles Sus an 2 
— dessen Punkte die Coordinaten 9%,, 9%,, 9%, haben — und gleich- Soon ae 
zeitig als homogene Coordinaten eines wnendlich fernen Punktes aut dare 
fassen lassen. Punkto. 
Unter Strahl wollen wir von jetzt ab in diesem Paragraphen nur 
emen Strahl durch den Anfangspunkt, also einen Radiusvector ver- 
stehen. 
Die Frage nach deu invarianten Strahlen bez. den invarianten un- 
endlich fernen Punkten deckt sich mit der Frage nach allen Punkten 
(a, %, %), die bei Xf lings ihres Strahles verschoben werden, die 
also den Gleichungen 


e) Le oe 
oder den aquivalenten Gleichungen: 
Oz, = 02,0t, O07, = o7,0t, Ox, = 0%, 0t, 
mithin den Gleichungen: 
4 Ly  Oy2M%e + Oy 3X3 = ON, 
Oo1 Hy Ogg XL - Mpg; = QXs, 
Gs, Ly + Ogg Ly + Ogg, —= Outs 


geniigen. Diese Gleichungen besitzen nur dann nicht samtlich ver- 
schwindende Lésungen 2,, 7, 2,, wenn ihre Determinante: 


O11 —Q Oo O13 
Oo O59 — QO Mog = 0 
| Gg) Oso a3, — @Q | 


ist. @ muss daher wieder die schon oben besprochene cubische Glei- 
chung (16) erfiillen: 

Es hat sich also ergeben: 

Satz 6: Ist die infinitesimale lineare homogene Transformation 


xp= I Seann, 
foun 


wm Rawme mit den gewohnlichen Punktcoordinaten x,, %2, x3 vorgelegt, 


so findet man alle bei ihr invarianteu Strahlen durch den Anfangspunkt 
ope 
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Ger bey = ly Oe = gene 


indem man x,°, %°, £,° den Gleichungen unterwirft: . 


3 


Denn = ox? (© = 7 2, 3); 


1 
alle bei ihr invarianten Ebenen 
A,X, + Ag, + Ags = 0 
durch den Anfangspunkt, indem man A,, hy, A, den Gleichungen unter- 


wirft : 
3 


ind: = OA (a iis 2s 3). 


1 


Beide Male hat man @ als Wurzel der cubischen Gleichung 


| a 

O14 Q@ M&, O34 

O19 O59 — Q O30 = 0 
| O13 Oo3 &s3 — Q 


zu wahlen. 


Hine lineare homogene Transformation 
(azit) t= Ay + jg XH2 + Aj X3 (i = is 2, 3) 


fiihrt x,, 2%), %, in neue Werte x,', x,', x; tiber. Da ftir die Strahlen 
nur die Verhaltnisse der Coordinaten in betracht kommen, diese Ver- 
haltnisse x; :%, aber homogen yon nullter Ordnung in den Coefficien- 
ten a sind, so folgt, dass zwei Transformationen (17) die Strahlen in 
derselben Weise unter eimander vertauschen, wenn die Coefficienten 
der einen denen der andern proportional sind. Fiir die Transforma- 
tionen des Strahlenbiindels kommen also auch nur die Verhdltnisse 
der aj, in (17) in betracht. Da die Determinante der a, nicht Null 
ist, so kénnen wir in (17) statt der a, ihnen proportionale Constanten 
setzen, sodass die Determinante dieser gerade gleich 1 wird, ohne dass 
dadurch die Transformation der Strahlen geindert wird. Alsdann aber 
kommen wir zu einer speciellen linearen homogenen Transformation. 
Es giebt also stets eime specielle lineare homogene Transformation, 
welche die Strahlen genau so unter einander vertauscht, wie eine be- 
liebige allgemeine lineare homogene Transformation, 

Wir kénnen als nicht-homogene Coordinaten der oo? Strahlen 
etwa die beiden Verhiltnisse 

a 


Be 
eh) aa 


VS 
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verwerten. Es sind #, y die Tangenten gewisser Winkel, die der 
Strahl im Coordinatensystem bestimmt. Bei Benutzung dieser nicht- 
homogenen Bestimmungsstiicke stellt sich die Transformation (17) der 
Strahlen so dar: 


(17’) ae aes M1 + Aysy + Ay, pee a “ Ao Y ctr Qa | 
Mg, LX + Age y + Ags’ Ag, + Age + Ags 


Die Coordinaten x, y werden folglich allgemein projectiv transformiert. ae 


(Siehe Kap. 1, 2.) Wir kénnen mithin sagen: 
Satz 7: Tbe man auf die Punkte (x,, 2%, 73) des Raumes die all- 
gemeine lineare homogene Gruppe in a,, #,, X aus, so werden die Strahlen 


(c= sae y= =) durch den festen Anfangspunkt vermoge der allge- 


ie ? 
meinen projectiven Gruppe der zweifach ausgedehnten Mannigfaltigheit 
(a, y) unter einander transformiert. 

Jeder allgemeinen linearen homogenen Transformation (17) ent- 
spricht eine bestimmte projective Transformation (17). Auch wissen 
wir, dass allen co’ Transformationen (17), in denen die a, dieselben 
Verhiltnisse besitzen, ein und dieselbe Transformation (17) zugeordnet 
ist. Da nun (17’) bekanntlich (nach § 1 des 2. Kap.) gerade oo8 ver- 
schiedene Transformationen darstellt, so folgt, dass auch umgekehrt 
jeder Transformation (17’) gerade oo! Transformationen (17) ent- 
sprechen. Insbesondere ist unter diesen oo! Transformationen (17), 
wie wir oben sahen, stets mindestens eine enthalten, die der speciellen 
linearen homogenen Gruppe angehért. Man sieht ohne Miihe ein, dass 
es gerade drei sind, doch ist dies nicht von Belang fiir unsere Zwecke. 

Wegen dieses geometrischen Zusammenhanges zwischen den 
linearen homogenen Transformationen in drei und den _ projectiven 
Transformationen in zwei Veranderlichen lasst sich die Zuordnung 
zwischen beiden in folgender Weise rein analytisch scharfer formu- 
heren: 

Satz 8: Man kann die co Transformationen T, der allgemeinen 
linearen homogenen Gruppe in drei Veriinderlichen den oo*® Transforma- 
tionen Ta der allgemeinen projectiven Gruppe in zwei Verdnderlichen so 
zuordnen, dass je cot Transformationen T, dieselbe Transformation 1, 
und wmgekehrt jeder Transformation T, co1 Transformationen T, ent- 
sprechen. Ist 

1h a f, era T, 
und sind Ta, Ts, Te den Transformationen T,, T,, T eugeordnet, so 
ast auch 

Tal, = Te. 


Insbesondere kann man die oo® Transformationen T, der speciellen 


Ae Dart 
Strahlen. 
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linearen homogenen Gruppe in drei Verdnderlichen den oo® Transforma- 
tionen T, der allgemeinen projectiven Gruppe in zwei Verdnderlichen so 
zuordnen, dass jeder T, eine bestimmte T, und jeder Ta eine discrete An- 
zahl von Transformationen T, entspricht, sodass mit 
ToT, = T, 
auch 
Tate =T, 
ast. 
Diese Beziehung haben wir fiir den Fall der linearen homogenen 
Transformationen in zwei Veranderlichen schon in § 4 des 5. Kap. 
Isomorphis-kennen gelernt. Man drtickt sie ktirzer so aus, dass man sagt: Die 


mus der 


betrachteten 7 7 : : a . . e 
ee allgemeine lineare homogene Gruppe in drei Verdnderlichen ist mero 


mit der proj, Want, a) 1 i ; | j = 
(ce redrisch isomorph, die specielle aber holoedrisch isomorph mit der allge 
meinen projectiven Gruppe in zwei Veranderlichen. 


Entsprechen ‘ 17 , , 1 
A aS ee Insbesondere entsprechen auch co! infinitesimale lineare homogene 


u. inf. proj. Transformationen in 2,, 2, X, einer imfinitesimalen projectiven Trans- 


Transform. 


formation in z, y. Um diese Zuordnung herzustellen, gehen wir 


aus von: 
3 
xf = >! YF care Di 
1 


und bilden die Incremente von 


= 1 — %s 
e ° — is : ie Us 
Dies giebt: 
Ox dx, — 2,04, 
1 = a,20t = Mg Hb (O41 — 3g)% + Oy Y — Og, 0? — Orgy wy, 
OY _ 140%, — X, 0H, < 
ot = 2,20 t = Olyg Og, @ - (Gag — Ogg) Y — Og LY — orgy”, 


sodass die Xf zugeordnete infinitesimale projective Transformation 
lautet: 
Uf = (43 + (11 — &55)@ + O12 — O54” — ogoay) p + 
+ (Gog $F Oa) @ (Gt. — O33) — Og, BY — Ogey") Q. 

Man sieht, dass in Uf die drei Coefficienten o,,, og, og, nur in 
ihren Differenzen auftreten, sodass Uf sich nicht andert, wenn @,,, 95, O35 
um dieselbe Constante 4 vermehrt werden. Daher ist vorstehendes Uf 
nicht nur obiger Xf, sondern allen oo! infinitesimalen Transforma- 
tionen von der Form: 

Xf + ALP, + XP, + ag pps) 
zugeordnet. 
Wenn aber Uf eine infinitesimale Transformation der speciellen 
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linearen homogenen Gruppe zugeordnet werden soll, so tritt keine 
willktirhche Constante 4 auf. Denn wenn Xf der speciellen Gruppe 
angehort, so ist dies mit Xf-+ A(a,p, + ap, ++ aps) nicht mehr der 
Fall, da Xf nur dann in der speciellen Gruppe enthalten ist, wenn 
nach (6) 


i O11 fF Ogg + Oyg = O 
ist. 


Wir wollen fiir die Zuordnung der speciellen linearen homogenen ea et 
Gruppe in 2, 2, #, zur allgemeinen projectiven Gruppe in a, y eine Gebranch, 
fiir den Gebrauch bequeme Tafel aufstellen, indem wir Xf in einer 
der 8 besonderen Formen wihlen: 


wep (K4=%), 210,— 33, Le P. — 13 Dy. 


Z. B, fiir Xf=x,p, sind alle a, gleich Null mit Ausnahme von ej, 
sodass Uf = yp wird. 

Wird durch das Zeichen = die Zuordnung ausgedriickt, so kommen 
wir zu der Tafel: 


%3P, =P, X3 Po =, UP, = YP, X Po = XG, 
| 22, —%sp,=2ap + Yd, LP, — TP, = a“p + 2y4q, 
| %Ps=—#ept+yg), Ps = — y@p + 99). 


Hiernach ist z. B. der infinitesimalen speciellen linearen homogenen 
Transformation 


(2, + 5), ++ (4, — Xs) Ds 


(P-F 22 — 2")p + y — xy)¢ 


zugeordnet. Werden vermége der ersteren die Punkte (a,, x,, ”3) des 


die projective 


Raumes transformiert, so werden die Strahlen (c=, y=) durch 


O vermége der letzteren unter einander vertauscht. 
Um die Tafel auch umgekehrt gebrauchen zu kénnen, schreiben 


wir’sie so: 
P=, 7 = Pr, YP =X_P,, UG =X, Po, 
30 p = 2a, P,— X_ Po — LzPg, BYQ = 2X2 Pz, — XP, — 3 Ps, 
alap + yg) = — % Ps, y(ap + yq) = — % Ps 


Hiernach ist der allgemeinen infinitesimalen projectiven Transformation 


Uf=ap+bg+cap+dyp+ exqtgygtha(ept+yg +hy(ept+ya 
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in der That die infinitesimale specielle linea homogene Transforma- 
tion zugeordnet: 


wee (da, + ams) p, + (62+ vay — (ha, + kay) py + 
— Wy Pp) 3 (2, Py — Lg Ps) +4 3 (2 Pp. — Ws ps). 


§ 2. Die lineare homogene Gruppe in 2,, 2%, 73 als allgemeine 
projective Gruppe der Ebene. 


Ti» Hay Xs Wir haben schon oben bemerkt, dass wir die Veranderlichen 


als homog. 


Coord. in . * : : é bs 
bekebiger 21? Ya, Ly, die wir bisher als Coordinaten eines Punktes im Raume 


Ebene. deuteten, auch als homogene Coordinaten des Punktes im der unendlich 


fernen Ebene auffassen kénnen, in dem der Strahl durch jenen ersteren : 


Punkt diese Ebene trifft. 

Wir wollen yon jetzt ab allgemeiner x,, 2, v7, als homogene Coor- 
dinaten im emer beliebig gegebenen Ebene auffassen: Unter x, y ver- 
stehen wir gewdhnliche Cartesische Punktcoordinaten in der Ebene 
und setzen 


Alsdann diirfen wir x,, %, % als homogene Coordinaten des Punktes 
(~, y) der Ebene betrachten. 


EON eae Hine allgemeine lineare homogene Transformation in den Ver- 
anderlichen 2, %, % 3: 
/ 
(17) LH; = AX, + jg Lo a Aj3 Xs (i = ee 4, 3) 
giebt, wenn wir dementsprechend 
es = ty oe Oe , L 
== US S54 (SS =, CS 
24? Y 2, 4’? y le 
setzen, die Transformation in 2, y: 
ai wee A410 + AY + Ay feke, 31% + Ago Y + Ags 
Ag, % Ase Y + a5,” As) © + Asey + Ass? 


Proj. Tf. also eine allgemeine projective Transformation in der Ebene (a, y). 
Umgekehrt leuchtet ein, dass jede projective Transformation (17’) der 
(wy)-Ebene mit einer linearen homogenen Transformation (17) der 
Verinderlichen 2,, #2, %3 aquivalent ist. 

Mithin transformiert die allgemeine lineare homogene Gruppe in 
X, Ly, XH, die Punkte der Ebene 


¢ 
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durch die allgemeine projective Gruppe. Dass nun aber erstere Gruppe 
neun-, letztere nur achtgliedrig ist, findet hierbei seine Erklirung 
darin, dass je oot Transformationen (17) dieselbe projective Trans- 
formation (17’) in der Ebene darstellen, denn in (17’) kommen nur die 
acht Verhiltnisse der aj, in betracht. Wir heben tiberdies hervor, 
dass die eingliedrige Gruppe 
= Oe,, 8, 00, Uy — Wie 

alle Punkte der (wy)-Ebene in Ruhe asst. 

Aus den letzten Betrachtungen des vorigen Paragraphen folgt, 
dass insbesondere auch die achtgliedrige specielle lineare homogene 
Gruppe in %,, %, %3 die ganze projective Gruppe der Ebene darstellt, 
wie dies in Satz 8 ohne Zuhiilfenahme der jetzigen geometrischen 
Deutung des Niheren ausgesprochen wurde. 


In den homogenen Coordinaten z,, 2, x, wird eine beliebige Ge- 
rade durch eine Gileichung von der Form 
(18) U2, + Uy, + Ux, = 0 
gegeben. Da die Transformation (17) in der Ebene (#,: a: 23) pro- Txansfor- 
jectiv ist, so werden bei ihr die Geraden unter einander vertauscht. Geraden. 
Wir wollen den analytischen Ausdruck fiir diese Linientransformation 
suchen. 

Die Gerade (18) werde vermége (17) in die Gerade 
(19) Uy 2, + Uy Lo + Us’ Ly = O 
tibergefiihrt. Die zu (17) inverse Transformation wird (19) in (18) 
verwandeln. Diese inverse Transformation geht durch Auflésung von 
(17) nach x, 7, w; hervor. Bezeichnen wir mit A; die Unterdeter- 
minante der Determinante 

4 aa Giz | 

p | 1, k=1, 2, 3 | 
hinsichtlich des Gliedes az, so giebt diese Auflésung bekanntlich 
(20) xX, = 5 (Ayn ay’ + Ag, Hy A525’) (k = tf 25 3). 


Substitution der vorstehenden Werte in (18) giebt: 


8 
>! >} Aj. t;, = 0. 
1 


Es soll nun diese Gleichung mit (19) itibereinstimmen. Ihre linke 
Seite -soll also gleich der von (19), eventuell multipliciert mit einem 
Factor, sein. Da es aber auch zur Bestimmung der Geraden (19) nur 
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auf die Kenntnis der Verhiltnisse der 1,’, #,’, u; ankommt, so kénnen 
wir den Factor ohne Hinschrinkung dér Allgemeinheit gleich 1 an- 


nehmen, also setzen: 
3 3 
>} > Anna! = >! Uj Li» 
1 1 
Hieraus folgt 


(21) UW = Anu, +- A j2Up + Aj3Us (a = A; i aby 
Bekanntlich heissen #,, %, % homogene Liniencoordinaten. Wir 
sprechen daher das Ergebnis so aus: 
etaaiang Satz 9: Bezeichnen 2,, %, 2%, homogene Punkt- und u,, Uy, Us 


Liniencoord homogene Liniencoordinaten in der Ebene, so werden bei der allgemeinen 
projectwwen Transformation der Ebene: 
L;} = AX, + At, + asx, (t= 1, 2, 3) 
die Geraden unter einander vertauscht vermoge der Transformation: 
Ui, = Anu, + Apu, + Au, (@=1, 2, 3). 
Dabei bedeutet Ay, die Unterdeterminante der Determinante | ax | hin- 
sichtlich diz. 

In § 2 des 10. Kap. haben wir dieselbe Betrachtung in nicht- 
homogenen Punkt- und Liniencoordinaten durchgefiihrt. 

Uberhaupt ist es nicht schwer, die Betrachtungen des 10. Kap. in 
homogenen Coordinaten wiederzugeben oder von neuem abzuleiten. 
Doch wollen wir uns darauf beschrinken, dies nur anzudeuten. Nach 
§ 4 des 10. Kap. nennen wir diejenige Punkttransformation, die her- 
vorgeht, wenn in (21) statt w allgemein x geschrieben wird, eine zur 

Dualist. Transformation (17) dualistische Transformation. 

Haben wir irgend eine Untergruppe der allgemeinen linearen 
homogenen Gruppe ins Auge gefasst, so erhalten wir eine zu ihr 
dualistische Gruppe, indem wir jede ihrer Transformationen (17) er- 
setzen durch die zugehérige Transformation (21) und sodann «& statt 
w und a’ statt w’ schreiben. . 


Inf, lineare Ks liege eine infinitesimale lineare homogene Transformation vor: 


homog. Trf. 
3 
y) = . Nave of 3 
(22) xXf= 2 Danes ae 


Sie geht, wie wir sahen, aus (17) hervor, wenn man in (17) 
Qin = Ex + an Ot (4, b=, as D) 
setzt, dabei unter ¢; die Zahl 1 oder 0 verstehend, je nachdem 1 =f 
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oder += ist. Die Substitution dieser Werte in (21) wird also die 
infinitesimale Linientransformation Uf ergeben, welche die infinitesi- 
male projective Punkttransformation Xf nach sich zieht. 

Bequemer ist es aber, diese infinitesimale Linientransformation Uf 
direct abzuleiten. Wenn wir Xf auf die Punkte der Geraden 


U2, + Ugxy + Us%s = 0 


austiben, so gehen sie in die Punkte einer unendlich benachbarten 
Geraden 


8 
Pac + dui) (a + da;) = 0 


liber, deren Gleichung auch so geschrieben werden kann: 


3 3 3 3 
ae oe + D} mde + Dp dude = (0), 


Die linke Seite soll gleich Lw;a; sein. Da das letzte Glied von zweiter 
Ordnung unendlich klein ist, so bleibt also nur: 


Sia su Jt = 0, 
it 


1 


woraus durch Einsetzung der Werte: 


3 
02; =o zs 654,00 t 


folgt: 


3 3 
Sa. du; + >! Saaaeuide = 0 
fae 
1 1 
3 3 
Dai fa oe Peat dt = 0; 
if Bf 


sodass einzeln sein muss: 


3 
OU; os — Sasi de (a = Ls 2 3). 
Zi 


oder 


Die w,, t,, us; erfahren also vermége Xf die infinitesimale Trans- te. tf. der 


. Geraden. 
formation 
3 
a) 
i= SE Seon ft 
1 1 


Wie man sieht, geht Uf aus — Xf hervor, wenn man darin 2 durch 
uw und a, durch a; ersetzt. 
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Satz 10: Bedeuten x,, 2, 1  homogene Punktcoordinaten wnd 
Uy, Ue, Us homogene Liniencoordinaten in der Ebene, so erfahren die Ge- 
raden der Ebene bei der infinitesimalen projectiven Punkttransformation 


Xf =>] Sean = 


die infinitesimale Transformation 


Uf = SIS On: UE : 
h i 


Will man gleichzeitig die infinitesimalen Transformationen der 
Punkte und der Geraden betrachten, so hat man das Symbol Xf-+-Uf 
zu benutzen. 
Wir kénnen auch sagen: 
BAECS Satz ll: Zur infinitesimalen Ee ae el las 


dualist, inf. 
lin, homog. 


Transform. Af = —<— > >! Oi ieee aa 


in der Ebene mit den homogenen ee Ly, La, Lz 1st die m- 
finitesemale Transformation 


Yf= —>>} Oj HE ae 


sowte jede aus leteterer durch lineare homogene Transformation in X,, Xo, %5 
hervorgehende infinitesimale Transformation dualistisch. 


Fragen wir uns, wie sich in homogenen Coordinaten die Forde- 
Tnvariang rung ausdriickt, dass em Punkt (4,:%,:%,) bei einer infinitesimalen 
Punktes. projectiven TR eae der Ebene in Ruhe bleibt. Diese Frage deckt 
sich vom analytischen Gesichtspunkt aus mit einer friiher erledigten, 
namlich mit der Frage nach dem Kriterium fiir die Invarianz eines 
durch den Coordinatenanfang gehenden Strahles bei einer vorgeleg- 
ten infinitesimalen liearen homogenen Transformation des Raumes 
(@, Xq, Ws). 
Direct kénnen wir das gesuchte Kriterium in dieser Weise ableiten: 
Der Punkt mit den homogenen Coordinaten 2,, %, 4, in der Ebene 
bleibt bei Xf in Ruhe, wenn der Punkt (7, + 02,: 7% + 0%: x + 04,) 
mit ihm zusammenfallt, d.h. wenn d%,, 0%, 0x3 proportional mit 
bez. 2, %, 7, sind, wenn also 


ist, oder also endlich, wenn die schon im vorigen Paragraphen be- 


sprochenen Gleichungen bestehen: - 
(23) Oi, - Mint, + WisX,—= ex; (i= 1, 2, 3), 
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die sich nur dann durch nicht simtlich verschwindende Werte von 
%,, ,, % befriedigen lassen, wenn g der cubischen Gleichung geniigt: 


O11 — Q@ M9 O13 
Ag = | O34 Qo — Q Ape = 0. 
| gy O39 33 — Q 


Andererseits bleibt eine Gerade (u, : us), wie eine analoge Be- 
trachtung zeigt, nur dann in Ruhe, wenn die Incremente dm der 
Liniencoordinaten den « proportional sind, also etwa 


Ou =—ou,dt (=—1, 2, 3) 
ist. Die Werte der de liest man aus Uf ab und findet: 
(24) RU, Waxy + getty = OM (kK = 1, 2, 3B). 


Diese Gleichungen lassen sich nur dann durch nicht simtlich ver- 
schwindende -Werte von u,, u., us befriedigen, wenn o der cubischen 
Gleichung geniigt: 


| Gy QO Oy O34 
©: Gon = U5 Oey =a.) 
O15 G3 O33 — O | 


@ ist also auch jetzt eine Wurzel der obigen Gleichung 4~) = 0. Man 
bemerkt, dass wir die Gleichungen (24) schon im vorigen Paragraphen 
statt in ,, U:, Us in A,, dy, A; geschrieben erhielten, als wir im 
Raume invariante Ebenen durch den Anfangspunkt suchten. Hs liegt 
diese Ubereinstimmung darin, dass jede derartige Ebene in der unend- 
lich fernen Ebene eine invariante Gerade bestimmt und umgekehrt. 
Wir deuteten ja friiher in der That z,, 7, 7, gelegentlich als homo- 
gene Punktcoordinaten in der unendlich fernen Kbene. 

Die Forderung, dass die Gerade (uw, : ug: 3) invariant sein soll, 
deckt sich mit der Forderung, dass die Gleichung 


U,X, + UL, + Usgt, = 0 
in den Verdnderlichen 2,, %,, “3 bei Xf invariant sein soll. Dem- 


entsprechend deckt sich die Forderung, dass der Punkt. (a, : 2: 25) 
invariant sein soll, mit der anderen, dass die Gleichung 


LU, + Lette + %3Uz = O 


in den Veriinderlichen w,, “,, vu, bei der infinitesimalen Transforma- 
tion Uf invariant sein soll. 


Invarianz 
einer 
Geraden. 


Wir wollen nun die sich ergebenden Bedingungen (23), (24) und Discussion 
A) = 0 genauer untersuchen, In § 3 des 3. Kap, haben wir schon iuiicad 


Erster Fall. 


Zweiter 
Fall. 
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in nicht homogenen Coordinaten das jetzige Problem behandelt und 
erledigt. Es ist aber von Interesse, és in homogenen Coordinaten 
durchzuftihren. Es kénnen mehrere Fille eintreten: Ist @ eine Wurzel 
von 4) = 0, so reducieren sich fiir diese die Gleichungen (23) bez. 
(24) sicher auf héchstens zwei. Hs wire aber mdglich, dass sie sich 
auf nur eine zuriickfiihren lassen. Dies tritt ein, wenn fiir die be- 
treffende Wurzel @ auch alle zweireihigen Unterdeterminanten von 
Aig verschwinden. Alsdann ergiebt sich eben nicht nur ein Wert- 
system (#7, :%,:%3) bez. (uw, :U,: ts), sondern es gehen je oo* hervor, 
die wesentlich verschieden sind. Wir finden also dann oo? ein- 
zeln invariante Punkte und oo einzeln invariante Geraden. LErstere 
liegen auf einer Geraden, da sie eine lineare Gleichung (23), letztere 
gehen durch einen Punkt, da sie eine lineare Gleichung (24) erfiillen. 
Alle einreihigen Determinanten von 4 kénnen fiir eine Wurzel der 
Gleichung 4% = 0 nicht verschwinden, da sonst alle Punkte der 
Ebene invariant bleiben, d. h. jedes Ox; = %0¢ oder also 
Xf = Xp, + % Po + % pz; ware. Noch bemerken wir: 4 = 0 hat 
stets drei endliche Wurzeln g, da e* in 4q) den Factor — tf hat. Im 
besonderen kénnen aber Wurzeln zusammenfallen. Weil aber fiir eine 
Doppelwurzel von 4) = 0 auch J‘) = 0 und weil andererseits 


2 ey = — 41, — 4x, — As 


ist, wenn Jz die zweireihige Unterdeterminante von Ai) hinsichtlich 
des Gliedes der «i Vertical- und **" Horizontalreihe bedeutet, so 
kénnen alle zweireihigen Unterdeterminanten 4, nur dann verschwin- 
den, wenn 4) = 0 eine Doppelwurzel hat, doch brauchen sie es nicht 
zu thun. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir zur Behandlung der ein- 
zelnen Falle iiber. ae 

Erster Fall: Alle Wurzeln @ seien verschieden. Alsdann ver- 
schwinden nicht alle zweireihigen Unterdeterminanten. (23) stellt also 
fiir jede Wurzel @ zwei verschiedene Geraden dar, deren Schnittpunkt 
in Ruhe bleibt, entsprechend (24) zwei verschiedene Punkte, deren 
Verbindende in Ruhe bleibt. Es gehen also drei einzeln invariante 
Punkte und drei einzeln invariante Geraden hervor. Die drei Punkte 
kénnen nicht auf einer Geraden liegen, da sonst jeder Punkt auf ihr 
in Ruhe bleibt, also (23) sich auf nur eine Gleichung reducierte. Da 
die Verbindende zweier invarianter Punkte eine invariante Gerade ist, 
so kommen wir notwendig zu der Configuration 1 in Fig. 49. 

Zweiter Fall: Hine Wurzel @ sei Doppelwurzel, wahrend nicht 
alle 4, fiir sie verschwinden. Die Doppelwurzel giebt dann zwei 
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Geraden (23) mit invariantem Schnittpunkt, die einfache Wurzel eben- 
falls. Doch werden wir ersteren invarianten Punkt als doppeltzihlend, 
d.h. als zwei unendlich benachbarte invariante Punkte betrachten. 
Entsprechend ergiebt sich aus (24) eine doppeltzihlende und eine ein- 
fache invariante Gerade. Nattirlich ist die eine dieser Geraden die 
Verbindende der beiden invarianten Punkte. Lisst man den vorliegen- 
den Fall durch Grenziibergang aus dem ersten hervorgehen, indem 
man die @, continuierlich so aindert, bis 4g =O eine Doppelwurzel 
erhalt, ohne dass alle 4; verschwinden, so sieht man, dass wir 
die Verbindende der beiden invarianten Punkte als doppeltziihlende 
invariante Gerade aufzufassen haben und dass die andere invariante 
Gerade durch den doppeltzahlenden Punkt geht. Wir kommen also 
zur Configuration 2 in Fig. 49. 

Dritter Fall: Kine Wurzel o 
sei Doppelwurzel und alle 4, seien 
fiir sie gleich Null. Hier giebt (23) 
bez. (24) fiir die Doppelwurzel nur 
je eine Gleichung, d.h. es ergeben 
sich als invariante Punkte alle Punkte 
einer Geraden, als invariante Geraden 
alle Geraden durch einen Punkt. Die 
einfache Wurzel liefert wie friiher 
einen inyarianten Punkt bez. eine 
invariante Gerade. Der invariante 
Punkt liegt nicht auf der Geraden 
jener oo! invarianten Punkte, da 
sonst fiir sein 9 auch alle 4; Null 
waren. Entsprechend gehort die ein- 
zelne invariante Gerade nicht zu den 
obigen cot. Daher ist nur die Con- 
figuration 3 in Fig. 49 mdglich. 

Vierter Fall: Ag =O besitze See 
eine dreifache Wurzel, fiir die jedoch 
nicht. alle 4, verschwinden. Alsdann liefert (23) einen dreifach- 
zihlenden invarianten Punkt und (24) eine dreifachzihlende invariante 
Gerade. Letztere enthalt ersteren, denn die Punkte der invarianten 
Geraden erfahren bei Xf eine infinitesimale projective Transformation 
unter sich, bei der bekanntlich mindestens ein Punkt invariant bleibt. 
Also kommt das Bild 4 in Fig. 49. 

Fiinfter Fall: Ag) = 0 besitze eine dreifache Wurzel, fiir die 
alle 4;,=—=0 sind. (23) liefert oo’ invariante Punkte lings einer 


Dritter 


AT 


Vierter 
Fall, 


Fiinfter 
Fall, 
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Geraden, (24) oo! invariante Geraden durch einen Punkt. Letzterer 
Punkt bleibt in Ruhe, muss also zu jenen oo’ invarianten Punkten 
gehoren. So geht das Bild 5 in Fig. 49 hervor. 

Wir sehen, dass sich die fiinf Méglichkeiten invarianter Punkte 
und Geraden genau so wie in § 3 des 3. Kap. ergeben, aber unsere 
jetzige Betrachtungsweise ist ktirzer und tibersichtlicher. 

Wenn wir nun den invarianten Gebilden vermége passender pro- 
jectiver Transformationen besonders bequeme Lagen erteilen, so kénnen 
wir ohne Miihe die zugehérigen infinitesimalen Transformationen Xf 
ableiten und erhalten damit auf neuem Wege alle Typen von ein- 
gliedrigen projectiven Gruppen der Kbene. 

Wir wollen uns aber hiermit nicht aufhalten, sondern uns zu 
einem Probleme wenden, das die Aufstellung dieser Typen umfasst. 


§ 3. Bestimmung aller Untergruppen der allgemeinen linearen 
homogenen Gruppe in drei Veranderlichen. 


Ks ist bekannt, dass zwischen der allgemeinen projectiven Gruppe 
der Ebene (x, y) und der allgemeinen linearen homogenen Gruppe in 
drei Veranderlichen x,, x,, x, eimme enge Beziehung besteht, die wir 
auf geometrischem Wege insbesondere dadurch herstellten, dass wir 
L1, %, x, als homogene Punktcoordinaten in der Ebene deuteten. Da 
wir nun alle Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe in 
Kap. 11 schon bestimmt haben, so wird es uns verhaltnismissig leicht 
sein, mit Hiilfe dieses Zusammenhanges alle Untergruppen der allge- 
meinen linearen homogenen Gruppe in 2,, %, v3 anzugeben. 

Gleich- Wir nennen zwei Untergruppen der linearen homogenen Gruppe mit 


berechtigte . = 5 : ‘ 1 5 5 
Untergr. a. ernander gleichberechtigt innerhalb dieser Gruppe, wenn die eine durch 


hotogenen Austibung einer linearen homogenen Transformation in die andere tiber- 
geht. Fiir jede Schar von gleichberechtigten Untergruppen suchen wir 
in diesem Paragraphen einen Typus aufzustellen. Kennen wir einen 
solchen, so kennen wir ja die ganze Schar, da sie durch Ausftihrung 
aller linearer homogener Transformationen aus dem Typus_hervor- 
Gleich- gehen. Entsprechend nennen wir zwei Untergruppen der speciellen 


pberechtigte _~ ‘ . A 6 5 
Untergr. d. linearen homogenen Gruppe mit einander gleichberechtigt innerhalb der 


nomogencn speciellen Gruppe, wenn die eine durch Austibung einer speciellen 
linearen homogenen Transformation in die andere tibergeht. Wir 
wollen auch fiir diese Scharen gleichberechtigter Gruppen je einen 
Typus bestimmen. 


Nun gilt zunichst der 
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Satz 12: Sind zwei Untergruppen der speciellen linearen homo- 
genen Gruppe im 1, %, % mit emmander gleichberechtigt innerhalb der 
allgemeinen linearen homogenen Gruppe, so sind sie auch mit einander 
gleichberechtigt innerhalb der speciellen Gruppe. 

Der Beweis ist ganz so wie der des Satzes 10 des § 4, 5. Kap., 
nur dass statt der dortigen Transformation 7, diese zu gebrauchen ist: 
t= V1, Ty! = Zi ts = VA ty. 

Es ergeben sich hiernach alle Zypen von Untergruppen der spe- 
ciellen lmearen homogenen Gruppe, mdem man die Typen von Unter- 
gruppen der allgemeinen Gruppe sucht, die in der speciellen Gruppe 
enthalten sind. 

Ferner bemerken wir, dass eine specielle lineare homogene Gruppe 
durch Ausfiihrung einer allgemeinen linearen homogenen Transforma- 
tion S immer wieder in eine specielle iibergeht. Denn ist 7 eine 
Transformation der ersteren und hat S die Determinante 4, so hat 
die durch Ausfiihrung von S auf 7 hervorgehende S—17'S nach Satz 1, 


$ 1, die Determinante - 1-4 =1, ist also auch speciell. 
Endlich sehen wir ohne Miihe ein: Sind zwei lineare homogene 
Gruppen mit eimander dualistisch im der in § 2 auseinandergesetzten 


Weise und gehoért die eme der speciellen linearen homogenen Gruppe 
an, so gilt dasselbe von der andern. Denn zur Transformation 


i = Hi, + ink, + Ast, (t= 1, 2, 3) 
ist nach § 2 diese dualistisch: 
0, = Ant, + Ar, + Aisxs (i = 1, 2, 3), 


in der A, die Unterdeterminante der Determinante 4, =| a, | hin- 
sichtlich a; ist. Letztere aber hat die Determinante 
| Az | =| a |° = 2°. 


Ist also 4, = 1, so ist auch | Ay | = 1. 

Unser Problem zerfallt also in zwei: 

I. Alle Typen von Untergruppen der speciellen linearen homo- 
genen Gruppe zu finden. 

II. Alle Typen von Untergruppen der allgemeinen linearen homo- 
genen Gruppe zu finden, die nicht der speciellen angehéren. 


Zunachst lésen wir das erste Problem ohne Miihe: Nach Satz 8 
des ersten Paragraphen ist jeder Untergruppe X,/f..X,f der speciellen 
linearen homogenen Gruppe in 2, %, 2%, eine Untergruppe U,f..U,f 
der allgemeinen projectiven Gruppe in x, y zugeordnet. Sind zwei 
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Erstes 
Problem. 


Zweites 
Problem, 
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Untergruppen der speciellen linearen homogenen Gruppe innerhalb 
dieser mit einander gleichberechtigt, so. gilt dasselbe von den zuge- 
ordneten Untergruppen der projectiven Gruppe innerhalb der letzteren, 
und umgekehrt. Die gesuchten Typen von Untergruppen der speciellen 
linearen homogenen Gruppe ergeben sich also sofort, wenn wir die in 
§ 4 des 11. Kap. zusammengestellten Typen von projectiven Gruppen 
in z, y in den homogenen Veranderlichen 2,, %,, x; schreiben, wozu 
wir uns einer zum Schluss des ersten Paragraphen aufgestellten 
Tabelle bedienen kénnen. So liefert z. B. die Gruppe eines Kegel- 
schnittes 

p+2q ep+2yq @—Yy)p+ ryg 
sofort den Typus: 

Ls Py + Ly Pz La P2— Ly Pz Ly Py + Hy Ds. 


Wir kommen jetzt zum zweiten Problem: Wir suchen diejenigen 
Untergruppen X,f..X,f der allgemeinen linearen homogenen Gruppe, 
die nicht vollstindig der speciellen Gruppe angehéren. Da jede in- 
finitesimale Transformation der speciellen Gruppe linear nach Satz 4 
des § 1 aus den acht einzelnen 


Le Di, ive Lede (0, Wa 12, 3 ees) 
und jede der allgemeinen Gruppe aus diesen und aus 
OU = &, py + Lo P2 + aes 


linear ableitbar ist, so folgt, dass die infinitesimalen Transformationen 
der gesuchten Gruppe X,f..X,f sich so darstellen lassen: 


Gif GG = ee 


_ Hierin bedeuten Y,f..Y,f specielle lineare homogene infinitesimale 


Transformationen und a,..a, Constanten. Hs giebt aber, wie man 
sofort sieht, U mit jeder speciellen infinitesimalen Transformation Yf 
durch Klammerbildung combiniert Null, die Klammeroperation von 
zwei Yf aber wieder ein Yf. Da andererseits nach dem Hauptsatz 


r 


(KX) = Yon Kf G, k= 1,2..7) 


a 


sein muss, so folgt also auch: 
(Viki) =>! em (Ye + aU) -G, k= 1, 2..0), 
1 


sodass notwendig jede Summe Ye, a, gleich Null und 
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(Y: Ys) = >! ca Yel (i, k=1,2..4r) 
1 


ist. Mithin sehen wir: Y,/f..Y,f erzeugen fiir sich eine Untergruppe 
der speciellen linearen homogenen Gruppe. Von dieser sogenannten 
verkiirzten Gruppe ausgehend kénnen wir riickwiirts die gesuchte 
Gruppe X,f.. X,f bilden. 

Unser Problem kommt also darauf hinaus, zu den infinitesimalen 
Transformationen jedes der beim ersten Problem gefundenen Typen 
von speciellen linearen homogenen Gruppen additiv Glieder von der 
Form Const. U hinzuzufiigen und eventuell auch U fiir sich als selb- 
stindige infinitesimale Transformation hinzuzunehmen, derart, dass 
wieder eine Gruppe hervorgeht. 

Wir sehen iibrigens: Sind zwei Gruppen Y,/f.. Y,f nicht inner- 
halb der speciellen linearen homogenen Gruppe gleichberechtigt, so 
sind es auch nicht die aus ihnen durch das skizzierte Verfahren her- 
vorgehenden Gruppen X,/f..X,f innerhalb der allgemeinen linearen 
homogenen Gruppe, denn geht X;f vermége einer homogenen linearen 
Transformation S in X,f iiber und ist: 


a ee ear, 


so geht vermége S auch Y;f in ¥;f iiber, da 8 specielle Transforma- 
tionen wieder in specielle iiberfiihrt. 


Das noch zu erledigende Problem kann nun in gwer Teile zerlegt Teilung aes 
werden: Entweder enthalt die gesuchte Gruppe U= 4, p, + %2p, + %5 ps Problems. 
selbstiindig oder nicht. Hine Gruppe der ersten Art ist nie mit einer 
der letzteren Art gleichberechtigt, da U nur mit sich selbst gleich- 
berechtigt ist. Der erste Fall ist nun besonders leicht zu erledigen: 

Enthalt die gesuchte Gruppe X,f.. X,f die infinitesimale Trans- Hoe, 


ie 22; p; 


formation U selbstiindig, so kann sie so geschrieben werden: enthalten. 


X,f..X,—1f, UU, 
wo dann 


Kf=Vfto0 G1, 2.-+) 


ist. Alsdann gehoért aber auch X;f—aj;U der Gruppe an. Sie kann 
darum so geschrieben werden: 


Yoel eh aU. 


Die in diesem Fall gesuchten Typen gehen also aus den im ersten 
Problem gesuchten Typen von Untergruppen der speciellen linearen 


homogenen Gruppe einfach dadurch hervor, dass man zu allen diesen 
33* 


Gruppen, 

die 2 2; p; 

nicht ent- 
halten. 


Beispiel, 
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Typen 2, p, + 2p, + 2p, hinzufiigt. Das obige Beispiel liefert so 
den Typus 


I Dy + Wy Pq Ly P2 — Lz Pz Ly Py + Hy Ps 
LP, + Ly Py -F Ls Ps. 

Doch darf ein Typus dabei nicht vergessen werden: Der Fall r= 1 
liefert die eingliedrige Gruppe 7, p, + % Pp, + %3p3 selbst. 

Endlich bleibt noch der Fall zu erledigen, alle Gruppen X,/..X,f 
zu bestimmen, bei denen sich aus 

Xf Lf a, le oe) 

keine infinitesimale Transformation von der Form U selbst linear ab- 
leiten lasst. Wir wihlen zu dem Zweck irgend einen der im ersten 
Problem gefundenen Typen Y,f..¥,f aus und fiigen zu Y,f.. Y,f ad- 
ditive Glieder a, U..a,U hinzu. Da nun, wie bemerkt, (Y;+-a;U, Yi+-a,U) 
der speciellen Gruppe angehért, so werden wir zu den Y;/, die sich 
durch Klammeroperation reproducieren, keime Glieder a;U addieren. 
Diejenigen Gruppen Y,f.. Y,f also, die ihre eigenen ersten derivierten 
Gruppen sind (vgl. § 3 des 18. Kap.), geben zu keinem neuen Typus 
Anlass. Wir haben also diese jetzt bei Seite zu lassen. Ist von einer 
Gruppe Y,f..Y,f die erste derivierte Gruppe dagegen weniger-, 
sagen wir q-gliedrig, so treten noch »—gq additive Glieder a,U auf. 
Die r —q Constanten a; kénnen wir dann nur noch dadurch even- 
tuell specialisieren, dass wir passende neue Verdnderliche vermége 
einer linearen homogenen Transformation einfiihren, da die Klammer- 
operationen, also der Hauptsatz, keine weiteren Bedingungen fiir die 
a; liefern. 

Beispiel: Gehen wir etwa von der projectiven Gruppe 

p+xq “p+ 2yq 
aus, die als ‘I'ypus einer speciellen linearen homogenen Gruppe liefert : 
3 Py Ly Px Ly Py — Hs Ps. 

Sie giebt noch einen Typus der allgemeinen linearen homogenen 
Gruppe, in dem U selbst auftritt: 

Ws Py Ly Pz %yPy— Ly Ps Ly Py + Wo Py + 3 ps. : 
Ausserdem haben wir, da die erste derivierte Gruppe des ersten Typus 
Xs), + &,p. ist, noch die Gruppe zu bilden: 

KX, f= 4p, + 2, p,, Xa f=. p, —%3~, + aU. (a == 0), 
Die Constante a lisst sich durch EHinfiihrung neuer Veriinderlicher 


vermége einer linearen homogenen Transformation nicht weiter specia- 
lisieren, denn jede solche Transformation 
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3 
x= k ARLE (i = Ans 2, 3) 


liefert: E 


8 
Pr = San p! (k= iy 2, 3). 
1 


Soll vermége der Transformation die Gruppe X,f,; X,f in eine von 
derselben Gestalt iibergehen, in der nur a etwa einen anderen Wert 
hat, so muss X,f gerade in sich — multipliciert mit einer Zahl — 
tibergehen, da X,f die einzige infinitesimale Transformation der Gruppe 
ist, die der speciellen Gruppe angehért, oder auch da (X,X,) = X,f 
ist. Also ist zu fordern: 


Ls Py + % Po = A(%3 py ++ 4 Py) (A oe 0), 
Ly P, — Xp; + aU = 
“(a3 + I’ Py) == V (Ly DP, — is Ps ) aU’ (v == 0). 


Setzen wir hierin die obigen Werte der p; ein, so giebt der Vergleich 
der Coefficienten von p, in beiden Relationen: 


As,%3 + Agel, = O 
 s: 7 , 
zy Ly — UggL, = (A — a — V) a, 


Also ist nach der ersten Bedingung a,,—=a,,—0 und daher 7, —d5323, 
d. h. a3: 0. Vergleich der Coefficienten von p,’ giebt weiter a,,;—=Ads5, 
also a, = 0, ferner (a —a’)a,,=0, also a=a’. Die zweite der 
-vorstehenden Bedingungen liefert hiernach noch y—1. Es ist also 
v:@=—=1:a, mit anderen Worten: Durch Hinfiihrung neuer Variabeln 
kann @ nicht specialisiert werden. . 

Wie in diesem Beispiel, so kann man allgemein einsehen, dass 
in einer infinitesimalen Transformation, die aus x, p,, %2)., #33 allein 
linear ableitbar ist, die auftretenden Constanten nicht weiter speciali- 
siert werden kénnen. Denn ~ 


Ay Py 1 Ag %_ Da + Ag Hs Ds 


geht vermége der linearen Transformation 


2 
o 


(25) Li = k ip Ly @ = 1, Zr 3) 


1 


iiber in 


3 3 
»! An Lp > Qik i- 


1 1 


Beispiel. 
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Soll dies die Form 
A; i Py ap Dogo = = Ag Xs D3 


3 
Ahi —— > ik AnXx, 
1 


(Ai — An) Gir = 0 (2; b= i Z 3) 


haben, so muss 


also nach (25) 


sein. Wire nun 4, weder gleich 4,, noch gleich A, oder Aj, so ware 
Ai = Aj. = a3 = 0. Da aber die Determinante | a,,| nicht Null sein 
darf, so muss also jedes 4’ gleich einem 4 sein, und umgekehrt jedes 
4 gleich einem 4’. Die hervorgehende neue infinitesimale Transforma- 
tion kann man aber dadurch erhalten, dass man einfach 2, %, %3 
unter einander permutiert, was natiirlich kemen Nutzen hat. 

Wohl aber lasst sich in infinitesimalen Transformationen Yf+aU, 
in denen Yf nicht aus 2, p,, 2%, %3p3 allein linear ableitbar ist, die 
Constante a hiufig specialisieren. 

Beispiel: Die projective Gruppe 

q p+ xg 
liefert zunachst die Typen: 
3 Po %3 Py + Xo 
und 
Tgp, Ls Py + LX, Py %yP, + Lz Py + W3 ps. 
Noch ist der Typus 


Hx Po aU ws p, + 2, P. + bU 
zu untersuchen, in dem a und 0 nicht beide Null sein sollen. Fiihrt 


man Yaw, und ax, als Veranderliche 2,, z, ein, so kommt, wenn 
a+ 0 ist, der Typus 


%P,+ U xp; + 2p, + cU, 


in dem die Constante ¢ sich, wie man zeigen kann, nicht weiter specia- 
lisieren lasst. Fir a0 dagegen ergiebt sich, wenn man ba, und 


7% als x, und 2, benutzt, der Typus 


Ls, Ly Py + Lp. + U. 


Noch “fiigen wir hinzu: Es empfiehlt sich bei der Untersuchung 
der noch auftretenden Constanten, zunichst zu versuchen, ob sie sich 
durch lineare homogene Transformation yon der besonderen Form 


v , ‘ 
Ty = Aya, Wy = Ag Me, Wy = Age 


specialisieren lassen, wie wir es in diesem Beispiel gethan haben. 
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Wir stellen nunmehr alle Typen von linearen homogenen Gruppen 
in 4, %, %3, SO wie sie sich durch die entwickelte Methode ergeben, 
in einer Tafel zusammen. Sie sind in neun Abteilungen nach ihrer 
Gliederzahl geordnet. Dabei sind jedesmal diejenigen Typen, die 


U = & py + po + %3 Ds 


als selbstindige infinitesimale Transformation enthalten, an das Ende 
gestellt und von den iibrigen durch einen Querstrich getrennt. Die noch 
auftretenden Constanten sind simtlich wesentlich. Doch ist zu be- 
merken, dass diese Constanten noch der einen Beschrankung unter- 
wworfen sind: Sie diirfen nicht so gewihlt werden, dass eine Gruppe, 
die bei allgemeiner Wahl der Constanten U nicht als selbstiindig ent- 
halt, doch bei der speciellen Wahl U als infinitesimale Transformation 
besitzt, denn die Gruppen, in denen U besonders auftritt, sind in der 
Ubersicht schon besonders angegeben. 


Zusammenstellung aller Typen von linearen homogenen Gruppen in 
drei Verinderlichen. 


I. Newngliedrig: 


LP, UP, X3Py AXPg LP. U3 Pg LP; Pz, Xz Ps : 


Il. Achtgliedrig: 


| LP, UyP3 L3 Py, % Pz Ue Py %yePg XP, — V3 Pz Uy Pg — Xz Ps |. 


Ill. Stebengliedrig: 


| XP, FP. MWPo %eP, MW Py Pg Xz Pz | 


| Xz), UP MP. MP3, XP, UP. LPs : 


IV. Sechsgliedrig: 


| LP; %yP. UP, %oPy % Py — 4 Po Hy Dy + Ly P, + aU | 


| Lyf, Po UL, Po % Py — %e Pz VX Ps Ly Pp. + aU | 


| L3M, L3P, Pg Ly Py — XP, Py U | 
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| X3 Py UP, XP, — X3 Ps eit %,p, U | 


| L3Py Ly PP. Po UP, UP, Xs Ps 


V. Fiinfgliedrig: 
| H3P, Hy Pg Hy Pg XP —U%_ Pg % Py | 


| UP, LP, XP; —%3 Pz, % Po XH Ps | 


| t,), OP, 2,0, 1), aU 2p, -- 00 | 


. 2 
| X,P, Lz, Pp, axp-+byg U | 


| UP, UP, UP, %P2 V3 ps3 H3P, UP. XP, UP Xz Pz | 


| Hy Pg % Pg Py, Po Xz Pz |: 


VI. Viergliedrig: 
| tz, L3P, Ly Py AL, Py + bXy p,-+ CH5 ps 


| 


| Xe, gD, 2, +U x,y, + 4.9, + aU 


| typ, + U asp, 2p, %~P, + aU | 


| XP % Py — %y Pz Uy Py Oe Pate 


| PP, mr +AU mp, +oU | 


| 


| Us), LP, 1%, + aU ap, +bU 


Ly Py Ly Po yp, U | Ls Dq Le Py + XL, Py Ly Pz — Xz p, U 


| 


| @3 Py 1 Pg 3 Py + Ly P, U | 
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| Lg P, Tey %M + %P,-+ 7p, U | 


| Py % Py — Pg Py u | 


| an, Us P, At, p, + bap, U | 


| Us P,P, AX, Py + Xp, U | | Us Dy Dy %P, Ws Ds | 


| Ls Py + 2, Py, %yPy— UP, 2,P,+ 2,9, U : 


VIL. Dreigliedrig: 


| Ly Po tp, +U xp, +U | | Ly Nq Po Xp, + U | 


| H3P, Xz Po mPa -+ U | 3 Py U3 Po X Po | 


| XP, Ly DP, + %,P, Ly Py, — %3p, + aU | 


| Xs Pq HP, XP, + XP, + aU | 


fy, 3D 2), + XP, + LP, + aU | 


Pa Py gy a P, | 


| Ly P, %3Po G2, py + bx. p,. + Cs ps | 


| Ly Pz 2, P, G2, P, + DH, po + C%s Ds | 


———— 


| UP, %P,+ aU xp, + bU | 3D, ts ~, - U ap, + aU | 


| UP. %P,+U mp, + tp, + aU | 


| Ly Py + Hy Py Lo Py — Tz Pz Ly Pz + Pi | 


F 
| Hs Do Usp, + %,p, U | | Lz, XP, + Ly Po U | 


| LP, Hy Py + Ws De U | | Ls Po AX, Py + 0%, Do U | 


BR. 
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| XH Py 5 Dy U | | Bz Py % Po v | 


| MHP, UWP, Xs Ps | | hs Pi BPs * Ps — %sDs U : 


VIII. Zweighedrig: 


| Tee te Dy ay Oy OU) | | Bs ty Dy + 2,2 + U | 


| Hs; py Us py ae X Py | | Ls Po Xs py ae XD» oe aU | 


| © P, ©, DP, + 2p, + aU | | Xs Po AX, DP, + bL2 py + CX3 DP; | 


| i3p,+U %p, + aU | | Xs Py ©, p, + aU | 


| Gi Ey Delo! | | Hz), Xz Po | | Xp. + U Py + U | 


| Big Dy i Do =pO | | UP, % Po | 


| tp, + aU xp, + 6U | 


| XP, + LP, U | 


| ea ig U a+0, 1 | 


| a Oe ty Ps O | | Hy Py en 


IX. Hingliedrig: 


| UP, + A%p,+bU a0, 1 | | @3 D1 + Wy P2 + aU | 


| P+ Py + U | | Ly Py + XL Ps | | 2 + aU | 


| uP. +U | | XH; D2 | | U - 


§ 4. Verallgemeinerungen auf ” Veranderliche. 


Die in den vorhergehenden Paragraphen fiir lineare homogene 
Gruppen in drei Verinderlichen entwickelten Theorien lassen sich zum 
grossen Teil ohne weiteres auf den allgemeinen Fall von n Verander- 
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lichen ausdehnen. Wir wollen einige Sitze tiber die linearen homo- 
genen Gruppen in beliebig vielen Veriinderlichen aufstellen. Die Er- 
gebnisse werden zum Teil im nichsten Paragraphen weiter verwertet 
werden. 

Wir betrachten also lineare homogene Transformationen in » 
Veriinderlichen #,..2,. Dabei wollen wir diese Verinderlichen als 
homogene Punktcoordinaten in einem Raume R,—1 von n— 1 Dimensionen 
deuten. Schreiben wir eine solche lineare homogene Transformation : 


(26) Ui = Ai10, + -++ dink, (§ = 1, 2..2n) 


in den nicht-homogenen Punktcoordinaten 


es og Ce ee ae 


so lautet sie: 
or ya tt teat te 
mili nn—1En—1 1 nn 

und dies ist die allgemeine Form einer sogenannten projectiven Trans- Pi. Trt. 
formation im Raume R,—; von »—1 Dimensionen mit den Pans bia 
coordinaten z,..%,-1. Die transformierten Verinderlichen y,’..¥,—1 
sind linear gebrochene Functionen der wurspriinglichen Verdnderlichen 
ti --%n—1 mit demselben Nenner. Fiir n = 2, 3 deckt sich die jetzige 
Definition der projectiven Transformation mit den friiher ftir die Ge- 
rade und die Ebene gegebenen Definitionen. 

Da die homogene Form (26) aber bequemer als die nicht-homo- 
gene (27) ist, weil sie das Unendlichferne in derselben Weise zu be- 
handeln gestattet wie das Endliche, so benutzen wir in diesem Para- 
graphen nur die homogene Form (26). 

Betrachten wir insbesondere eine infinitesimale projective Trans- 
formation des &,—1, also eine infinitesimale lineare homogene 
Transformation in 2%, ..%,: 


xf= >> Oi Lp Pi» 
i | 


Nur nebenbei bemerken wir, dass sie geschrieben in den nicht-homo- 
genen Coordinaten x, ..%,—1 die Form annimmt: 


n—1 


Uf = iain: + 


+ si (3 inte — cut) pi SI Onk Lk (3 Xi ») ) 
1 1 : 


@=1, 2..n—1), 


(28) 


1 


d. h. allgemein linear ableithar ist aus den n* — 1 einzelnen: 
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Ds, tePey ter. + Ea P2 «> + LaPn) 
G;h=1, 2..n=—1). 


Te dee Suchen wir die bei Xf invarianten Punkte (a,:+-:%n), 80 haben wir 

: wie in § 2 zu verfahren: Der Punkt (#,:--:%,) bleibt bei Xf invariant, 
wenn die Incremente, die v,..%, erfahren, proportional %,..%, sind, 
wenn also eine Grésse @ existiert derart, dass 


Xo; = St am, = 9x C= be 2...) 
ist. Dies sind m lineare homogene Gleichungen in 2,.. pn: 
(29) oa, +--+ (ei — 0) 4; +++ + Cnt, = 0 = 1, 2..n), 


deren Determinante 


O14 —@ Op no) 
a. Qog —— a 
Ay, == | “2 eC 2n =) 
(@) , 
Oni One EL. RO ee 


sein muss, wenn es tiberhaupt einen invarianten Punkt (x,:--:2%,) giebt. 
Man hat daher @ als Wurzel der Gleichung 4¢) =O zu wihlen, die 
sicher mindestens eine Wurzel besitzt, da sie stets vom n= Grade 
ist. Setzt man eine Wurzel @ in (29) ein, so erhalt man ein Glei- 
chungensystem, das sicher ein nicht véllig verschwindendes Lésungen- 
system %,..2%, besitzt. Es giebt mithin stets mindestens einen in- 
varianten Punkt. © 
Satz 13: Jede infinitesimale Transformation 


n 
>: > ik LE Pi 
it 


m den homogenen Punktcoordinaten x,..%,, also jede infinitesimale pro- 
jective Transformation emes Rawmes von n — 1 Dimensionen ldsst min- 
destens emen Punkt (a,:++:2n) im Ruhe. 

Im allgemeinen Fall, dass 4) 0 gerade m verschiedene Wur- 
zeln hat, verschwinden bekanntlich nicht alle ( — 1)-reihigen Unter- 
determinanten der Determinante 4), und die Gleichungen (29) geben 
dann fiir jede Wurzel @ gerade einen invarianten Punkt, da sie die Ver- 
hiltnisse von 2,..%, vollstiindig bestimmen. Hs ist aber auch méglich, 
dass die Gleichung 4(., = 0 mehrfache Wurzeln besitzt. Verschwinden 
ftir eine solche nicht alle (n — 1)-reihigen Unterdeterminanten von 
Ai), so liefert sie einen invarianten Punkt, den man sich als eine 
Anzahl unendlich benachbarter invarianter Punkte, also als einen mehr- 
fachen invarianten Punkt vorstellen kann. Sobald aber fiir eine 
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Wurzel @ alle (x — 1)-reihigen, sagen wir allgemein alle (m — q)- 
reihigen, nicht aber alle (n — q— 1)-reihigen Unterdeterminanten 
von 4) verschwinden, — und das kann bekanntlich nur bei mehr als 
q-fachen Wurzeln unter Umstiinden vorkommen —, so reducieren sich 
fiir diese Wurzel die Gleichungen (29) auf nur » — gq — 1 von ein- 
ander unabhingige Gleichungen und bestimmen daher eine q-fach aus- 
gedehnte ebene Mannigfaltigkeit M,, deren siimtliche oo? Punkte ein- 
zeln in Ruhe bleiben. 

Zu jeder Wurzel g von 4. —0 gehért also, allgemein ge- 
sprochen, eine gewisse ebene Mannigfaltigkeit von lauter invarianten 
Punkten, die sich insbesondere auf einen einzigen Punkt reducieren 
kann. Hs fragt sich, ob sich durch Benutzung aller Wurzeln @ ein 
und derselbe invariante Punkt mehrmals ergeben kann, d.h. ob die 
za zwei verschiedenen Wurzeln @,, 9, gehdrigen ebenen Mannigfaltig- 
keiten von lauter invarianten Punkten etwa Punkte gemein haben. 
Die Punkte (x) der einen Mannigfaltigkeit gentigen den Gleichungen 

n 


Bead = 2) 


1 


die der anderen den Gleichungen 
> ana == 0,0; C= 1,-2.0). 
gE 
Soll ein Punkt (%) beiden Mannigfaltigkeiten gemein sein, so muss 
fiir ihn also: . 


(0, — Q)%: = 0 (@=1, 2..n), 


d. h. v4, =--= 2, =O sein. Dieses Wertsystem ist jedoch bei homo- 
genen Coordinaten ausgeschlossen. Die beiden Mannigfaltigkeiten haben 
also keinen Punkt gemein, sie sind, wie man auch sagt, zu einander 
windschief. 

Man kann hiernach alle Méglichkeiten der Configuration der in- 
varianten Punkte iiberblicken, wenn man noch einen fir den Fall 
n = 3 schon in § 1 des 2. Kap. erkannten Satz berticksichtigt: 

Satz 14: Hine projective Transformation eimes Raumes von n — 1 
Dimensionen lisst alle Punkte dieses Rawmes in Ruhe, sobald sie n+ 1 
Punkte in Ruhe lisst, die nicht séimtlich in einer ebenen Mannigfaltigkert 
von niederer Dimensionenzahl gelegen sind. 

Dieser Satz ist offenbar bloss ein Specialfall des folgenden: 

Satz 15: Es giebt eine und nur eine projective Transformation eines 
Raumes von n—1 Dimensionen, die n-+-1 bestimmte Punkte dieses Raumes, 
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von denen n nicht derselben ebenen (n — 2)fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit angehiren, in n + 1 bestimmte ‘Punkte glecher Art tiberfiihrt. 
Soll niimlich eine projective Transformation » Punkte allgemeiner 
Lage in n ebensolche iiberfiihren, so lisst sich dies auch so aus- 
driicken: Sie soll » Mannigfaltigkeiten allgemeiner Lage 
Ut, bes bint, = 9 j= {; 22 en) 
in n andere ebene Mannigfaltigkeiten allgemeiner Lage iberfiihren: 
Ui ay +++ + ht, = 0 (joss ee 
Dies giebt fiir die transformierten Variabeln die Bedingungen: 
(80) Ua ay’ ++ bin’ Gn’ = 9; (Gt, + + + bint) (G= 1, 2..M), 
deren Auflésung nach den w die Transformation darstellt. Sie enthalt 
n willktirliche Constanten @,..@,- Soll aber noch ein gegebener Punkt 
(z,) in einen gegebenen Punkt (7;) tibergehen, so giebt dies Bedingungen 
Uj Hy + + Le Un’ Gn = 6Q;(Ur%, +--+ Gn) (G=1, 2..n), 
die 9,-.@, bis auf einen Factor o bestimmen. Die durch Auflésung 
von (30) hervorragende Transformation hat also nur rechts einen un- 


bestimmten Factor o, der aber bei Hinfiihrung nicht-homogener Coor- 
dinaten auch fortfallt. ; 


Wir kénnen, da nach Satz 13 sicher ein Punkt (w,°:--:a,°) bei 
Xf in Ruhe bleibt, als neues Coordinatensystem ein solches (%,:--:%,) 
wahlen, dass dieser Punkt mit der n*™ Hcke des neuen Coordinaten- 
systems zusammenfillt, dass also fiir ihn %,..%,—1 gleich Null werden. 
Hs geschieht dies z. B. bei der Substitution 


Le = nL; —XLPt, (@=1, 2..n—1), 
Ln =e Ons 
also bei Ausfiihrung einer passenden projectiven Transformation des 


fi,-1, bei der Xf wieder in eine infinitesimale lineare homogene 
Transformation in #,..%, tibergeht. Denken wir uns, 


Xf => OR LR Pi 
1 


sei schon von vornherein auf eine solche Form gebracht, so ist 
X¢; = » ow, ftir den invarianten Punkt (0:--:0:1) von der Form 


@m. Hs miissen also dann alle o;, mit Ausnahme von a,, Null sein. 
Somit hat Xf die Form: 


n—l1 


Xf =>) ST aw ce: + Tae 
1 


1 
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Bei dieser Transformation werden die co”—? Strahlen durch den LE as ene a 
varianten Punkt (0:--:0:1) unter einander vertauscht, da Xf jede aie Meee 
ebene Mannigfaltigkeit wieder in eine ebene Mannigtaliokert tiberfiihrt. 
Wollen wir wissen, wie diese Vertauschungen beschaffen sind, so haben 
wir zuniichst Bou drcis Coordinaten fiir diese Strahlen einzufiihren. 
Da nun jeder Punkt (v,:--:a,) een solchen Strahl bestimmt und auf 
seinem Strahle verbleibt, wenn die Verhiiltnisse von 2, .. 2,1 unge- 
indert bleiben, aber x, beliebig geiindert wird, so kénnen wir Ue a 
als homogene Coordinaten der oo”—? Strahlen durch den invarianten 
Punkt (0:--:0:1) auffassen. Diese Strahlen (2,:--:a,—1) werden also 
bei Xf vermége der verkiirzien infinitesimalen linearen homogenen 


Transformation wae 


X'f => >! Cin Lp Pi 
a 


unter eimander vertauscht. Hin Strahl (#,:--:%,—1) ist invariant, wenn 
fiir ihn alle Xz; proportional den x; sind. Diese Bedingung ist genau 
dieselbe, wie fiir die Invarianz eines Punktes (#,:+-:a,) bei Xf. Es 
liegt dies darin, dass iiberhaupt ein durch homogene Coordinaten be- 
stimmtes Gebilde nach dem Begriffe der homogenen Coordinaten dann 
und nur dann invariant bleibt, wenn die Incremente seiner Coor-’ 
dinaten den Coordinaten proportional sind. 

Also genau so, wie bei Xf sicher ein invarianter Punkt existiert, 
ist bei X’f und daher auch bei Xf mindestens ein durch den in- 
varianten Punkt gehender invarianter Strahl vorhanden. Durch Aus- 
fiihrung einer passenden linearen homogenen Transformation von 
&,..%n—1 lasst sich nun auch erreichen, dass dieser Strahl die Kante 
wird, welche die beiden Ecken (0:--:0:1) und (0:--:1:0) des Coor- 
dinatensystems verbindet. 

Nehmen wir an, Xf sei schon auf eine solche Form gebracht, 
sodass also Xf den Punkt (0:--:0:1) und die Gerade von ihm nach 
dem Punkt (0:--:1:0) in Ruhe lasst. 

Alsdann miissen in 


Xf =>} Cin LE Pi T+ Dk Oink Le Pn 


die Incremente von 2, ..%,—2 fiir v, = Ae ..In—2 = 0 verschwinden, 
d. h. es miissen @1,,~1-.@,—2,n—1 simtlich Null sein, sodass Xf die 
Form hat: 

n—2 n—1 


x=} >} ip LE Pi Pk On 1 Ve Pn—1 + Sewn 


Da Xf Sem ebene Mannigfaltigkeit wieder in eine solche um- 
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[4 


Wransf. der wandelt, so werden bei Xf alle co”~* ebenen zweifach ausgedehnten 

dugeh ine Manmtauaieien M,, die durch den betrachteten invarianten Strahl 
gehen, unter sich vertauscht. Wir kénnen nun 2, ..%»,—»2 als homo- 
gene Coordinaten dieser M, benutzen, sodass die M, bei Xf die zwei- 
mal verkiirzte infinitesimale Transformation 


n—2 


O65 3 =>'> Qin LE Pi 
1 


erfahren, u. s. w. 


Wir konnen also die friiheren Schliisse fortwaihrend wiederholen. 

Indem wir jedesmal eine passende lineare homogene Transformation 

auf Xf ausfithren, deren gesamte Aufeinanderfolge natiirlich schliess- 

lich einer einzigen Aquivalent ist, gelangen wir schliesslich zu einer 

besonderen Form von Xf. Die Invarianz jenes Strahls, einer ebenen 

M, u.s. w. gilt natiirlich auch fiir die urspriingliche infinitesimale 
Transformation Xf. Wir sprechen daher das Theorem aus: 

Theorem 34: Jede infinitesimale lineare homogene Trans- 

Canonische formation Xf in nm Verdnderlichen a, .. 4%, kann durch Aus- 


Form einer 


honeg ne fuhrung einer passenden linearen homogenen Transformation 


auf die Form: 
045%, (Go, % + Ogg %y) Da >> 4 (Om &, EE GanXLn) Dn 


gebracht werden. Deutet man %,..%, als homogene Punkt- 
coordinaten eines (n—1)fach ausgedehnten Raumes R,y~1, 80 
kann man dies auch so aussprechen: Jede infinitesimale pro- 
jective Transformation des R,_1 luisst mindestens einen Punkt, 
mindestens eine durch diesen gehende Gerade, mindestens eine 
durch letztere gehende zweifach ausn ede late ebene Mannig- 
faltigkett u. s. w. invariant. 

Ausserdem haben wir gefunden: 

Satz 16: Durch jede bei einer infinitesimalen sprojectiven Trans- 
formation eines Raumes R,—1 wvariante ebene q fach ausgedehnte Mannig- 
faltigkert geht mindestens eine ebenfalls invariante ebene (q + 1)fach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkert. 

Im Falle » 3 haben wir diese Ergebnisse in den Siitzen 1 
und 2 des § 1, 3. Kap., schon ausgesprochen. 

Fiir n= 4 folgt: Bei jeder infinitesimalen projectiven Transfor- 
mation des gewéhnlichen Raumes bleibt mindestens ein Punkt in- 
variant; durch jeden invarianten Punkt geht mindestens eine invariante 
Gerade und durch jede invariante Gerade mindestens eine invariante 


Ebene. 
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Wir wollen nicht unterlassen, noch auf ein wichtiges allgemeines 
Ergebnis hinzuweisen: Unsere obigen Betrachtungen lehren, dass bei 
einer infinitesimalen projectiven Transformation des R,—; alle durch 
eine invariante ebene qfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M, gehenden 
ebenen M,11 bei geeigneter Coordinatenwahl ebenfalls projectiv trans- 
formiert werden. Hierauf beruht eben unser Theorem. Die geeignete 
Coordinatenwahl besteht nach dem Obigen darin, dass als homogene 
Coordinaten der M,41 gewisse lineare homogene Functionen der Coor- 
dinaten a, ..2, benutzt werden. 

Das hiermit ausgesprochene Princip ist in der Theorie der pro- 
jectiven Gruppen tiberhaupt von Wichtigkeit. Wir werden dies noch 
weiterhin einsehen. 

Oben wurde besonders betont, dass die bei Xf invarianten Punkte 
ebene Mannigfaltigkeiten bilden, die zu einander windschief sind, 
Mannigfaltigkeiten also, die von einander isoliert sind. Der Raum der 
co"? Strahlen durch emen invarianten Punkt wird, wie wir sahen, 
bei Xf auch projectiv transformiert. Die invarianten Strahlen ordnen 
sich daher entsprechend in ebene Mannigfaltigkeiten an, die ausser 
dem einen invarianten Punkt keinen Punkt gemein haben. Ent- 
sprechendes gilt von den invarianten ebenen JM, durch einen dieser 
invarianten Strahlen. Sie ordnen sich in ebene Manniefaltigkeiten 
an, die ausserhalb des Strahles keinen Punkt gemein haben, u. s. w.*). 


Wir wollen hiervon eine wichtige Anwendung machen, zu der 
wir aber einige Sitze vorausschicken miissen: 

Satz 17: Enthdlt eme r-ghedrige Gruppe G, eines Raumes eine rae ee 
invariante s-gliedrige Untergruppe g,, und lisst diese Untergruppe g, faleigieeie 
eine Mannigfaltighkeit M invariant, so ldsst diese Untergruppe auch jede vntergr. 
Mannigfaltigkeit invariant, die aus M durch Ausftihrung irgend emer 
Transformation der ganzen Gruppe G, hervorgeht. Wenn die g, die 
Punkte von M gerade q-gliedrig (q <s) transformiert, so gilt dasselbe 
fiir die Punkte jeder dieser neuen Mannigfaltigkecten. 

Zum Beweise erinnern wir an die Definition der invarianten 
Untergruppen in § 3 des 18. Kap. Danach ist g, eine invariante 


Untergruppe von G,, wenn die ebene Mannigfaltigkeit, die g, im 


*) Die im Texte aufgestellten Sitze iiber das Verhalten von Punkten und 
ebenen Mannigfaltigkeiten bei einer infinitesimalen projectiven Transformation 
gelten offenbar auch fiir endliche projective Transformationen. Diese Sitze hin- 
sichtlich nur einer Transformation unterscheiden sich nur in der Form von 
Theorien, die wohl Cauchy zuerst formuliert hat; die allgemeinen gruppen- 
theoretischen Sitze des Textes dagegen gehéren Lie. 
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Raume der adjungierten Gruppe von G, darstellt, bei der adjungierten 
Gruppe invariant bleibt, d. h. wenn jede Transformation S von g, ver- 
mége irgend einer Transformation 7’ von G, wieder in eine Trans- 
formation S’ = 7-187 von g, tibergeht. Ist nun M bei allen S in- 


variant, so ist 
(I1)S = (I), 
(M) TS’ = (M)TT-8ST = (M)ST = DT, 


d. h. die Mannigfaltigkeit (MZ) 7, die aus M vermége 7 hervorgeht, 
ist auch bei allen Transformationen S’ von g, invariant. S’ stellt nam- 
lich in der That ebenso wie S alle Transformationen von g, dar, denn 
es ist ‘auch umgekehrt 7S’7—1 = S. 

Wenn ferner die Punkte von M vermége der g, gerade von oo? 
verschiedenen Transformationen unter einander vertauscht werden, so 
gilt dasselbe von den Punkten der Mannigfaltigkeit (JZ) 7, denn wenn 
S, und S, die Punkte von M in derselben oder in verschiedener 
Weise unter sich transformieren, so gilt dasselbe von den zugehérigen 
S, = T-18,T und 8,’=-T—'8,T bei der Mannigfaltigkeit (M)T, da 
ja S,’ und S,’ aus S, und S, durch Ausfiihrung von 7’ hervorgehen. 

cee nee Wir fiihren nun den Begriff: «solierte mvariante Mannigfaltigkert 

faltigkeit. ein, Wenn die Gruppe g; einzelne discrete Punkte oder einzelne discrete 
Curven u. s. w. in Ruhe lasst, so nennen wir diese invarianten Mannig- 
faltigkeiten isoliert. Wenn g, dagegen z. B. alle Punkte einer Curve 
in Ruhe lasst, so nennen wir diese Punkte nicht isolierte invariante 
Punkte. Hbenso heissen unendlich viele einzeln invariante Curven, 
die eime Flache erzeugen, nicht isolierte invariante Curven, u. s. w. 
Allgemein sagen wir: Hine bei der Gruppe g, invariante Mannig- 
faltigkeit IM heisst isoliert, wenn es keine continuierliche Schar von 
invarianten Mannigfaltigkeiten giebt, der JZ angehdrt, derart, dass die 
Punkte jeder dieser Mannigfaltigkeiten bei g, gleichviel-gliedrig trans- 
formiert werden. 

Wenn also z. B. g, cot Ebenen im gewdhnlichen Raume in Ruhe 
lasst, die eine continuierliche Schar bilden, und wenn jede dieser 
Ebenen g-gliedrig in sich transformiert wird, nur eine einzelne der 
Ebenen weniger als qg-gliedrig, so ist diese eine isolierte invariante 
Manniefaltigkeit. 

Ist nun g, wieder eine invariante Untergruppe von G, und besitzt 
gs eine dsolerte invariante Mannigfaltigkeit M, so geht diese nach 
dem soeben bewiesenen Satze bei Ausfiihrung aller Transformationen 
von G, in ebenfalls bei g, invariante Mannigfaltigkeiten tiber. Da M 
isoliert ist und andererseits dieser Ubergang doch continuierlich voll- 


daher: 
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zogen werden kann, weil die Gruppe G continuierlich ist, so ist dies 
nur so denkbar, dass M iiberhaupt dabei stets in sich tibergeht, d. h. 
dass M bei der ganzen Gruppe G, in Ruhe bleibt. Wir finden also: 

Satz 18: nthdlt eine r-gliedrige Gruppe G, eines Raumes eine 
invariante s-gliedrige Untergruppe g., und besitet letgtere eine isolierte 
mnvariante Mannigfaltigkett M, so bleibt diese Mannigfaltigkeit M auch 
ber der ganzen Gruppe G, invariant. 


Wir wenden diesen Satz und das 'Friihere auf eine besondere Projective 
Kategorie von projectiven Gruppen an: vou bevond 
Es hege eine r-gliedrige projective Gruppe G, unseres Raumes_ setang. 
R,—1 vor, die eine (r — 1)-gliedrige invariante Untergruppe G,—1 be- 
sitze. Diese (7 — 1)-gliedrige Untergruppe G,—, soll ihrerseits wieder 
eine (x — 2)-gliedrige invariante Untergruppe G,—» besitzen, die also 
nicht notwendig auch in der Gruppe G,, sondern eben nur in der 
Gruppe G,—, invariant sein soll. Entsprechend besitze G,—», eine in- 
variante Untergruppe G,—3 u. s. w., bis wir schliesslich zu einer ein- 
gliedrigen Untergruppe G, kommen. 
Wahien wir als infinitesimale Transformation X,f die von G,, 
als X,f, X,f die von G,, .... endlich als. infinitesimale Transforma- 
tionen X,f..X,—if die von G,—1, als X,f..X,f die von G, selbst, 
so driickt sich unsere Voraussetzung nach § 3 des 18. Kap. dadurch 
aus, dass die Klammerausdriicke die Form haben: 


(X, X,) = G1 Xf 
(X, Xs) = Gai Xa f + C32 Xef, (X_ Xs) = Cog: Xi f + Cose Xof 


u. s. w., also allgemein: 
peal 
(31) (X; X; +x) =a ire eee. er a 
1 


ea Oe a a ee 


G, oder X,f besitzt nach dem Friitheren im #,_1 eine Anzahl wind- 
schiefer ebener Mannigfaltigkeiten MZ von einzeln invarianten Punkten. 
Jede dieser Mannigfaltigkeiten JZ ist also einzeln invariant und wird 
durch G, nullgliedrig in sich transformiert, ist daher eine isolierte in- 
variante Mannigfaltigkeit. Denn jede invariante Mannigfaltigkeit, die 
von dieser einen unendlich wenig verschieden wire, enthialt sicher 
nicht lauter einzeln invariante Punkte, wird also durch G, mindestens 
eingliedrig transformiert. Nach Satz 18 bleibt jede isolierte Mannig- 
faltigkeit M auch bei der G, oder X,f, X,f invariant. Nun wird die 
G, die Punkte jeder dieser Mannigfaltigkeiten MZ unter eimander und 
34% 


532 ; Kapitel 19, § 4. 


zwar projectiv transformieren. Da aber, wie gesagt, X,f selbst alle 
Punkte von M einzeln in Ruhe lisst, so wird G, die Punkte von MM: 
nur eingliedrig, nimlich vermége X,f, unter sich projectiv vertauschen 
Aber X,f besitzt nun in der Mannigfaltigkeit IZ ebenso wie vorher 
X,f im R,—1 eine Anzahl Mannigfaltigkeiten invarianter Punkte. Also 
folet, dass es sicher wenigstens einen Punkt in der Mannigfaltigkeit 
M giebt, der auch bei X,f in Ruhe bleibt. 

Es existiert somit mindestens ein Punkt, der bei der Gruppe G, 
in Ruhe bleibt. 

Betrachten wir alle oo”—? Strahlen durch diesen Punkt. Sie 
werden bei G, wie bei G, unter einander vertauscht. Betrachten wir 
die Strahlen anstatt der Punkte als Elemente, indem wir wie friiher 
fiir sie homogene Coordinaten benutzen, sodass sie auch projectiv 
transformiert werden, so besitzt G, wieder eme Anzahl isolierter in- 
varianter Mannigfaltigkeiten, und es folgt analog, dass G, wenigstens 
eines jener Elemente, wenigstens einen Strahl also durch den festen 
Punkt in Ruhe liasst. Hbenso beweisen wir, wenn wir alle ebenen 
zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten M, durch diesen Strahl als 
Elemente betrachten, dass G, mindestens eine dieser ebenen M, in 
Ruhe lasst, u. s. w. 

Die Gruppe G, lasst somit mindestens einen Punkt, mindestens 
eine durch diesen gehende Gerade, mindestens eine durch letztere 
gehende ebene zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit u. s. w. invariant. 

Wir kénnen dieselbe Schlussfolgerung nun ohne Miihe auf die G, 
ausdehnen. Denn zunichst ist klar, dass alle bei G, invarianten Punkte 
eine Reihe windschiefer ebener Mannigfaltigkeiten bilden, ebenso wie 
dies schon bei G, der Fall ist. Abhnliches gilt ftir die Strahlen 
durch einen der bei G, invarianten Punkte u. s. f., sodass also 
der Wiederholung unserer Schliisse fiir die Gruppe G, nichts im 
Wege steht. 

Schliesslich gelangen wir so zu dem wichtigen Ergebniss: 

Satz 19: Enthdlt eine r-gliedrige projective Gruppe X,f..X,f des 
Raumes R,—1 eme (vr — 1)-gliedrige invariante Untergruppe, letztere eine 
im der (r —1)-glhedrigen mvariante (r — 2)-gliedrige Untergruppe u. s. w., 
kann man also die infinitesimalen Transformationen der Gruppe X,f..X,f 
so auswahlen, dass 

ae 
(XKXi4s) = Di6,142, Kf G=12..r—1 ka l,2.-7—-9 
1 
wid, so besitet die Gruppe X,f..X,f in dem Rauwme R,—1 mindestens 
emen invarianten Punkt M,. Durch jeden iwarianten Punkt M, geht 
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mindestens eime invariante Gerade M,, durch jede invariante Gerade 
mindestens eine imvariante zweifach ausgedehnte ebene Mannigfaltigheit 
M, uw. s.w. Durch jede invariante ebene M,— 3 geht schliesslich min- 
destens eine invariante ebene M,,_¢. 

Wir kénnen durch Hinfiihrung passender Veranderlicher Bice een 
vermoége einer linearen homogenen Substitution, also vermége einer 
projectiven Transformation des R,—, stets erreichen, dass der Punkt 
M, der Punkt (0:0..0:1), der Strahl M, die Gerade von M, nach 
dem Punkte (0:0..1:0) u.s. w. wird, sodass alle X,f..X,f genau 
dieselbe Reihe von ebenen Mannigfaltigkeiten WM), DZ,, M,... in Ruhe 
lassen, wie friiher X/ in Theorem 34. Daher nehmen alsdann X,/f..X,f 
simtlich die damalige Form an. Deshalb liisst sich der letzte Satz 
auch so formulieren: 

Satz 20: Ist eine lineare homogene Gruppe X,f..X,f in n Ver- 
dinderlichen so beschaffen, dass Relationen von der Form 

ae ti 
CER) = $e, i424, Xf G=1,2..r—1, k= 1,2..r—1) 
1 
bestehen, so kann man stets solche newe Verdnderliche x,..%» vermége 
einer linearen homogenen Transformation einfiihren, dass alle Xf gleich- 
zeitig die besonderen Formen 


Xi f = ter Hy Py + (G21, + rn22y) Po E+ (Oana Hy $F ++ Oem En) Pn 
(= 1 257) 
annehmen. 
Den Satz 19 werden wir spiter fiir gewisse uicht projective 
Gruppen verwerten, indem wir ihn auf ihre adjungierten Gruppen an- 
wenden. 


Vorher soll aber noch auf die Abinderung eingegangen werden, 
welche die geometrische Deutung des Theorems 29 in § 4 des 
16. Kap. erfahrt, sobald man die Variabeln als homogene Coordinaten 
auffasst. Wir haben schon gelegentlich auf diese Anderung aufmerk- 
sam gemacht. 

Liegt eine Gruppe vor, deren infinitesimale Transformationen 
homogen in ihren Veriinderlichen x,..%, sind, und deutet man ihre 
Veriinderlichen als homogene Punktcoordinaten eines f,1, wie wir 
es in diesem Paragraphen gethan haben, so ist zu beachten, dass 
eine ihrer infinitesimalen Transformationen einem Punkte (#,:-+: 4) 
keine Fortschreitung im #,—; zuerteilt, sobald ihre Incremente ftir 
diesen Punkt proportional z,..%, selbst sind. Man wird daher immer 
ausser den Transformationen der Gruppe auch solche von der Form 
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ay A, My EAL, 2+ Uy = Ay 

zulassen, die von #,p, + %)P. +--+ npn erzeugt werden. Man wird 
daher zu den infinitesimalen Transformationen der Gruppe stets 
U=2,p, +--+ 4bn hinzufiigen dtirfen, ohne die begriffliche Deu- 
tung zu stéren. Andererseits ist dies analytisch stets méglich, da U 
mit einer infinitesimalen homogenen Transformation combiniert stets 
diese reproduciert, insbesondere, wenn die Transformation linear ist, 
Null ergiebt. 

Nehmen wir an, wir hatten, wie wir dies auch in unseren Bei- 
spielen stets gethan haben, zu den infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe in der That V=a,p,+--+ %p, hinzugeftigt. Ist die 
neue Gruppe eingliedrig, so ist sie von U selbst erzeugt und lasst alle 
Punkte in Ruhe. Ist sie zweigliedrig, so erteilt sie emem Punkte 
(w,..%n,) gerade eine Fortschreitung, wenn die Matrix ihrer beiden in- 
finitesimalen Transformationen mindestens eine fiir den Punkt (a, .. #,) 
nicht verschwindende zweireihige Determinante enthalt, u.s.w. Ist 
bei der U enthaltenden Gruppe X,f.. X,f etwa: 


n “A 
Xf = dite a Des r), 
1 a 


so ergiebt sich: Sie erteilt eomem Punkte (%,..%n) gerade q von einander 
unabhingige Fortschreitungsrichtungen im R,,—1, sobald zwar alle (¢-+2)- 
rethigen, nicht aber alle (q + 1)-reihigen Determinanten der Matria 


| an Eo or ein 
| Eo Eo a4 Eon 
| ea E,9 Age re 


fiir diesen Punkt verschwinden. Dementsprechend ist das Theorem 29, 
§ 4 des 16. Kap., abzuiindern, sobald die Gruppe in homogenen Punkt- 
coordinaten vorliegt und xp, + -++ Lnpn schon zu thren infinitesimalen 
Transformationen hingugefiigt worden ist. 

Wollte man a,p,-+---+ a, p, nicht hinzufiigen, so kénnte man 
eben die Anzahl der von einander unabhiingigen Fortschreitungs- 
richtungen nicht ohne weiteres daraus entnehmen, wieviel-reihig die 
grossten nicht-verschwindenden Determinanten der Matrix sind. 


§ 5. Binige Sitze iiber Gruppen und Untergruppen. 


Wir wollen in diesem Paragraphen eine Reihe von Si&tzen zu- 
sammenstellen, die wir zum Teil im nichsten Kapitel verwenden 
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werden. Wir heben aber ausdriicklich hervor, dass im Ubrigen die 

Ergebnisse dieses Paragraphen kiinftig keine wesentliche Rolle spielen. 

Solche Leser also, die das niichste Kapitel tiberschlagen wollen, kénnen 

auch den gegenwiirtigen Paragraphen ohne besonderen Nachteil vorerst 

tibergehen. 

Fassen wir zuniichst, um den obigen Satz 19 auf nicht- projective Be Ge 

on D Q=- 

Gruppen anzuwenden, irgend eine solche yr gliedrige Gruppe Kal GT gene ee 

oder G, in beliebig vielen Verinderlichen z,..z, ins Auge, bei der *¢t2uxs- 


allgemein 
week 


(31) (X;Xi45) = > 4, Me PASE 


Hi 
((=1,2..r—1, k=1, 2..r—9 


ist, sodass die Gruppe G, eine (7 — 1)-gliedrige imvariante Unter- 
gruppe G,—1, namlich X,f..X,—1f, ferner letztere eine in G1 in- 
variante Untergruppe G,—2, namlich X,f..X,~-2f u. s. w. enthialt; 
dass tiberhaupt X,f..X;f fiir alle Werte 7 =1, 2..r eine Gruppe 
G; erzeugen und dass diese Gruppe G; in der nachst grésseren Gruppe 
Gj+1 imvariant ist. 

Die Gruppe G, besitzt eine adjungierte Gruppe E,f..H,f, bei 
der nach Theorem 33, § 2 des 18. Kap. 


wy oo ade | 
E,f = DF Duns Oe, (y => ay hash r) 


ist. Von den ¢,, sind jetzt nach (31) alle die, m denen & grésser 
oder gleich der grésseren der Zahlen w und » ist, gleich Null. Nach 
dem angegebenen Theorem ist ferner: 


(EE) = >d$ou.Bf (,7=1, 2.-7). 
sf 


Daher bestehen auch bei der adjungierten Gruppe analog (31) Rela- 


tionen von der Form 
“ley 


(32) (Ei; Ei+-x) => Ci, ith, reat 


1 
G@=1,2..r—1, k=1, 2..r—i). 


Aber E,f..E,f sind linear und homogen in ¢..¢,-, daher projective 
Transformationen des Raumes der adjungierten Gruppe mit den homo- 
genen Punktcoordinaten ¢,..¢,. Fiir die Gruppe £,f..H,f besteht 
demnach der Satz 19 des vorigen Paragraphen. Denn es ist in der 
That leicht einzusehen, dass die adjungierte Gruppe auch dann die 
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Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt, wenn die Gruppe X,/.. Xf 
ausgezeichnete infinitesimale Transformationen enthalt und dement- 
sprechend nach Theorem 33, § 2 des 18. Kap., unter den infinitesi- 
malen Transformationen E,f..E,f sich einige aus den vorangehenden 
linear ableiten lassen. Werden nimlich diese Ef einfach gestrichen, 
so erfiillen die iibrig gebliebenen 


1 pata as Oh 


immer noch Relationen von der Form: 
fais 
(BE) = hte Ef G=1,2..e—1, k=1, 2..0—%). 
al 


Es ergiebt sich also, dass die adjungierte Gruppe in ihrem Raume 
(e,:--+:¢,) stets mindestens einen Punkt M,, eine durch ihn gehende 
Gerade M,, eine durch letztere gehende ebene Mannigfaltigkeit von 
zwei Dimensionen MM, u. s. w. in Ruhe lasst. 

Aber nach § 3 des 18. Kap. stellt jede dieser invarianten ebenen 
Mannigfaltigkeiten M), M,, M,... eine invariante Untergruppe der 
Gruppe X,f..X,f dar und zwar MV, eine eingliedrige, M, eine diese 
enthaltende zweigliedrige, M, eine letztere enthaltende dreigliedrige 
u.s.w. Die Gruppe G, oder X,f..X,f besitzt also sicher eine 
(r — 1)-gliedrige invariante Untergruppe G,_1, ferner eine (7 — 2)- 
gliedrige invariante Untergruppe G,—»2, die auch in G,_, enthalten 
ist, ferner eine (r — 3)-gliedrige invariante Untergruppe G,_3, die 
auch in G,—2 enthalten ist, u.s. w. Man bemerke den Unterschied 
gegeniiber der friiheren Voraussetzung: G,_, war zwar Untergruppe 
von G,, aber nur mm der Gruppe G,—s41 imvariante Untergruppe, wiih- 
rend G,_, in der ganzen Gruppe G, invariant ist. Ist X,f die infini- 
tesimale Transformation von G,, ferner X,f eine von X,f unabhingige 


von G, u. s. w., sodass allgemein G,_, die Gruppe X,f..X,—sf ist, 
so muss also jetzt jeder Klammerausdruck (X;X;,;,) aus X,f.. Xf 


allein linear ableitbar sein, sodass Relationen bestehen von der Form 


(X;Xi+2) = >: Ci, ik, s X.f 
1 
G@=1,2..r—1, k=1, 207 =), 
m denen die Summe fiir s sich nur tiber die Werte von 1 bis ¢ er- 


streckt. 
Wir haben also gefunden: 
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Theorem 35: Mnthdlt eine r-gliedrige Gruppe r von einander 
unabhdngige infinitesimale Transformationen X,f..2 rf, die e- 
lationen von der Form 

ik 


(X;Xi+%) SS > Ci, i+k, O65 8 


1 
@—=1,2..r—1, k=1, 2..r—i) 
erfiillen, so enthdlt sie auch r von einander unabhingige infini- 


tesimale Transformationen X,f..X,f, die Relationen von der 
Form 


(X; Xi+%) => C;. ith, s GE 
1 
(Ges lie? th — 1,0 k= 1) 2..7r—2) 
er fiillen. 

Anders ausgesprochen: Kinnen die infinitesimalen Trans- 
formationen X,f..X,f einer r-gliedrigen Gruppe in soleher 
Wetse gewdhlt werden, dass X,f.. X;f jedesmal eine s-gliedrige 
Untergruppe G, erzeugen, die in der ndchstgrésseren Unter- 
gruppe Gs+1 invariant ist, so giebt es immer r solche von ein- 
ander unabhingige infinitesimale Transformationen X,f. PGi 
in der Gruppe, dass X,f..X,f jedesmal eine s-gliedrige Unter- 


gruppe G, erzeugen, die in der ganzen r-gliedrigen Gruppe in- 
variant ist; offenbar ist dann jede G, in allen Gyn invariant. 

Man nennt derartige Gruppen aus Griinden, die hier nicht erdrtert 
werden sollen, integrabele Gruppen, alle anderen Gruppen micht-inte- ee” 
grabele Gruppen*). 

Beispiel: Die viergliedrige Gruppe in @, y: Beispiol. 

Gaeta Gong hia 
besitzt eine invariante dreigliedrige Untergruppe 
Gs: Dp q «4, 
die G, hat eine invariante zweigliedrige Untergruppe 
Gj: p q 
und diese G, eine eingliedrige 
Gp. 
Aber G, ist nicht in G, und G, invariant, ebenso G, nicht in Gy. 
*) Den Begriff: integrabele Gruppe fihrte Lie in den Verh. d. Ges. d. 


Wiss. zu Christiania 1874 ein; die Bezeichnung: integrabele Gruppe benutzte er 
zum ersten Male in den Berichten der Ges. d. Wiss. zu Leipzig 1889. 
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Nach unserem Theorem muss es méglich sein, eine Reihe von Unter- 
gruppen G;, G,, G, so auszuwahlen, dass jede in allen vorhergehen- 


den, G; in G, invariant ist. Solche sind in der That z. B.: 


Gy: q 2d 27 q, 
Gy! Q XQ, 
aaa Ge 


Die allgemeinste Art einer derartigen Reihenfolge invarianter Unter- 
gruppen ist leicht gefunden: Denn in der G, ist q die einzige ein- 
gliedrige invariante Untergruppe, ferner g, xq die allgemeinste zwei- 
gliedrige und q, xq, ep-+ 6a’ die allgemeinste dreigliedrige invariante 
Untergruppe. Also ist in allgemeinster Weise zu setzen: 


G;: gq «q¢ ap+ Bxq, 
Ge Gi LD 
Gasol Qe 


Beim Beweis des Theorems haben wir von der begrifflichen Deu- 
tung der adjungierten Gruppe einer 7-gliedrigen Gruppe G, in emem 
Raume R, 1 Gebrauch gemacht. Man kénnte diese Deutung tiber- 
haupt zum Beweise vieler Saitze anwenden, die sich nicht nur auf die 
integrabelen, sondern auf beliebige Gruppen und Untergruppen beziehen. 

Wir verlassen jetzt, indem wir solche Sitze aufstellen wollen, die 
Betrachtung der integrabelen Gruppen. Erst nachher werden wir zu 
diesen zurtickkehren. 

Zunichst beweisen wir mit Hiilfe der begrifflichen Deutung im 
Raume der adjungierten Gruppe den folgenden 

pceeiime Satz 21: Alle Transformationen, die in zwei Untergruppen einer 
Untersr. Gruppe zugleich enthalten sind, bilden fiir sich eine Untergruppe. 

Denn ist g die eine, g’ die andere Untergruppe der G,, so wird 
g m Raume R,_, der adjungierten Gruppe der G, durch eine ebene 
Mannigfaltigkeit M, g' durch eine M’ dargestellt. Alle Transforma- 
tionen der adjungierten Gruppe der G,, die von Punkten von M dar- 
gestellt werden, lassen M invariant; alle, die von Punkten von UW’ 
dargestellt werden, lassen WM’ invariant. (Vgl. § 3 des 18. Kap.) Es 
mégen sich M und M’ in der ebenen Mannigfaltigkeit m schneiden. 
Alsdann fiihren alle Transformationen der adjungierten Gruppe, deren 
Bildpunkte auf m liegen, alle Punkte von m aus dem einen Grunde 
in solehe von M, aus dem anderen in solche von M’ tiber, also in 
Punkte von m. m bleibt daher invariant bei allen den Transforma- 
tionen der adjungierten Gruppe, deren Bildpunkte auf m liegen, sodass 
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also m eine Untergruppe der G, darstellt und zwar diejenige, die alle 
g wnd g’ gemeinsamen Transformationen enthiilt. 

Wir kénnen den Satz tibrigens auch anders nachweisen und noch 
allgemeiner fassen: Es seien nimlich S,.. die Transformationen einer 
Gruppe, 7... die einer zweiten Gruppe. Beide Gruppen mdgen ge- 
wisse Transformationen @,... gemein haben. Letztere bilden dann fiir 
sich eine Gruppe, denn nach Voraussetzung ist die Aufeinanderfolge 
@.@4 sowohl einer Transformation S als auch einer Transformation 7, 
also einer Transformation @ fquivalent: 

Satz 22: Alle Transformationen, die zwei verschiedenen GruppenGemeinsame 
zugleich angehiren, bilden fiir sich eine Gruppe. Gruppen 

Dieser Satz gilt nicht nur fiir continuierliche Gruppen, die von 
infinitesimalen Transformationen erzeugt werden, sondern offenbar fiir 
alle Gruppen iiberhaupt, da er nur eine Folge der Gruppeneigenschaft 
Tf, = T, ist. 


Wir wollen noch einige Siatze auf Ahnlichem Wege beweisen. 
Dazu wollen wir den friiheren Begriff: cnvariante Untergruppe nunmehr 
so aussprechen, dass er auch fiir Gruppen einen Sinn hat, die nicht 
yon infinitesimalen Transformationen erzeugt sind: In § 3 des 18. Kap. 
definierten wir als invariante Untergruppe X,f..X,f einer Gruppe 
X,f..X,f eine solche Untergruppe X,f..X;f, deren Bildmannig- 
faltigkeit im Raume der adjungierten Gruppe bei allen infinitesimalen 
Transformationen der adjungierten Gruppe invariant bleibt. Hine 
solche Mannigfaltigkeit bleibt dann auch bei allen endlichen Trans- 
formationen der adjungierten Gruppe in Ruhe, d. h. die invariante 
Untergruppe X,f..X,f geht bei Ausfiihrung aller endlichen Transfor- 
mationen der ganzen Gruppe X,f..X,f auf sie in sich tiber. Nach 
Satz 5, § 2 des 3. Kap., kénnen wir daher den Begriff invariante 
Untergruppe auch so fixieren (vgl. 8. 530 oben): 

Enthilt die Gruppe T,... mit paarweis inversen Transformationen sesh 
die Untergruppe S,..., und ist jede Aufeinanderfolge T,~1S,T,, wieder 
einer Transformation S dquivalent, so heisst die Untergruppe Sp... eime 
invariante Untergruppe der Gruppe T,---. 

Diese Definition deckt sich, wie gesagt, mit der friiheren, hat aber 
auch fiir Gruppen, die nicht von infinitesimalen Transformationen er- 
zeugt werden, einen bestimmten Sinn, sobald die Gruppen nur paar- 
weis inverse Transformationen, also auch die identische, enthalten. 
Wir ziehen sie vor, weil wir einige Sitze ableiten wollen, die auch 
fiir nicht-continuierliche Gruppen gelten. 

Es seien 7... die Transformationen einer Gruppe, S,... die 
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einer Untergruppe, @,... die einer zweiten, insbesondere ivarianten 
Untergruppe der Gruppe 7,,-+-. Ferner mégen 2... die den Untergruppen 
S,... und @,... gemeinsamen Transformationen sein, die nach unseren 
Siitzen fiir sich eine Gruppe darstellen. Nach Voraussetzung ist nun 
S;-!5,5, einem S Aquivalent, als Aufeinanderfolge dreier Transfor- 
mationen der Gruppe S,---. Andererseits ist, da 24 der invarianten 
Untergruppe @,... angehért, die Aufeinanderfolge S,—12zS, wie all- 
gemein die Aufeinanderfolge 7,—10,7, tiberhaupt einem @ dquivalent. 
Daher ist S;-12,S, einer Transformation Aquivalent, die beiden Unter- 
gruppen S,... und @,... angehdrt, also einem 2. D.h. die & bilden 
nach obiger Definition eine invariante Untergruppe der Gruppe S;---. 


caged Satz 23: Alle Transformationen, die einer Untergruppe g und eimer 
Untergr. u. 7» , yy } , ry 
ntersr. winvarianten Untergruppe y einer gegebenen Gruppe zugleich angehiren, 


Untergr. 


Beispiele. 


bilden fiir sich eine invariante Untergruppe der Gruppe g. 
1. Beispiel: Die Gruppe 
q tq p p+ @y+ 2*)q 
besitzt die invariante Untergruppe 


q «aq p. 
q uwq «xp+ 2y-+ x*)q 


eine (nicht-invariante) Untergruppe. Mithin ist q, xq eine invariante 
Untergruppe der letzteren. 
2. Beispiel: Hine dreigliedrige Untergruppe der Gruppe 
q p «“p Yq 
ist invariant, sobald sie g und p enthalt. Ferner ist p, wp, yq eine 
Untergruppe. Daher bilden die gemeinsamen Transformationen von 


Ferner ist 


p «cp yq 
und 


q p Axup+t wyg 


eine invariante Untergruppe der ersteren, d. h. in p, ap, yq ist 
Pp, Axp + wyg fiir alle Werte von 4: invariant. 

Der Satz 23 liesse sich auch durch Betrachtungen im Raume der 
adjungierten Gruppe darthun, ahnlich wie Satz 21. Wir iiberlassen 
dies jedoch dem Leser. 

Nehmen wir an, beide Untergruppen S,... und @,... der Gruppe 
T,... seien mvariante Untergruppen, wahrend »,... die den beiden 
Untergruppen gemeinsame Untergruppe darstellen sollen. Alsdann ist 
T.-'2XaT, sowohl einer Transformation S, als auch einer Transforma- 
tion @, iiquivalent, weil D, sowohl zu den S als zu den @ gehort. 
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Demnach ist 7,—-',T7, wieder einem der » iquivalent, d.h. die 2 
bilden eine invariante Untergruppe der ganzen Gruppe 7", -- >. 

Satz 24: Alle Transformationen, die zwei invarianten Unter-Gemeinsame 
gruppen einer Gruppe G zugleich angehiren, bilden fiir sich eine in-™¥ Untersr. 
variante Untergruppe der Gruppe G. 

Beispiel: In der Gruppe p, q, 7, 2q erzeugt q mit irgend zwei Beispicl. 
anderen infinitesimalen Transformationen der Gruppe stets eine drei- 
gliedrige invariante Untergruppe, weil q die erste derivierte Gruppe 
ist. Daher erzeugt auch q mit jeder infinitesimalen Transformation 
der Gruppe eine zweigliedrige invariante Untergruppe. 

Nehmen wir jetzt an, zwei invariante Untergruppen S,... und 
@,... der Gruppe 7,... haben gar, keine Transformationen gemein, 
natiirlich ausser der identischen. Alsdann ist zuniichst S,—10.S, aqui- 
valent einer Transformation @,: 

Ss~*O.S, = Oa, 
daher: : 
Q, S; == S, Oy. 


S, tritt lmks wie rechts auf. Da nun beide Gruppen S,... und 0... 
gleichartig definiert sind, so gilt analog eine solche Formel: 


0.8, — S.@., 
in der @. beiderseits auftritt. Aus beiden Formeln folgt: 


Sy Oz = S. @, 
Sz! Sp = 0, O7- = 


oder 


Da S,—-18, einer Transformation der einen, @,@,;—1 einer der andern 
Untergruppe Aquivalent ist, da jedoch beide Untergruppen keine Trans- 
formation ausser der identischen gemein haben, so folgt: 
S218) = 0.0, —— 1 

also: 

Se =a) S;, O, = O, 
und die obige Formel @.S, = S,@zq liefert: 

O.S) “SS S), Q,. 
Das Ergebnis ist also: 
Satz 25: Haben zwei invariante Untergruppen emer gegebenen tv. Unter- 


; * E é J gruppen 
Gruppe keine Transformation ausser der identischen gemeim, so sind dhe ghne gom. 


ransform. 
Transformationen der einen Untergruppe mit denen der anderen Unter- 
gruppe vertauschbar. 
Wir kénnen auch so sagen: 
Satz 26: Enthdlt eine r-gliedrige Gruppe X,f..X,f zwei invariante 


Untergruppen Y,f..¥.f und Z,f..Z.f und haben diese Untergruppen 


Hine spec. 
inv. Unter- 
gruppe. 
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keine infinitesimale Transformation gemein, so sind die Transformationen 
der einen mit denen der anderen Untergreppe vertauschbar. 

In dieser Formulierung deckt sich der Satz zwar nicht véllig mit 
dem vorigen; er kann aber sofort so bewiesen werden: Nach Voraus- 
setzung und nach der Definition der invarianten Untergruppen in § 3 
des 18. Kap. ist jeder Klammerausdruck (Y;X;,) linear aus Y,f.. ¥;f 
alein ableitbar, also auch (Y;Z;). Dieser Ausdruck ist aber aus den- 
selben Griinden linear aus 7,f..Z,f allein ableitbar, also ist er, da 
beide Untergruppen Y,f..Y,f und Z,f..2Z,f keine infinitesimale 
Transformation gemein haben sollen, gleich Null. Dies aber fiihrt 
nach Satz 6, § 2 des 17. Kap., zu dem ausgesprochenen Ergebnis. 


Wir wollen noch einen Specialfall des Satzes 23 aufstellen, der 
ein hervorragendes Interesse besitzt: Die adjungierte Gruppe HL, f.. Lf 
in @,..¢, einer gegebenen r-gliedrigen Gruppe X,f..X,/f ist als Unter- 
gruppe in der allgemeinen linearen homogenen Gruppe in ¢,.. é, 


of 


& Ge, (Glo ear Ty 2 es 96) 


enthalten. Nun aber ist die specielle lineare homogene Gruppe 


OT fe of of 
Cx be, (a= 4); ipatcaNe gen 


(0,50 ads DIST) 


eine invariante Untergruppe der allgemeinen linearen homogenen 
Gruppe in ée,..é,. Man kann dies durch Bildung der-Klammeraus- 
driicke direct einsehen, es folgt aber auch sofort aus der Formel 
A, = 4,4, des Satzes 1, § 1. Nach Satz 23 erzeugen folglich alle 
Transformationen der adjungierten Gruppe, die der speciellen linearen 
homogenen Grappe angehéren, eine invariante Untergruppe der ad- 
jungierten Gruppe. Jeder infinitesimalen Transformation De, E,f 
der adjungierten Gruppe entspricht eine infinitesimale Transformation 
dé,X,f der gegebenen Gruppe derartig, dass die Klammerausdriicke 
der ersteren sich durch die ersteren ebenso ausdriicken, wie die der 
letzteren durch die letzteren, nach Theorem 33, § 2 des 18. Kap. Also 
werden auch diejenigen infinitesimalen Transformationen De, X,f der 
Gruppe X,f..X,f eine invariante Untergruppe dieser Gruppe bilden, 
deren zugehérige Xe, l,f der speciellen linearen homogenen Gruppe in 
é,..é€, angehéren. Hs ist aber 


r 
ui S Y > | 0 
Lyf == te «Curklu a uf . 
: de, 
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Daher gehért Ye, K,/ dann der speciellen linearen homogenen Gruppe 
nach Formel (6) in § 1 des jetzigen Kap. an, wenn «¢,.. ¢, die einzige 
Bedingung erfiillen : 

: 


r r 
& >! Cik + & >! OY te ie ia >: Crrk = O. 
7 


1 1 
Da jedes ¢j5 = — ¢yis ist, so kénnen wir das Ergebnis auch in etwas 
anderer Weise so ausdriicken: 
Satz 27: Ist X,f..X,f eine r-gliedrige Gruppe und daher etwa 
‘4 
(X;X;) = >: Cits Xs f° (2, k= 1s 2 ats 
1 
so erzeugen alle diejenigen infinitesimalen Transformationen €,X,f+-:+é&Xrf, 
fiir die 
. 


r r 
& >: Ciss + €> »: Coss + tae + é; >} Crss = 0 
1 1 


nf 


ast, eine mvariante Untergruppe. Diese Untergruppe ist entweder (r — 1)- 
gliedrig oder aber sie fallt mit der ganzen Gruppe X,f.. X,f zusammen. 


Letzteres tritt ein, wenn einzeln alle >: Crs3._ Ver schwinden. 


Wir werden noch einige Siitze iiber invariante Untergruppen ent- 
wickeln: 

Nehmen wir an, die erste derivierte Gruppe einer vorgelegten 
y-gliedrigen Gruppe sei weniger als r-gledrig, etwa nur q-gliedrig 
(q<vr). Alsdann kénnen wir r von einander unabhingige infinitesi- 
male Transformationen X,f..X,f der Gruppe so auswihlen, dass 
X,f..X,f die erste derivierte Gruppe darstellen und also jeder 
Klammerausdruck (X;X;) linear aus X,f..X,f allein ableitbar ist. 
Es folgt dies direct aus der am Schluss des § 3 des 18. Kap. ge- 
gebenen Definition der ersten derivierten Gruppe. Es leuchtet ein, 
dass X,f.. X,f mit beliebig vielen infinitesimalen Transformationen 


Const. X,41f +--+ Const. X,f 


zusammen stets eine Untergruppe der ganzen r-gliedrigen Gruppe 
X,f..X,f und zwar eine invariante Untergruppe darstellen. 

Es mége nun andererseits eine vorgelegte r-gliedrige Gruppe 
X,f.. X,f eine (r — 1)-gliedrige invariante Untergruppe enthalten. 
Alsdann diirfen wir annehmen, dass X,f..X,—if gerade diese in- 
variante Untergruppe darstellen, also alle Klammerausdrticke aller X/ 
mit diesen y — 1 Symbolen Xf linear aus diesen 7 — 1 allein ableit- 
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bar sind. Aber zu diesen Klammerausdriicken gehort ja yeder Klammer- 
ausdruck (X;X;,). Also enthiilt die vorausgesetzte (* — 1)-gliedrige 
invariante Untergruppe auch die erste derivierte Gruppe und ist unter 
Umstinden, nimlich wenn letztere auch gerade (rv — 1)-gliedrig ist, 
mit ihr identisch. 
Unsere beiden Betrachtungen geben zusammen die Siitze: 
Mi ae te Satz 28: Enthiilt eime r-gliedrige Gruppe keine (r — 1)-gledrige 
Gee mvariante Untergruppe, so ist sie thre eigene erste derivierte Gruppe. 
Satz 29: Hine r-gliedrige Gruppe X,f..X,f enthdlt dann wnd 
nur dann (r — 1)-gliedrige invariante Untergruppen, wenn sie nicht chre 
eigene erste derivierte Gruppe ist. Jede solche Untergruppe wird dadurch 
gebildet, dass man zu den Klammerausdriicken (X;X;,) noch so viele in- 
finitesimale Transformationen Const. Xf der Gruppe beliebig hinzuftigt, 
dass man gerade r — 1 von emander wunabhdngige ufinitesimale Trans- 
formationen erhdlt. (Vgl. S. 488 oben.) 
Hine Gruppe, die ihre eigene erste derivierte Gruppe ist, bezeich- 
en wir als eine perfecte Gruppe. Hine friiher, zum Schluss des § 3 
des 18. Kap. gemachte Bemerkung konnen wir offenbar nun so aus- 
sprechen: 
Satz 30: Eine einfache Gruppe ist stets perfect. 
Dass das Umgekehrte aber nicht gilt, haben wir schon damals 
hervorgehoben und durch ein Beispiel erliutert. 
Wir wollen noch ein Beispiel zu Satz 29 geben: 
Beispiel. Beispiel: Bei der Gruppe 
Pq tq rp+yq 
lautet die erste derivierte Gruppe: 
Pp 4g. 
Dies ist also eine zweigliedrige invariante Untergruppe, wohlbemerkt 
aber nicht die einzige, denn auch q aq ist eine. Jede dreigliedrige 
invariante Untergruppe aber ergiebt sich, wenn man zu p, qg irgend 
eine infinitesimale Transformation der Gruppe hinzufiigt, hat also 


die Form 
pq Axq+ulep + yq). 


Wir reihen hier den Satz an: 


puamants Satz 31: Lnthilt eme r-gliedrige Gruppe G, eine nicht-invariante 


(scm (r — 1)-ghedrige Untergruppe G,—1, so besitet diese G1 eine invariante 
Untergr. (y — 2)-gliedrige Untergruppe G,—s. 
Zunichst geben wir einen analytischen Beweis: Die Gruppe G4 


sei durch X,/f.. X,—1f dargestellt. Hine r** infinitesimale Transfor- 
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mation der Gruppe G, wollen wir zur Unterscheidung mit Y/f be- 
zeichnen. Dann bestehen Relationen von der Form 


(X; Xi.) = LConst. Xf, (XY) = DConst. Xf + «; Vf 
Gy b= 1,-2.7 — 1). 
Mier sind nicht alle Constanten «; gleich Null, weil sonst oegen 
Voraussetzung G,_, eine invariante Untergruppe von G, wiire. Ist 


Qa. 
etwa a@,—1;=+= 0, so kénnen wir X; — ——— X,-if als neues X;f und 


1 
X,—1f als neues X,_,f benutzen. Dadurch erhalten wir: 
(X;X;,) = DConst. Xf, (X,Y) = ZConst. Xf <r — 1), 
(X,—1Y) = Const. Xf + Vf. 


1 


ent 


Verstehen wir unter 7, k zwei der Zahlen 1, 2..7 — 2, so sind in 
der Identitit 


(X:X)Y) + (%¥Y)X) + (YX)X) =0 
nach der Ausrechnung die beiden letzten Glieder frei von Yf. Das 
_ erste ist-es aber nur dann, wenn (X;X;) frei von X,_,f ist. Es ist 
somit jeder Klammerausdruck (X;X;,) frei von X,_1f, mit anderen 
Worten: X,f..X,—2f bilden fiir sich eine (* — 2)-gliedrige Gruppe. 
Die Identitat: 
ee) SA) A) Xa 0 


ergiebt ferner, dass (X;X,—1) von X,—1if frei ist. Die (vr — 2)-glie- 
drige Gruppe ist folglich eine invariante Untergruppe von X,/f.. X,if- 
Wir wollen den Beweis fiir den Fall, dass r= 4 ist, auch be- 
grifflich durchfiihren und bemerken vorweg, dass diese Betrachtung 
sich ohne weiteres auf ein beliebig grosses r verallgemeinern lisst. 
Im Raume f, der adjungierten Gruppe der gegebenen Gruppe 
G, wird die vorausgesetzte nicht-invariante dreigliedrige Untergruppe 
G, durch eine Ebene E dargestellt. Diese Ebene geht bei solchen 
infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe, deren Bild- 
punkte in ihr liegen, in sich iiber. Da die adjungierte Gruppe hiéch- 
stens viergliedrig ist, die Ebene H aber durch drei Punkte bestimmt 
wird, so folgt, dass héchstens eme infinitesimale Transformation der 
adjungierten Gruppe die Ebene HE in eine neue Lage iiberfithren 
kénnte; andererseits muss es auch mindestens eine sein, da sonst H 
vollig invariant, d. h. G, eine invariante Untergruppe der G, wire. 
Durch fortwihrende Ausfiihrung aller Transformationen der adjungier- 
ten Gruppe nimmt also die Ebene E oot Lagen an, die eine con- 
tinuierliche Schar bilden und eine developpabele Flache umhiillen oder 
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Verallge- 


meinerung. 
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aber ein Ebenenbiischel sind. Im letzteren Falle ist die Axe des 
Biischels bei der adjungierten Gruppe \invariant, stellt also eine in- 
variante zweigliedrige Untergruppe der G, dar, die in G, enthalten 
und also auch in G, invariant ist. Damit ist der Satz ftir diesen 
Fall bewiesen. Im ersteren Falle nun bleibt die developpabele Flache 
bei der adjungierten Gruppe in Ruhe, also insbesondere bei allen den 
infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe, deren Bild- 
punkte in der Ebene F liegen. Bei diesen bleibt aber auch die Ebene 
E in Ruhe, mithin auch die der Ebene H und der developpabelen 
Flache gemeinsame Gerade. Diese infinitesimalen Transformationen 
aber transformieren die Punkte von H genau so wie die infinitesima- 
len Transformationen der adjungierten Gruppe der G,. Die invariante 
Gerade stellt somit eine invariante zweigliedrige Untergruppe der Gs 
dar. Also ist der Satz auch in diesem Falle bewiesen. 


Diese begriffliche Betrachtung lisst sich noch verallgemeinern, nicht 
nur, wie schon gesagt, auf beliebig grosses 7, sondern noch in anderer 
Weise: 

Betrachten wir eine r-gliedrige Gruppe G,, die eine (r—q)-gliedrige . 
Untergruppe G,—, enthalten mége, welch’ letztere aber in keiner grésseren 
Untereruppe der Gruppe G, enthalten und auch keine invariante Unter- 
eruppe der ganzen Gruppe G, sein soll. Im Raume R,_1 der ad- 
jungierten Gruppe der G, wird die G,—, durch eine (ry —q—1)fach aus- 
gedehnte ebene Mannigfaltigkeit IM dargestellt. Diese M bleibt bei den 
infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe der G, in Ruhe, 
die durch die Punkte der JZ dargestellt werden. Mithin giebt es héch- 
stens + — (r — q) = q von Binandler unabhingige infinitesimale Transfor- 
mationen der adjungierten Gruppe, die JZ in neue Lagen bringen. An- 
dererseits sicher soviele, da sonst die G,_, ae Teese: 
einer grésseren Untergruppe der G,—, wire. Die Mannigfaltigkeit M wird 
mithin in oof ebene Mannigfaltigkeiten J’ iibergefithrt. Daraus, dass 
vorausgesetzt wurde, dass die G,_, in keiner grésseren Untergruppe der 
G, enthalten ist, kann man, worauf wir nicht weiter eingehen, schliessen, 
dass diese co2 M’ so im Raume #,_; verteilt sind, dass sie ein Um- 
hiillungsgebilde besitzen, das nicht mit dem ganzen R,_; zusammenfillt. 
Dieses Umbhiillungsgebilde bleibt selbstverstiindlich bei der adjungierten 
Gruppe der G, invariant. Jene Manniefaltigkeit M hat mit dem Um- 
hiillungsgebilde eine ebene oder krumme Mannigfaltigkeit m gemein, wenn 
sie nicht ganz im Umhiillungsgebilde enthalten ist. Es ist nun klar, 
dass diese Mannigfaltigkeit m bei den infinitesimalen Transformationen der 
adjungiertéh Gruppe der G, in Ruhe bleibt, deren Bildpunkte in M ge- 
legen sind. Denn sie lassen M und jenes Umhiillungsgebilde, mithin die 
beiden gemeinsame Mannigfaltigkeit m in Ruhe. Letztere stellt daher éine 
gewisse invariante Schar von infinitesimalen Transformationen der Gruppe . 
G, peg Gate 

Diese Schlussfolgerung wird jedoch hinfillig, wenn das Umhiillungs- 
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gebilde jene Mannigfaltigkeit M vollstiindig enthilt. Dann wird die Schar 
zur Gruppe G,—, selbst, und das Ergebnis ist trivial. Dieser Aus- 
nahmefall tritt sicher dann nicht ein, wenn jene oo% ebenen Mannigfaltig- 
keiten I’, die aus M durch Ausfithrung der adjungierten Gruppe von G, 
hervorgehen, den ganzen Raum R,_1 dieser adjungierten Gruppe erfiillen, 
denn alsdann wiirde das Umhiillungsgebilde nur dann alle jene 00% ebenen 
Mannigfaltigkeiten enthalten, wenn es der ganze R,_1 wiire, was aus- 
geschlossen ist. Wir kénnen, wenn wir dies gruppentheoretisch ausdriicken, 
das Ergebnis also so formulieren: : 

Satz 32: Enthdlt eine r-gliedrige Gruppe G, eine nicht invariante 
Untergruppe G,—, die in keiner grisseren Untergruppe der G, enthalten ist, 
so giebt es Co% mit G,—_ wmnerhalb G, gleichberechtigte Untergruppen.  Ge- 
hirt nun jede infinitesimale Transformation der G, einer dieser Untergruppen 
an, so enthdlt jgede dieser Untergruppen eine invariante Schar von infinitesi- 
malen Transformationen, die, wenn sie linear ist, eine invariante Untergruppe 
darstellt. 

Wenn tibrigens die WZ’ nicht den ganzen Raum R,_, erfiillen, so 
kann es doch vorkommen, dass ihr Umhiillungsgebilde Jf selbst nicht voll- 
stindig enthilt, sodass auch dann G,_, eine invariante Schar von infini- 
tesimalen Transformationen enthilt. 


Wir kehren zur Betrachtung der integrabelen Gruppen zuriick. Satze iber 
: ry Ri = integrabele 
Es gilt zunichst der Gruppen. 


Satz 33: Ist die erste derivierte Gruppe einer Gruppe integrabel, 
so ist auch die letztere Gruppe selbst mtegrabel. 


Die erste derivierte Gruppe der Gruppe X,/f.. X,f kaun nimlich 
nach ihrer Definition, vgl. Schluss des § 3 des 18. Kap., entweder die 
gegebene Gruppe selbst sein, und dann ist der Satz trivial. Oder aber 
die erste derivierte Gruppe der Gruppe X,/f.. X,f ist nur q-gliedrig 
(q<yr), sagen wir etwa die Gruppe X,f..X,f- Diese soll nach 
Voraussetzung integrabel sein. Wir ditirfen annehmen, dass ihre in- 
finitesimalen Transformationen schon so ausgewahlt sind, dass X,f..Xof 
fir 9 = 1, 2..q—1 stets eine in X,f..X,4:1f invariante Unter- 
gruppe darstellen. Alsdann erzeugen X,f..X,4if eine Gruppe, da 
ihre Klammerausdriicke aus X,f..X,f allein linear ableitbar sind. 
Nach § 3 des 18. Kap. ist tiberdies X,f.. X,f eine invariante 
Uniergruppe der Gruppe X,f..X,4:f. Ebenso bilden X,/.. X,12f 
eine Gruppe, in der die Gruppe X,f..X,f und auch die Gruppe 
X,f..X,+if invariant ist u.s. f Wir sehen also, dass die ganze 
Gruppe X,f..X,f so beschaffen ist, dass stets X,f.. Xf fiir 
9 =1, 2..7—1 eine in X,f.. X)41f invariante Untergruppe bilden. 
Die ganze Gruppe ist also integrabel. 

Nun folgt sofort: 
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Satz 34: Line r-gliedrige Gruppe ist dann und nur dann integrabel, 
wenn ihre vr derivierte Gruppe sich auf die Identitat reduciert. 

Liegt nimlich zunachst eine integrabele Gruppe vor, so lassen 
sich ihre infinitesimalen Transformationen X,/f.. X,f nach ee Defini- 
tion so auswahlen, dass 

t+k—1 
(X; X42) = > Ci, ik, eG 
a! 


(Va toy a eel ee eg) 


wird. Hier ist die erste derivierte Gruppe entweder X,/..X,—if 
selbst oder in letzterer enthalten. Die zweite derivierte Gruppe ist in 
X,f..X,—sf enthalten u. s. w., schliesslich die (r — 1)* ist X,f selbst 
oder die Identitaét, die 7*° daher sicher bloss die Identitat. 

Liegt umgekehrt cine r-gliedrige Gruppe vor, deren 7** derivierte 
Gruppe die Identitit ist, so ist die (7 — 1) derivierte Gruppe nach 
Satz 33 integrabel, also nach demselben Satze auch die (#* — 2) 
derivierte Gruppe u. s. f., schliesslich die erste derivierte Gruppe, also 
auch die gegebene Gruppe selbst. 

Hieraus folgt weiter: 

Satz 35: Jede Untergruppe einer integrabelen Gruppe ist ebenfalls 
integrabel. 

Denn bei der successiven Bildung der ersten, zweiten u. s. w. deri- 
vierten Gruppe der in Frage stehenden Untergruppe, die etwa q-gliedrig 
sel, wird entweder die Gliederzahl fortwihrend kleiner oder nicht. Im 
ersteren Fall ist die g‘* derivierte Gruppe die Identitaét, die Unter- 
gruppe also nach Satz 34 integrabel. Im letzteren Fall dagegen be- 
sitzt sie eine gewisse derivierte Gruppe, sagen wir X,f.. X,.f(@ < 4), 
die ihre eigene erste derivierte Gruppe ist. Alsdann aber leuchtet es 
ein, dass bei der ganzen vorgelegten Gruppe, die r-gliedrig sein mége, 
die 7° derivierte Gruppe nicht die Identitit allein sein kann, da sich 
X,f..Xof bei der Klammerbildung simtlich bestindig reproducieren. 
Die ganze r-gliedrige Gruppe muss also nach Satz 34 nicht-integrabel 
sein, Dies aber widerspricht der Voraussetzung. 


Wir wollen zum Schluss noch eine nititzliche allgemeinere Be- 
merkung anftigen, die wir als unmittelbar evident hinstellen: 
Pransf. der Wenn eine Gruppe eines Raumes (z,..%,) mit den Transforma- 
Individuen - : " , 1 G 
emer inv. tionen YZ... eine continuierliche Schar von Punkten, Curven oder 
char. 
anderen Manni rele oven Invariant lasst, so transformiert sie die 


einzelnen Individuen der Schar unter einander durch eine Gruppe von 
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Transformationen Sq..., die zu den Transformationen 7', in der Be- 
ziehung stehen, dass, sobald 

T,T, = T, 
ist, auch 

Sas es S, 


ist. Hierbei ist es nattirlich sehr gut denkbar, dass einige oder alle 
S sich auf die Identitiit reducieren, obgleich die urspriinglichen zu- 
gehérigen 7’ wirkliche Transformationen des Raumes (a,..%,) dar- 
stellen. Denn sobald eine Transformation 7’ alle Individuen der Schar 
einzeln in Ruhe lisst, muss die zugehérige Transformation S die Iden- 
titiit sein. 

Die neue Gruppe S,... ist, wenn wir eine friither (z. B. in § 4 
des 5. Kap.) eingefiihrte Redeweise benutzen, isomorph auf die Gruppe 
T,... bezogen. Also sagen wir: 

Satz 36: Lidisst eine Gruppe von Transformationen T,... eines 
Raumes (#,..%,) eine Schar von cot Mannigfaltigkeiten invariant, die 
von q Parametern y,.. Yq abhiingen, so ist die Gruppe Sv... der Para- 
meter Y,..¥Y, tsomorph auf die urspriingliche Gruppe bezogen, d. h. mat 


ULM if — iA 
ist stets auch 
Sa S; = De 


Wir haben zum Schluss des § 4 des 5. Kap. ein Beispiel hierfiir 
gegeben. Hin anderes Beispiel ist dieses: 
Beispiel: Die allgemeine Gruppe aller Bewegungen des Raumes 


(x, ¥, 2): 
ere ee PS ET EY 

bleibt der imaginire Kugelkreis, der Schnittkreis der unendlich fernen 
Ebene mit der Nullkugel 

. + y? te a) 

invariant. Die Punkte dieses Kreises werden also unter einander trans- 
formiert und zwar vermége einer isomorphen Gruppe. Wir kénnen 
als Coordinate jener co' Punkte etwa y = = benutzen. Alsdann lauten 


die betreffenden infinitesimalen Transformationen fiir diese Punkte, fiir 


4 2 3 
die x, y, 2 unendlich und yr? =) + 1=0 ist, so: 


0, 0, 0, ixVi+tep, —A+e%)p, 7V¥i+ erp. 


Beispiel. 
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Die Klammerausdriicke dieser unter einander driicken sich genau so 
linear durch diese sechs infinitesimalen Transformationen aus, wie die 
Klammerausdriicke bei der obigen Gruppe durch die obigen infinite- 
simalen Transformationen. 


Kapitel 20. 
Untersuchungen iiber die Zusammensetzung der v- gliedrigen Gruppen. 


Bei allen Anwendungen der Theorie der endlichen continuierlichen 
Gruppen auf die Theorie der Differentialgleichungen und verwandte 
Gebiete spielt die Zusammensetzung der auftretenden Transformations- 
gruppen eine besonders wichtige Rolle, ebenso wie in Galois’ Theorie 
der algebraischen Gleichungen die Zusammensetzung der zugehérigen 
Substitutionsgruppen. Es besitzen daher alle Untersuchungen itiber die 
Zusammensetzung der endlichen Transformationsgruppen eine beson- 
dere Bedeutung. Wir geben in diesem Kapitel eine knappe Ubersicht 
iiber die einfachsten und wichtigsten Ergebnisse auf diesem Gebiete. 
Dabei werden’ wir vielfach mit raéumlichen Anschauungen operieren, 
ebenso wie es in den friiheren Untersuchungen iiber die adjungierte 
Gruppe geschah. 

Wir beginnen mit der Bestimmung aller zweigliedrigen Unter- 
gruppen, denen eine gegebene infinitesimale Transformation einer vor- 
gelegten r-gliedrigen Gruppe angehért. Diese Untersuchung fihrt zur 
Aufstellung einer gewissen algebraischen Gleichung 7" Grades, die 
sehr wichtig ist. Hieran schliesst sich die Bestimmung aller drei- 
gliedrigen Untergruppen einer gegebenen Gruppe, indem gezeigt wird, 
dass jede infinitesimale Transformation einer mehr-als dreigliedrigen 
Gruppe in einer dreigliedrigen Untergruppe enthalten ist. 

Darauf kommen wir zur Bestimmung der Zusammensetzungen aller 
zweighedrigen, aller dreigliedrigen und aller viergliedrigen Gruppen. 
Wir haben frtiher erkannt, dass dies ein rein algebraisches Problem 
ist, denn alle Zusammensetzungen von r-gliedrigen Gruppen werden 
bestimmt durch Constanten ey (¢, k, 1=1, 2..7r), die den Be- 
dingungen 


Ci Chey = 0, 
eu, : 
> ( Cins sue + Chis Csit + Chis Cae) = () 
1 
Ghee 2k 


Zwei- und dreigliedrige Untergruppen gegebener Gruppen. 551 


gentigen — infolge des dritten Fundamentalsatzes, von dem wir aber 
nur die erste leichter zu beweisende Hilfte brauchen werden. (Vgl. 
§ 4 des 15. Kap.) Dies algebraische Problem wird nun fiir r= 2, 3, 4 
vollstiindig erledigt werden. 

Schliesslich werden noch einige allgemeinere Resultate abgeleitet 
oder zum Teil nur angegeben*). 


§ l. Zwei- und dreigliedrige Untergruppen gegebener Gruppen, 


Indem wir versuchen wollen, alle zweigliedrigen Untergruppen 
einer gegebenen r-gliedrigen Gruppe X,f..X,f zu bestimmen, denen 
eine vorgelegte infinitesimale Transformation dieser Gruppe angehdrt, 
finden wir es zuniichst zweckmissig, uns die gegebene r-gliedrige 
Gruppe auf eine solche Form X,/f.. X,f gebracht zu denken, dass die 
vorgelegte infinitesimale Transformation der Gruppe gerade X,/ ist. 
Wir setzen dabei voraus, dass die in den charakteristischen Relationen char. Relat. 


(GX) = >! ca Xf @, b= 1, 2.-7) 
1 


auftretenden Constanten c,;, die wir charakteristische Constanten oder char. Const. 


Zusammensetzungscoefficienten nennen, gegeben selen. » 
Unser Problem soll also dieses sein: Man soll eine infinitesimale Problem. 


Transformation 


oy Xf +--+ a, X,f 


(«; = Const.) der Gruppe derart auswahlen, dass sie mit X,f eine 
zweigliedrige Gruppe erzeugt. Natiirlich darf a, ohne weiteres gleich 
Null gesetzt werden, da die gesuchte Gruppe X,f selbst enthalt. — 


*) Lie’s Untersuchungen tiber Transformationsgruppen wurden ursprtinglich 
dadurch veranlasst, dass er (im Jahre 1872) erkannte, dass es fiir die Theorie der 
Differentialgleichungen ausserordentlich wichtig ist, den Begriff: Zusammensetzung 
einer discontinuierlichen Gruppe auf continuierliche Gruppen zu tibertragen. Dies 
fithrte ihn za den Fundamentalsitzen. In seinen Alteren Untersuchungen trat 
daher der Begriff Zusammensetzung stark hervor. In den Jahren 1878—84 jedoch 
versuchte er aus pédidagogischen Riicksichten den Begriff: adjungierte Gruppe, 
soweit méglich, zu vyermeiden oder wenigstens nur rechnerisch zu verwerten, 
wenn er auch seine Entdeckungen tiber die Zusammensetzung kurz angab. 
Explicite fiihrte er den Begriff: adjungierte Gruppe zuerst 1884 ein (siehe Verh. 
d. Ges. d. Wiss. zu Christiania Nr. 15, S. 3). Die Kapitel 18, 19, 20 dieses Werkes 
enthalten einige unter seinen wichtigsten Ergebnissen, die aus der Zeit vor 1884 
herriihren. Eine vollstindige Darstellung dieser seiner Untersuchungen findet 
sich im dritten Abschnitt seiner Theorie der Transformationsgruppen, bearb. unter 


Mitw. von Engel. 


D@=0. 
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Es handelt sich somit nach dem Hauptsatze darum, die Con- 
stanten ,..0, in allgemeinster Weise, ohne dass sie samtlich Null 
werden, so zu bestimmen, dass der Klammerausdruck 


(Kyte Xof es ap a, Xf) => dS cus Xf 
2 1 
die Form annimmt: 
CAT se Opa Op Art ys 
in der c und g vorliufig noch unbekannte Constanten bedeuten. Dies 


giebt, da X,/..X,f von einander unabhingig sind, die r Bedingungen: 


he vi 


(1) Diercus SSG i eee = Oa; GV san es \\, 
2 


2 
von denen wir die r — 1 letzten ausftihrlich schreiben: 
(C122 —s Q) es + C1sg03 + Cire Of = 0, 
(2) C123 H2 La he: oan 0) 3 oe wr Ci7r3 0, == “ 


Car Kg 3 C137 &3 sina a as = or on == 0. 


Diese r — 1 Gleichungen sind linear und homogen in a,..a,. Hat 
man aus ihnen e,.. «a, bestimmt, so giebt die erste Gleichung (1) den 
Wert von ¢, der fiir uns vorerst keine besondere Bedeutung hat. Es 
kommt also darauf an, aus den r — 1 Gleichungen (2) o..«, so zu 
bestimmen, dass sie nicht sémtlich Null werden*). Diese r — 1 Glei- 
chungen lassen sich aber nur dann erfiillen, wenn ihre Determinante 
verschwindet: 


C122 — @ C132 -* Cirg 
= || (GR C188imae Oe Re Ci 
C12r * C13r 5 Cla, eae Ola 


Die Gleichung D(g)= 0 ist stets von (7 —1)*™ Grade in 9. Der 
Leser wird sich erinnern, dass wir einer ahnlichen Determinante schon 
ofters begegnet sind. Sie spielt ja tiberhaupt in vielen Teilen der 
Mathematik eine wichtige Rolle. 

Die Gleichung D(e) =O besitzt mindestens eine Ware) Oo} Eur 
diese lassen sich die Gleichungen (2) durch nicht simtlich verschwin- 


*) Die Entwickclungen des Textes finden sich schon in Lie’s erster ausfiihr-_ 
licher Arbeit tiber Transformationsgruppen, Archiv for Math. Bd. 1, S. 174 und 
193, Christiania 1876. Viel weitergechende Siitze finden sich im dritten Bande 


- derselben Zeitschrift, Christiania 1878. 
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dende Werte von «,.. a, erfiillen. Dass tibrigens in (2) nur die Ver- 
hiltmisse der « eine Rolle spielen, ist von vornherein klar. Wir haben 
also gefunden: 

Satz 1: Jede infinitesimale Transformation einer r-gliedrigen Gruppe eae int: 
X,f..X,f gehdrt mindestens einer zweighedrigen Untergruppe an. To 

Begrifflich kénnen wir diesen Satz auch so ableiten: Interpre- 
tieren wir die infinitesimalen Transformationen Xe, X;,f der Gruppe in 
bekannter Weise als Punkte (e,:@: --- :e,) des Raumes R,_, der 
adjungierten Gruppe FE, /.. Ef mit den homogenen Coordinaten ¢..¢,., 
so wird eine zweigliedrige Untergruppe durch eine Gerade dieses 
Raumes dargestellt, die invariant bleibt bei denjenigen infinitesimalen 
Transformationen Ye,E,f der adjungierten Gruppe, deren Bildpunkte 
(e,:-+:e,-) auf der Geraden liegen. Wenn wir aber Ef ausfiihren, so 
bleibt der X,f darstellende Punkt in Ruhe, die co”—* Geraden durch 
diesen Punkt werden also vermége E,f unter sich vertauscht und 
zwar, wie bei den Betrachtungen des § 4 des vorigen Kapitels ge- 
niigend betont wurde, durch eine infinitesimale projective Transforma- 
tion. Nach Theorem 34 desselben Paragraphen bleibt dabei wenigstens 
eine Gerade in Ruhe*). Ist dies die Gerade, die den Bildpunkt von 
X,f mit dem von Ya; X;,f verbindet, so ist also nach Satz 3, § 3 des 
18. Kap. der Klammerausdruck (X,, 2a,X;) aus X,f und Ya, X,f 
linear ableitbar, d. h. die Gerade stellt eine zweigliedrige Untergruppe 


Xf, La,X,f dar. 


Khe wir in der allgemeinen Theorie fortfahren, wollen wir die 
Bedeutung vielfacher Wurzeln 9 der Gleichung D(o) = 0 fir das vor- 
liegende Problem an einem Beispiele erlaéutern, das uns schon von 
frtiher her (aus § 3 des 18. Kap.) bekannt ist. 


*) Schon bei Lie’s ersten Untersuchungen tiber Transformationsgruppen war 
die Auffassung der Schar von infinitesimalen Transformationen: 


Gan eo ek, 


einer 7-gliedrigen Gruppe als einer (r — 1)fach ausgedehnten ebenen Mannigfaltig- 
keit, die durch die adjungierte Gruppe transformiert wird, das zu Grunde liegende 
Princip. Im seinen ilteren Publicationen im Archiv for Math, (1876—1879) tritt 
diese Auffassung dewtlich, wenn auch nicht viel hervor; in den Math. Ann. Bd, 16 
ersetzte aber Lie diese begrifflichen Betrachtungen durch die entsprechenden 
analytischen Rechnungen. In seinen verschiedenen Publicationen aus dem Jahre 
1884 (Archiv for Math. und Math. Ann., Bd. 25) lenkte er, sogar in energischen 
Ausdriicken, die Aufmerksamkeit auf die zu Grunde liegenden begrifflichen Be- 
trachtungen, die in seinen neueren Arbeiten unverhiillt in ihyer urspriinglichen 
Gestalt hervortreten. 


Beispiel. 


5b4 Kapitel 20, § 1. 


Beispiel: Vorgelegt sei die Gruppe 
Pd Yd “Pp, 
deren infinitesimale Transformationen wir als Punkte eines gewoéhn- 
lichen Raumes R, gedeutet haben. Wir bestimmten schon friiher alle 
zweigliedrigen Untergruppen, die wir in Fig. 48 durch Geraden mar- 
kierten. Setzen wir etwa 


Xf=P+ yd, 
suchen wir also alle zweigliedrigen Untergruppen, die p+ yq ent- 
halten, so haben wir 
X, f= Od + YY + yup 
so zu bestimmen, dass 
(X, X,) = eX, f+ eX,f=clp + yq) + o(meg + osyd + xp) 
wird. Hs ist aber hier: 
(X, X)) = ap — gq = %(p + 9d) — I — GY; 


sodass zu fordern ist: 


wpe, 
(1 + @)t, see 
ga, + a, = 0, 

Qa, = 


Die erste Gleichung bestimmt nur ¢ und kommt nicht in _betracht. 
Die drei letzten verlangen, dass 


| 1l1+o 0 0 
ro C) e a=) 
| 0 0 @ | 
_ sel. og = — 1 ist einfache, @ = 0 ist Doppelwurzel. Doch fiir keine 


der Wurzeln verschwinden auch die zweireihigen Unterdeterminanten 
simtlich. Daher bestimmen sich die Verhiltnisse von @,, a3, a, jedes- 


mal vollstindig. Fiir 9 = —1 kommt a,—0, a, = 0, also die Unter- 
sruppe 

P+yd 4 
fiir 9 =O kommt w, = 0, a, =0, also die Untergruppe 

Pryd Y4- 


Diese Ergebnisse waren nach Fig. 48 vorauszusehen. 
Benutzen wir ein anderes X,f: 


og, 


so haben wir 
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X, f= ap + aq + ayup 
so zu bestimmen, dass . 
(X,X,) = eX f+ eX,f 


wird. Dies lefert ausser c= 0: 


Qa = 0, 
(o + la, = 0, 
sodass Ea 
Q ) 0 | 
}0 e+1 0}/=0 
O ) o | 
sein muss. Wieder ist 9 =— 1 einfache, 9 = 0 Doppelwurzel. Fir 
letztere aber verschwinden auch alle zweireihigen Unterdeterminanten. 
Wihrend daher die einfache Wurzel 9 = —1 nur die eine Unter- 
gruppe 
yd 4 


hiefert, gehéren zu 9 = 0 oo! zweigliedrige Untergruppen, weil sich 
die Gleichungen zur Bestimmung von o@,, 3, a, fiir @ =O auf nur 
eine reducieren. Sie geben a, = 0, also die oo! Gruppen 

Yq Apt wap. 
Sie werden durch alle Geraden eines Strahlenbiischels dargestellt. 
Auch diese Ergebnisse sind aus Fig. 48 von vornherein ersichtlich, 

Setzen wir drittens 

x | =P; 
so ergeben sich fiir a, d@, @, in 
X, f= mq + ayg + Crp 
die Bedingungen: 
ga, =0, oa, —0, oa, = 0, 


sodass 9 =O dreifache Wurzel von D(o)=0 ist, fiir die auch alle 
Elemente der Determinante verschwinden. Demnach gehen oo? Unter- 
gruppen hervor, namlich alle: 


p AG MYY + YEP. 
(Vgl. Fig. 48). — 


Wir kehren zur allgemeinen Betrachtung zurtick. Die Gleichung 9-fache 
D(e) =0 ist in 9 vom (r — 1)" Gerade. Ist @ eine g-fache Wurzel 2(@)=0. 
der Gleichung, so kénnen fiir sie bekanntlich alle Unterdeterminanten 


von D(g) von héchstens (r —1)— (q—1) Reihen verschwinden, brauchen 


556 Kapitel 20, § 1. 


es aber nicht zu thun, Verschwinden etwa alle (p + 1)-reihigen 
Determinanten, nicht aber alle p-reihigen, sodass 


Dill teed 
ist, so reducieren sich die Gleichungen (2) fiir die fragliche q-fache 
Wurzel auf gerade p von einander unabhingige. Sie bestimmen dem- 
nach von den r — 2 Verhiltnissen der o,..@, gerade p, wihrend die 
tibrigen + — 2 — p willkiirlich bleiben. Also ergeben sich in diesem 
Falle oo’—?—? gweigliedrige Untergruppen 


Xf, Xf +++ a, Xf. 

Dieselben bilden eine lineare Schar insofern, als der allgemeine Aus- 

druck «,X,f-+- +--+ «,X,f linear aus ry —p — 1 von einander unab- 

hingigen ableitbar ist. 
pganeara: Wir wollen die Configuration aller zweigliedrigen Untergruppen, die 
tion aller . 3 ; : co} ; 5 =) 2 ag 
aweigliedr. eine gegebene infinitesimale Transformation X,/f enthalten, nur fltichtig be- 
Intergr. mit_., : ; ‘ 
eae riihren und benutzen dazu ihre Deutung als Geraden im Raume &,_; der 
inf, Transfadjungierten Gruppe E,f..£,f, die durch den Punkt hindurchgehen, der 

X,f darstellt. Sind 


01, Oo meee Ox (emir — a) 


alle von einander verschiedenen Wurzeln von D(e) =O und ist allgemein 
9; gerade qj;-fache Wurzel, sodass 


Qt oR eae Sr 


ist, verschwinden ferner ftir 9 alle (y; + 1)-reihigen Unterdeterminanten 
von D(o), nicht aber alle p;-reihigen, sodass also 


peer — Gy GH eee 


ist, so bilden die betreffenden Geraden w ebene Mannigfaltigkeiten IM’. . M7 
durch den Punkt X,7. Und zwar ist IW gerade (7 — p;—1)-fach aus- 
gedehnt. Je zwei dieser Mannigfaltigkeiten haben ausser X,f keinen Punkt 
gemein, tiberhaupt haben diese Mannigfaltigkeiten so allgemeine Lage gegen 
einander, als es die Gemeinsamkeit des Punktes X,f zulisst. Wenn z. B. 
M', M’, M® Geraden sind, so liegen diese nicht in einer Ebene, denn sonst 
wiirden alle Geraden des Biischels zweigliedrige Untergruppen darstellen, 
also die Ebene eine der M darstellen. Es ist dies eine unmittelbare Folge 
aus wohlbekannten Siitzen tiber das Verhalten der Punkte und ebenen 
Mannigfaltigkeiten eines Raumes (#,..%,) bei einer infinitesimalen pro- 
jectiven (bez. linearen homogenen) Transformation. 

Z. B. bei einer viergliedrigen Gruppe G, haben wir die Deutung in 
einem Raume FR, vorzunehmen. Die durch einen Punkt des R, gehenden 
Geraden, die zweigliedrige Untergruppen darstellen, kénnen eine der folgen- 
den sechs Configurationen bilden: 

Krstens: drei Geraden, die nicht in einer Ebene liegen. 

Zweitens: zwei Geraden. 

Drittens: eine Gerade. 
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Viertens: Alle Geraden eines Biischels und eine einzelne Gerade. 
Fiinftens: Alle Geraden eines Biischels. 
Sechstens: Alle Geraden des Biindels durch den Punkt. 


Betrachten wir die Gesamtheit aller zweigliedrigen Untergruppen Consu 
der gegebenen Gruppe X,/.. X;f und deuten wir sie als Geraden im cree 
Raume R,_, der adjungierten Gruppe FE, f..H,f, so geben diese Ge- 
raden in dem #,_; ein Geradensystem von der Art, dass durch jeden 
Punkt nach Satz 1 mindestens eine der Geraden geht. Die Geraden, 
die zweigliedrige Untergruppen darstellen, erfiillen also den ganzen Raum. 
Allgemein gehen durch jeden Punkt lineare Mannigfaltigkeiten von 
Geraden. In einem Raume von drei Dimensionen — d. h. bei einer 
viergliedrigen Gruppe — ist das Gebilde also entweder ein Strahlen- 
system oder ein linearer Liniencomplex oder ein Aggregat solcher, ausser 
denen noch ewmzelne Strahlenbiischel auftreten kénnen, oder endlich es 
besteht aus allen Geraden des Rauwmes. 

Entsprechend verhalt es sich in héheren Raiumen, bei mehr als 
viergliedrigen Gruppen. 

Beispiel: Bei der Ofters besprochenen Gruppe p q yq ap 
bilden die Geraden, die Untergruppen im Raume Rf, der adjungierten 
Gruppe darstellen, erstens das Strahlensystem erster Ordnung und 
erster Klasse, das aus allen Geraden besteht, die zwei Geraden schnei- 
den, zweitens das Biindel aller Strahlen durch den Bildpunkt von p, 
drittens das Biindel aller Strahlen durch den Bildpunkt von q, viertens 
eine Ebene, deren samtliche Geraden Untergruppen darstellen. Siehe 
§ 3 des 18. Kap., Fig. 48. 


Das Problem, das wir uns zu Anfang stellten, kénnen wir ana-  Allse- 
lytisch etwas allgemeiner fassen, indem wir die gegebene infinitesimalerassung des 
Transformation mit e,X,f—-+---+ e,X,f bezeichnen. Wir suchen also 
jetzt alle zweigliedrigen Untergruppen, denen diese gegebene infinite- 
simale Transformation: 

eg Xift-:+ Xf 
angehort. 
Alsdann handelt es sich darum, die Coefficienten ¢,..¢, in 


& Xft +: ee Xpf 
so zu bestimmen, dass der Klammerausdruck 


(4) (3 eXif, > & Xp ‘) Bd Cits Xe f 


1 8,2, k 


die Form 


Erstes 
Problem, 
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o >se,X;f + 0 > 26, hale 
- 1 
annimmt, 


Wenn nun 0 nicht Null ist, so kénnen wir statt der infinitesi- 
malen Transformation S,X;,f auch die infinitesimale Transformation 


Sep Xif + > BeXif suchen, die ja auch der gewiinschten Gruppe 


angehort. 
Unsere Forderung lasst sich also in diesem Falle specialisieren: 
é,..€ Sollen so bestimmt werden, dass 


(5) (Sox Sax) ae: $ és Xf 


1 1 


wird. Andernfalls dagegen fordern wir: 


(6) (Sexe Se xf) = o MeXif 


Unter beide Probleme ordnet sich drittens als Specialfall das 
folgende unter: 


(7) (Sex Maxis) —o. 


1 


Betrachten wir das erste Problem. Man kann es offenbar auch 
so aussprechen: Man sucht alle Punkte («,:--:¢-) des R,4, die in- 
variant bleiben bei derjenigen infinitesimalen Transformation der ad- 
jungierten Gruppe, deren Bildpunkt der Punkt (e,:--:¢,) ist. In diesem 
Probleme lauten nach (4) die Bedingungsgleichungen, denen ¢, .. ¢, zu 
unterwerfen sind: 


See == 92,2. ($ == 1, 2..7) 
1 


oder ausfiihrlich geschrieben: 


x 7” 


P 
(8) fy >Ie Cits 1 & > €;Cias + + + + ey >! Cj Cirs = Q Es 


at} 1 it 


Hs sind dies r in ¢,..é, lmeare homogene Gleichungen. Also muss 
ihre Determinante gleich Null gewihlt werden: 
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r ” 


r 
>} €:Ci11 — @ Sle, Cia1 : dFei Cirt 
1 


1 


i @;Cy19 N! i eat Yr Gene 
@Qa@Qa| Lie  Diaem—e Dison | _o. 


r . 
7 Gy Cirr Z| Gi Cigar 7° : 1 €;Cirr — Q 


ue 1 1 


Ks ist dies eine Gleichung von stets 7*™ Gerade fiir 9. Da nun die 
Forderung (5) offenbar durch 


&€; == @), + & = Cr, o == 0 


erfiillt wird, so ist es sicher, dass die Gleichung (9) die Wurzel e=0 
besitzt. Es ist also die Determinante 
tEG;Ciks == 0) 


fF, s=1,2..4r 


| 
(10) | : 
A 
fiir alle Werte von e,..¢-. Man kann dies iibrigens auch nachtrag- 
lich verificieren, indem man die Relationen benutzt, die nach dem 
dritten Fundamentalsatz zwischen den Constanten cz, bestehen. 

Die linke Seite der Gleichung 4(e)— 0 hat also den Factor @. 
Scheiden wir diesen einen Factor, der trivial ist, ab, so verbleibt eine 
Gleichung von gerade (r — 1)*™ Grade fiir @, die allerdings noch 
die Wurzel 9 =O besitzen kann. Zu jeder Wurzel 9 gehért min- 
destens ein Wertsystem der Verhiltnisse von a@,..«@,, das die Glei- 
chungen (8) befriedigt. Entwickelt man diese algebraische Gleichung 
(r — 1)" Gerades nach den Potenzen von @, so werden die Coeffi- 
cienten ganze Functionen der Grossen e,..e,. Die Anzahl der ver- 
schiedenen Wurzeln sowie das Verhalten der zur Determinante 4(@) 
gehorigen Unterdeterminanten fiir die einzelnen Wurzeln variiert somit 
im allgemeinen mit den Gréssen e,..e,. Wahlt man ein allgemeines 
Wertsystem ¢,..¢,, so-wird eine gewisse Anzahl von einander ver- 
schiedener Wurzeln @ auftreten. Wenn aber alsdann ¢,..¢, gewisse 
specielle Gleichungensysteme erfiillen, so kann die Anzahl der verschie- 
denen Wurzeln 0 geringer werden. Da nun die Zahl und Art der ver- 
schiedenen Wurzeln fiir jedes Wertsystem (e, ..¢,) eine ganz bestimmte 
begriffliche Bedeutung besitzt, indem sie nach (5) die bere, LE, f++-+e,L,f 
invarianten Punkte (¢,..¢,) des R,—1 liefert, so leuchtet ein, dass 


Zweites 
Problem, 


Beispiel. 
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jedes der erwihnten Gleichungensysteme, die specielle Wertsysteme 


(e,..@,) definieren, bei der adjungiertens Gruppe invariant bleibt™). 


Wenden wir uns jetzt zu dem durch (6) ausgedriickten zwezten 
Problem. Hier haben wir ¢, ..¢é,- nach (4) den Bedingungen zu unter- 


werten: 


(11) > reveecins = 66 (s=1,2..7). 
1 


Hs sind dies r lineare, aber nicht homogene Gleichungen fiir ¢,.. é,. 
Ihre Determinante ist nach (10) sicher Null. Hieraus folgt, dass es 
nicht immer Lésungen ¢,..¢, zu geben braucht. Vielmehr wird es 
vorkommen kénnen, dass zu einem gegebenen Wertsystem e,..e, kein 
Wertsystem «,..é&- existiert, das (11) erfiillte ausser dem trivialen 
System «;=e; fiir o =O. Man koénnte sich geradezu die Aufgabe 
stellen, die Wertsysteme ¢,..e, zu bestimmen, welche Losungen ¢,..é, 
zulassen. Wenn aber ein Lésungensystem ¢, .. ¢, existiert, so erfiillen 
offenbar auch e, + Ae, .. & + Ae, die Forderungen (11), da die Deter- 
minante identisch Null ist. Dies ist aber auch begrifflich einleuch- 
tend. Wir kommen in § 6 auf dieses Problem zuriick. 


Beispiel: Bei der Gruppe 


p “tp xp 
lautet (5): 


ea — €,8,)p + 2(@,& — e&)ap + (€& — e5&)a"p 


(5) 
= 0(,p + Up + &2"p). 


Wir erhalten also als Gleichungensystem (8): 


Oy Eo 5s Sy ae 
, 
2 eae 2 
(8) 2&3 — 26,8 = 0, 
ee eee ro 


daher als Gleichung (9): 


*) Schon in der ersten kurzen Arbeit (Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 
1884, Nr. 15, S. 1—4), in der Lie explicite den Begriff und die Bezeichnung: 
adjungierte Gruppe einfithrte, machte er ausdriicklich aufmerksam auf die Wichtig- 
keit der bei der adjungierten Gruppe invarianten Mannigfaltigkeiten. In den 
Math. Ann. Bd. 25, 8. 149—151, gab er eine hervorragend wichtige Anwen- 
dung dieser Gleichungensysteme, deren Bestimmung seine allgemeinen Theorien 
leisten. 
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= — 0 e, 0 
(OF) — 26, =e Ouiie ec; .. |= 0 
0 rat, == 0 
oder ausmultipliciert: 
elo? + 4e,e, — e,?] = 0. 


@ tritt, wie es sein muss, als Factor heraus. Ausserdem ergeben sich 
zwei im allgemeinen verschiedene Wurzeln 0, und @,: 


Nur wenn ¢,p + e,vp + exp so beschaffen ist, dass e, +e,” + e527 
ein vollstiindiges Quadrat ist, ergiebt sich die Doppelwurzel @ = 0, 
fiir die aber nicht alle zweireihigen Unterdeterminanten von (9’) Null 
sind. Bei der Deutung in der Ebene der adjungierten Gruppe, die 
wir in einem Beispiel in § 3 des 18. Kap. besprachen, tritt bekannt- 
lich ein gewisser Kegelschnitt auf (vgl. die damalige Fig. 45). Hs 
sind nun die gesuchten infinitesimalen Transformationen dargestellt 
durch die beiden Beriihrpunkte (<,, ¢, ¢,) der yom Punkte (¢,, @, é3) 
ausgehenden Tangenten des Kegelschnittes. Sie fallen zusammen und 
zwar mit (¢,, @&, €,) selbst, wenn letzterer Punkt auf dem Kegelschnitt 
liegt. Im letzteren Fall ist die Lésung trivial. 

Das zweite Problem wird in unserem Beispiele dargestellt durch 
die Forderung: 


(6’) ie fy — &&)p + 2(€, 8 — é; &)ap + (C5 & — 63 &) 2" p 
= 6(e,p + &xp + exp). 


Diese giebt das Gleichungensystem: 


; €1& — 08 = 06, 
€g Es se €3 Eo ==! 0€3. 


Da die Determinante der linken Seiten hinsichtlich ¢,, ¢, ¢, identisch 
verschwindet, so lassen sich diese Forderungen nur dann erfiillen, 
wenn eine der Gleichungen bloss eine Folge der beiden andern ist. 
Multiplicieren wir sie bez. mit 2e,, — e,, 2e, und addieren sie, so 
kommt links Null. Also lassen sie sich, da 6 +0 sein soll, dann 
und nur dann erfiillen, wenn ¢,, ¢, ¢, der Bedingung gentigen: 


2 mas 
€,” — 4¢,e, = 0. 


Demnach muss diese Gleichung eine bei der adjungierten Gruppe in- 
Lie, Continuierliche Gruppen. 36 


Drittes 
Problem, 


Beispiel. 
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variante Curve darstellen. In der That ist sie die Gleichung des er- 
wihnten invarianten Kegelschnittes. 


Das dritte, specielle Problem (7) endlich, in dem alle mit Le, X;f 
vertauschbaren infinitesimalen Transformationen gesucht werden, fiihrt 
zu den 7 Forderungen: 


(12) i De ErCns =O (s=1,2..7). 
Sp: 


Da die Zusammensetzunescoefficienten die Relationen 
Ciks + Gin 0 


erftillen, so kénnen die Gleichungen auch folgendermassen geschrieben 
werden: 
Cins(@:&% — Cri) == 0. 
i,k, t#k 
Dabei leuchtet ein, dass die Gréssen 
CE — CRE: 

als Liniencoordinaten im Raume mit den homogenen Punktcoordinaten 
e,..¢, aufgefasst werden kénnen. 

Beispiel: Bei der Gruppe p, xp, 2?p haben wir als Forde- 
rungen (12): 


Ces GE, == 
qe) . 2¢,& —- 2¢,8, == 0, 
3&3 — €3& = 0. 
Die Determinante ist hier: 
ne ey 0 
(10’) —2e, 0 246 |=0. 
0 — @ 3 | 


Aus (12’) folgt sofort ftir ein allgemeines Wertsystem ¢,, ¢,, e,, dass 
&, &, €; proportional ¢,, ¢, ¢; sid. Das ist aber ein triviales System. 
Setzen wir alle zweireihigen Unterdeterminanten von (10’) gleich Null, 
so kommen die Forderungen ce, =e, =e, =O. Dies aber ist eine 
ausgeschlossene Annahme. Die betrachtete Gruppe enthiilt also kein 
Paar mit eimander vertauschbarer infinitesimalen Transformationen. 
Dasselbe gilt von jeder Gruppe mit gleicher, Zusammensetzung. 


Zum Schluss des Paragraphen wollen wir noch einen Satz be- 
. f 1 . . <a . . : 
weisen, der dem Satze 1 analog ist, Wir werden niimlich zeigen, dass 
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jede zweighedrige Untergruppe einer*Gruppe in einer dreigliedrigen 
Untergruppe enthalten ist. 

Zu diesem Zweck formulieren wir einen ausserordentlich wich- 
tigen, wenn auch naheliegenden Satz, den wir schon oben bei Gelegen- 
heit der Zerfillung des Problems in einzelne bewiesen haben, und den 
wir friiher hier und da ableiteten und benutzten: 

Satz 2: Jede zweigliedrige Gruppe liisst sich bei passender Auswahl 
ihrer infinitesimalen Transformationen Xf, X2f auf eine solche Form 
bringen, dass entweder 
oder aber aniseed 

(X, X,) =0 
wird *), 

Von diesem Satz machen wir insofern augenblicklich Gebrauch, 
als er einschliesst, dass eime zweigliedrige Gruppe stets integrabel ist. 
(Vgl. § 5 des vorigen Kapitels.) ; 


Nach dieser Vorbemerkung seien X,f und X,f zwei solche in- 
finitesimale Transformationen einer Gruppe X,f..X,f, die eine zwei- 
gliedrige Untergruppe erzeugen. Wir deuten diese Untergruppe als 
eine Gerade im Raume f,_; der adjungierten Gruppe L,f.. E,f. 
Alsdann bleibt die Gerade bei H,f und E,f invariant. (Vgl. § 3 des 
18. Kap.) Durch die Gerade gehen nun co”—* ebene zweifach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeiten M/,, die ihrerseits eine lineare (r — 3)fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit M,—3 bilden. Da nun sowohl die infini- 
tesimale Transformation £,f als auch die infinitesimale Transforma- 
tion Hf der adjungierten Gruppe die Gerade in Ruhe lasst, so trans- 
formieren sie die ebene Mannigfaltigkeit M,— aller M, in sich und zwar 
durch eine Gruppe E,/, E,f, die mit der Gruppe Ef, Ef isomorph 
ist. (Vgl. Satz 36, § 5 des 19. Kap.) Die Gruppe X,/, X,/f ist nach 
Satz 2 integrabel. Nach Theorem 33, § 2 des 18. Kap., ist also auch 
die Gruppe LE, f, £,f, folglich auch die isomorphe Gruppe /,/, /,f inte- 
grabel. Nach Satz 19, § 4 des vorigen Kap., lasst die Gruppe Ef, Ef 
deshalb auch eine jener co’—* ebenen M, in Ruhe. Wir koénnen an- 
nehmen, etwa X,f habe seinen Bildpunkt in eben dieser invarianten 
ebenen M,. Nach Satz 3, § 3 des 18. Kap., lassen sich alsdann (X, X;) 
und (X, X;) linear aus X,f, X,f, X;f ableiten. Es erzeugen also diese 
drei infinitesimalen Transformationen eine dreigliedrige Gruppe. Also 
folgt: 


*) Diesen Satz benutzte Lie zum ersten Male in den Gottinger Nachr, 


Decbr, 1874. 
86* 


Satz iiber 


wweoigl. 
Gruppen, 


Zweigl. 
Untergr. 
enthalten 
in dreigl. 
Untergr. 
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Satz 3: Jede zweigledrige Untergruppe emer r-ghedrigen Gruppe 
X,f.. X,f gehirt mindestens einer dreighedrigen Untergruppe an. 

Man sieht am Verlaufe des Beweises, dass ein Satz, dass jede drei- 
gliedrige einer viergliedrigen Untergruppe angehére, sich nicht ebenso 
beweisen liesse. In der That ist ein solcher Satz auch nicht richtig, 
wie etwa die Gruppe p, q, 2¢, wp—yq, yp zeigt. Der Beweis 
scheitert daran, dass es dreigliedrige Gruppen giebt, die nicht imte- 
grabel sind, z. B. die Gruppe 7g, xp — yq, yp. 


Aber man kann den Satz 3 in anderer Weise verallgemeinern, 
nimlich so: 
Baieeravel? Satz 4: Jede integrabele q-gliedrige Untergruppe emer r-gledrigen 


Untergr. 


ciner Gr. Gruppe X,f..X,f (q<1r) gehort mindestens emer (7 + 1)-ghedrigen - 
Vata Untergruppe der Gruppe X,f..Xrf an. 
In der That, sei g, jene q-gliedrige Untergruppe. Sie ea im 
Raume R,_, der adjungierten Gruppe Lf. .£,f durch eine (q—1)fach 
ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeit M,—, dargestellt. Durch sie geht 
eine gewisse Anzahl qfach ausgedehnter ebener Mannigfaltigkeiten M,. 
Sei g, insbesondere die Untergruppe X,f.. X,f, wie wir ohne Beein- 
trichtigung der Allgemeingiiltigkeit des Beweises annehmen diirfen. 
Alsdann erzeugen Li,f..H,f ebenso wie X,f..X,f fiir sich eine 
Gruppe, da mit 


a 


(X;Xi) = >} ce Xf 
1 
auch 


(EE) = DF Cin Taf 

il 
ist (nach Theorem 33, § 2 des 18. Kap.). Nach Voraussetzung ist 
die Gruppe X,f..X,f von der besonderen Zusammensetzung : 

itk—1 
(X;X; +4) = > & ick, s Aah 

al 
der integrabelen Gruppen. Also auch die Gruppe E,/.. E,f, die tiber- 
dies linear und homogen ist. Die letztere Gruppe lisst unsere ebene 
M,—1 in Ruhe. Also bleibt bei ihr nach Satz 19, § 5 des vorigen 
Kapitels auch mindestens eine ebene M, in Ruhe, aioe unsere M,_ 
enthilt. Hs habe etwa X,11/ seinen Bildpunk! in dieser M,. re 
dann erkennen wir also nach Satz 3, § 3 des 18. Kap. dass (X, X,+1), 
(X, X, 41)... (X, X41) sich linear aus X,f..X,41f ableiten lassen. 
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Also bilden auch X,/..X,4i1f eine Gruppe. Damit ist der Satz be- 
wiesen. 

Zwar lisst die Gruppe E,f..E,f auch eine ebene M,+1 in Ruhe, 
welche die soeben besprochene M, enthilt. Daraus kénnen wir aber 
nicht schliessen, dass diese M,;; eine (q -+ 2)-gliedrige Unter- 
gruppe der Gruppe X,/f..X,f darstellt. Denn: enthilt sie etwa den 
Bildpunkt von X,+2/, so folgt nach dem citierten Satze zwar, dass 
(X, X42)... (X,Xo+2) linear aus X,f..X,42f ableitbar sind, nicht 
aber, dass dies auch fiir (X,41X,42) gilt *). 


§ 2. Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Zusammen- 
setzungen, 


Wir haben schon oben, in Satz 2, alle Typen von zgweighedrig gen Zwciglieds. 

mmen- 

Zusammensetzungen angegeben: Aus einer zweigliedrigen Gruppe karin seuuaeas 
man stets zwei von einander unabhingige infinitesimale Transforma- 


tionen X,/, X,f so auswiihlen, dass entweder 
(X, X,) = X,f oder aber (X,X,) =O 


ist. Der eine Fall schliesst den andern aus. Hin Beispiel einer 
Gruppe der ersteren Art ist p wp, einer Gruppe der letzteren p gq. 
Bei einer Gruppe der zweiten Art sind alle Transformationen in ihrer 
Reihenfolge mit einander vertauschbar, nach Satz 6, § 2 des 17. Kap. 
Auch ist hier jede eingliedrige Untergruppe invariant. Bei einer 
Gruppe der ersteren Art ist nur ihre derivierte Gruppe X,/ invariant. 
Die infinitesimalen Transformationen der 
beiden Gruppen lassen sich bei Zuhiilfe- 
nahme der adjungierten Gruppe als Punkte 
einer Geraden darstellen. Wir gelangen 
dadurch zur schematischen Figur 50. 
Die invarianten Untergruppen sind darin 
besonders markiert. 


Fig. 50. 


Wenden wir uns nun zu den dreighedrigen Zusammenseteungen. 
Liegt eine Gruppe X,f..X,f vor, so gilt die Bemerkung allge- Zuordnung 


mein, dass sie jeder Geraden im Rewibe dieaa 1iter piingicneen Cee 

nae SJ) cei 
*) Diese Entwickelungen verdffentlichte Lie zum ersten Male und zwar in 

analytischer Form im 3. Bande des Archiv for Math., Christiania 1878. Welche 

Rolle der Satz 4 in seinen dltesten Untersuchungen gespielt hat, deutete er bei 

dieser Gelegenheit mit folgenden Worten an: ,,Dieses letzte Theorem, das in 

dieser Abhandlung nicht benutzt wird, wurde bei meiner urspriinglichen Bestim- 

mung von allen Gruppen einer Ebene fast bei jedem Schritte angewandt.“ 
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Gruppe E,f..E,f emen Punkt — im Ausnahmefall gar nichts — zu- 
ordnet. Denn die infinitesimalen Transformationen Ya; X;f, 2 B.Xif 
werden im Raume (e,:---:¢,) durch zwei Punkte mit den homogenen 
Coordinaten @,..«, bez. B,.. 6, dargestellt. Ist nun 


(Sexe Sox) =>} Xf, 


at 
so ordnet die Gruppe der Geraden jener beiden Punkte (a,:--:@,) und 
(B,:--:B,) den Punkt (y,:--:y,) zu, denn der Klammerausdruck aus 
irgend zwei infinitesimalen Transformationen, deren Bildpunkte auf 


jener Geraden liegen, unterscheidet sich nur um einen constanten 
Factor von 2y,X,f. 


Zusammen- 


Shas Handelt es sich nun um eine dreigliedrige Gruppe X,f, X2f, Xsf, 

ee so werden wir ihre infinitesimalen Transformationen 2«;X;f als Punkte 
einer bene mit den homogenen Coordinaten @,, , a, darstellen. 
Jeder Geraden dieser Ebene wird dann ein Punkt zugeordnet, der 
eventuell verschwinden kann. Ist 


3 3 3 
(Sox sax) =>! 7.Xf, 
t r i 


so ist der Geraden, welche die Punkte (a,, a,, #,) und (6,, 6, Bs) 
verbindet, der Punkt (y,, 72, y3) zugeordnet. Es sind offenbar 

OyB; — 3B, 3B, — %B3, 0% By — OB, 
homogene Liniencoordinaten der in Rede stehenden Geraden. Die obige 


Relation lasst sich nun, da (X;X;,) + (X,X;)=0 ist, auch so 
schreiben: 


(ei; — 08s) (X, Xa) = (ene 16 89 Caer 
+ (By — &2B,) (Xy Xp) => Vs Xef. 


Nach dem Hauptsatze wird aber: 
3 
(KiKi) => cu Xf G, k=, 2, 3) 
if 


sein, sodass der Vergleich der Coefficienten auf beiden Seiten ergiebt: 
1 = (@% Bs — 3 By) Cog, + (038, — 0 Bs) C11 + (4, By — Os By) C21» 
(18) } 72 = (28; — 3 Be) Co32 + (38, — 0183) C512 + (Bo — G2 B,) C129, 
¥3 = (0B; — 5B») Cos + (38, — 0,85) C515 + (044 By — O% B,)e123- 
Man sieht: Die homogenen Coordinaten y,, y,, y, des Punktes, der 
der Geraden mit den homogenen Coordinaten (e, 8,—«B.), (a, B; —cr, Bs), 
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(a, B, — «,8,) zugeordnet ist, driicken sich linear und homogen durch 
letztere Liniencoordinaten aus. Daher folgt: 

Satz 5: dJede dreigliedrige Gruppe X,f, Xf, X,f bestimmt in der 
Bildebene threr adjungierten Gruppe eine Correlation der Geraden und 
Punkte. 

Diese Correlation (13) kann nun eine wirkliche oder ausgeartete 
sein, je nach dem Verhalten ihrer Determinante 


| 
| Cos3 513 C198 
Ist diese Determinante von Null verschieden, so ist die Correlation 
nicht ausgeartet. 
Der Fall, dass diese Determinante nicht Null ist, lasst sich auch 
so charakterisieren: Zwischen den drei Klammerausdriicken 


(14) (Xi Xz) = Car Xf + Cue Xf + cas X3f 
(6 pie 25D) 
besteht keine lineare Relation mit constanten Coefficienten, d. h. die 
erste derivierte Gruppe ist ebenfalls dreigliedrig. 
Wir wollen uns zunichst mit diesem Fall, dass de erste derweerte Exsto deriv. 
Gruppe dreigledrig ist, beschaftigen. dreigliedrig. 
Tragen wir in die Identitit 


((X, Xa) Xs) + (Xe X3) KG) + (KX) Xa) = 0 
die Werte (14) in den inneren Klammern ein, so kommt: 
(C122 — C313)(X2X3) + (Coss — C121)(X3X1) + (G11 — C252) (X1 Xo) = O. 


Da nun (X,X,), (X;X,), (X%{;X,) nach Voraussetzung keine lineare 
Relation mit constanten Coefficienten erfiillen, so folgt: 


C192 = C313, 933 == Cy01, 311 = “oae- 


Die obige Determinante ist somit symmetrisch. Daher ist die Corre- 
lation (13) nach bekannten Siitzen die polare Zuordnung von Punkten 
zu Geraden vermége eines gewissen nicht ausgearteten Kegelschnittes 
in der Ebene. 

Wir kénnen nun aus der Schar aller 2 Const. Xf drei beliebige 
yon einander unabhiangige als X,/, X,/, X;f herausgreifen, d. h. drei 
solche, deren Bildpunkte ein beliebiges wirkliches Dreieck darstellen. 
Wir wihlen X,f und X;f so, dass ihre Bildpunkte auf dem Kegel- 
schnitt liegen, waihrend X,f zum Bildpunkt den Schnittpunkt der 
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Tangenten dieser beiden Punkte haben médge. Jeder der Tangenten 
ist der Bertihrpunkt, der Beriihrsehne ist der Bildpunkt von X,/f polar 
zugeordnet. Wir haben also: 


(X,X,) Hak f, (X Xs) == PGF, eG Xs) = YXGf. 


Die Constanten a, 8, y sind simtlich von Null verschieden, da sonst 
die erste derivierte Gruppe nicht dreigliedrig ware. Durch Hinsetzung 
dieser Klammerausdriicke in die Jacobi’sche Identitéat zwischen X,/, 
X,f, X;f ergiebt sich avy. Indem man als neue X,f, X,f, X;f 
nun die drei infinitesimalen Transformationen, multipliciert mit passen- 
den nicht verschwindenden Constanten benutzt, kann man ohne Miihe 
erreichen, dass die obigen Relationen die Form annehmen: 


(1) (X,X_) = Xf, (Xi Xj) = 2X f, (XX) = Af 
Ein Beispiel zu dieser Zusammensetzung ist die bekannte Gruppe 
p wp x*p. 


Hatten wir als Bildpunkte von X,f, X,f, X,f die Ecken eines 
Polardreiecks des Kegelschnittes gewiihlt, so hiatten wir ebenso leicht 
die cyklische Zusammensetzung herstellen kénnen: 


(1’) (X,X,) = X,f, (Xi, Xs) =X, fA (4X1) = Gh 


die.also der vorhergehenden iquivalent ist. 
Hin Beispiel zur letzteren Form der Gruppe ist dies: 
LY YD 0+ LYpa- Ye Pe Pee 
In der weiter unten gegebenen Figur 51 ist die hier gefundene 
* Zusammensetzung schematisch unter I dargestellt. Dass die Gruppe 
ihre eigene erste derivierte Gruppe ist, soll in der Figur durch die 


Schraffur angedeutet werden. Die Gruppe besitzt keine invariante 
Untergruppe. 


poe teae: Nunmehr kommen wir zu der Annahme, dass die erste derivierte 
aweighiedr. Gruppe eweighedrig sei. 
Ks mégen in der betrachteten Gruppe X,f, X,f, X,f etwa 
X,f, X,f diese zweigliedrige erste derivierte Gruppe darstellen. Als- 
dann sind alle drei Klammerausdriicke linear aus X,f und X,/f allein 
wbleitbar; insbesondere darf nach Satz 2 des vorigen Paragraphen 
entweder 
(X, X,) = Xf 
oder aber 
(X, X,) = 0 


angenommen werden. Hrstere Annahme ist jedoch aus einem anderen 
Grunde ausgeschlossen. Denn wenn man die Werte 
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: (XX) = AX f, (XK X3) =o X f+ PRs, 
(X,X;) = 7 Xf + OXF 
in die Identitit zwischen X,/f, X,f, X;f einfiihrt, so kommt: 
SARIN f Tenney rs 0) 
dh. 4d =’aB=0. Aber B und O sind nicht beide Null, weil sonst 
die erste derivierte Gruppe nur eingliedrig wire. Also ist 4 = 0, 
d. h. (X,X,) = 0. Fiihren wir statt X,f die infinitesimale Transfor- 
mation aX,f-+ bX,f (a+ 0) ein, so kénnen wir a und b passend so 
wahlen, dass (X,X,) = Const. X,f wird, sodass wir haben: 
(XX) = 0, (XX) Hak f, (K,X3) =r Xi f+ oGS 
So lange, wie wir zunichst voraussetzen wollen, «+0 ist, kann 


X,f + Const. X,;f als .neues X,f so eingefiihrt werden, dass 
(X, X;) = Const. X,f wird. Wir kénnen daher auch 


(X, X;) = 0 X,f 
annehmen. Natiirlich ist nun sowohl @ wie 6 von Null verschieden. 
Ohne Miihe lisst sich a =1 machen. Ist dann d+ 1, so kommt 
der Typus: 
(II) (X,X,)=0, (K,X;)= MA (XX) = cXf 

(¢-+0, +1); 
ist aber 0 =1, so kommt: 
(HI) (X,X,)=0, (X,X:) = Xf (Xs) = YS 


Beide Fille sind wesentlich von einander verschieden, denn bei der 
Annahme (II) besitzt die Gruppe nur zwei eingliedrige invariante 
Untergruppen, nimlich X,f und X,/f, bei der Annahme (III) aber hat 
sie cot solche, namlich jede von der Form «X,f-+ 6X,f. Ubrigens 
kann man, wie man leicht nachweist, die Constante ¢ in (II) nicht 
weiter specialisieren, sie ist wesentlich. Der Typus (II) stellt also in 
Wahrheit oo! verschiedene Typen dar. 
Beispiele zu (II) und (III) geben die beiden Gruppen: 


p gq ap+eyg (©=+0,1), p g ep+ ye. 

In der weiter unten befindlichen Fig. 51 sind die beiden Typen 
unter II und HI schematisch dargestellt. Die Doppelgerade stellt die 
erste derivierte Gruppe dar. Die schwarzen Punkte geben die invarian- 
ten eingliedrigen Untergruppen. 

In dem oben ausgeschlossenen Fall, dass « = 0 ist, kann man 


ohne Miihe, indem man - X,f als X,f benutzt, zu der Form gelangen, 
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in der « = 0 ist. Da nun 6 +0 ist, weil sonst der Typus (II) oder 
(IIT) hervorginge, so kann man #X,f als neues X,/ verwerten. So 
kommt man zum 'T'ypus 
(IV)... (42g) 0; (XX) = Xf, GX) =a ae 
Hin Beispiel hierzu ist 
pg @+yp+ yf. 

Die Gruppen von der Zusammensetzung (IV) besitzen nur eine 
eingliedrige invariante Untergruppe, nimlich X,f Man vergleiche 
Fig. 51 unter IV. Dies zeigt auch unmittelbar, dass die Gruppen 
dieser Art nicht durch andere Auswahl ihre infinitesimalen Transfor- 
mationen auf die Form der Zusammensetzung (II) oder (II) gebracht 
werden kénnen. 


Tetras Sei nun drittens die erste derwierte Gruppe eingliedrig, etwa X,f. 


eingliedrig. ann haben wir: 
(X,X_) =aX,f, (XX) = BX, (X, Xs) = 7 YS 
a, B, y sind nicht samtlich Null. Die Hinsetzung dieser Werte in 
die Identitét zwischen X,f, X,f, X;f giebt keme Relation zwischen 
a, B, y. Aber es macht keme Miihe, zu erreichen, dass entweder 


(V) (X, X;) — (2 1X5) =); (x; 29 i!) 
oder 
(VI) Cx 0, (eye 0, eae, 
wird. 


Beispiele zu (V) und (VI) geben die Gruppen 
4 ei MES ey a 

Nattirlich ist bei Gruppen von der Zusammensetzung (V) oder 
(VI) jede zweigliedrige Untergruppe, die X,f enthilt, invariant, nach 
Satz 28, § 5 ‘des vorigen Kapitels. Ausser X,f selbst besitzen diese 
Gruppen aber keine eingliedrige invariante Untergruppe. Dass beide 
Typen (V) und (VI) wesentlich verschieden sind, sieht man sofort. 
In der unten gegebenen Fig. 51 sind sie schematisch dargestellt. 

Endlich viertens verbleibt die Annahme, dass die erste derivierte 

Erste deriv.Gruppe nullgliedrig ist. Hier haben wir den Typus: 


Gruppe 


ee (VIL) (X,X,)=0, (X,X,)=0, (XK, X,)=0. 
Kin Beispiel giebt die Gruppe 
q vq #Q. 


Jede Gerade und jeder Punkt der Ebene der adjungierten Gruppe 
stellt eine invariante Untergruppe dar. Siehe Fig. 51 unter VII. 
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Also hat sich ergeben: 
. . . - . Ts fe i 1 Y 
Theorem 36: Jede dreigliedrige Gruppe ldsst sich durch renee 
Y, os 
passende Auswahl dreier von einander unabhdngiger Xf, Xif, Xf pichclaae 
aus der Schar ihrer infinitesimalen Transformationen auf eine 
solche Form bringen, dass sie eine der folgenden von einander 
wesentlich verschiedenen Zusammensetzungen besitet: 
L &Aw)=Lh (ZX)=2%h GX)=G 


Paks Xe) == 0; (XG? ie = * f, (X_X,)==cX,f (¢=-9, 1), 
UL (%%)=0, &XN=RF (Yi AN= Gh 
WV. (X,X,)=0, (YX)=X (%X)= UP + GS 


ents X= 0)) (x, X= Xf 
ie ea a=) '« (XK) 20, 


VIL (%%4)=0, (X,X,)=0, 
Diese sieben Typen 
von Lusammensetz- 
ungen werden durch 
die nebenstehende 
schematische Figur 
dargestellt. 
Aus diesem Theo- 5 


rem folgt unmittelbar iA 
der wichtige : 
Satz 6: Jede nicht- 3 A 


integrabele dreigliedrige 
Gruppe lisst sich auf pq ap+eyq =i Pq ep+yg 
eine solche Form X,f, 
X,f, X;f bringen, dass 
(X, X_) = XG, 
(X, Xs) = 2 Xf, 
(X, X53) = Xf 
wird. 

Auch kénnen wir 
unter Berufung auf eine 
zum Schluss des § 3 des 
18. Kap. eingefiihrte, in 
$5 des vor. Paragraphen 
abermals gebrauchte 
Bezeichnung sagen: oe ae Vig. 51. 


G@, mit ein- 
> facher G;. 
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Satz 7: Jede einfache dreigliedrige Gruppe ldsst sich auf eme 
solche Form X,f, Xf, X,f bringen, dass 
(XX) = Xf, (Xi X;) =2Xf, (A,X) = X3f 
wird. 
Endlich sahen wir oben, dass wir eine Gruppe von dieser Art 
auch auf eine solche Form bringen kénnen, dass 


(GXGX 5) = Xf (GX) ST, ee 


wird. 

Wir haben schon 6fters auf die Wichtigkeit der dreigliedrigen 
Gruppen von dieser Zusammensetzung hingewiesen. (Vgl. z B. § 3 
des 18. Kap.) Es sind dies die nicht-integrabelen, ebenso die ein- 
fachen Gruppen von geringster Parameterzahl. Auch ist jetzt ein Satz 
bewiesen, den wir in § 3 des 18. Kap. auf Seite 476 vorwegnahmen, 
um ein interessantes Ergebnis moglichst allgemein aussprechen zu 
kénnen *). 


9 


§ 3. Bestimmung der Zusammensetzung aller nicht-integrabelen 
viergliedrigen Gruppen. 


Um vorerst einige allgemeine Ergebnisse tiber die viergliedrigen 
Gruppen abzuleiten, kniipfen wir an Satz 31, § 5 des vorigen Para- 
graphen, an. Aus jenem Satze folgt sofort: 

Satz 8: Enthilt eine r-gliedrige Gruppe G, eine (r — 1)-gliedrige 
einfache Gruppe G,—1, so ist letetere eine invariante Untergruppe 
der Gr. 

Denn sonst enthielte G,—1 nach jenem Satze eine invariante Unter- 
gruppe, wire also nicht einfach. Diesen Satz 8 werden wir sogleich 
benutzen. 

Wir wollen namlich von jetzt an zuerst viergliedrige Gruppen Gy, 
die eme einfache dreigliedrige Untergruppe besitzen, ins Auge fassen. 
Hs folgt aus Satz 8 sofort, dass diese einfache Gruppe eine invariante 
Untergruppe der G, sein muss. Nach Satz 7 des vorigen Paragraphen 
lisst sich aber jede einfache dreigliedrige Gruppe auf eine solche 


Form X,f, X,f, X;f bringen, dass: 


*) Wir wollen nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, dass die einfache drei- 
gliedrige Gruppe in der Theorie der Differentialgleichungen wesentlich dieselbe 
Rolle spielt wie in der Theorie der algebraischen Gleichungen die Galois’sche 
Gruppe einer allgemeinen Gleichung fiinften Grades. Die lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung ist das Analogon zur algebraischen Gleichung fiinften 
Grades; die Quadraturen spielen dieselbe Rolle, wie die Auflésungen binomischer 
Gleichungen, u. s. w, 
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(15) (X,X)=AXh (KY X)H2%A (XX) = X; f 

oder, wenn man will: 

(16) (X= 24,6, CA)—=A X= Sr 

wird. Ist X,/f eine vierte von X,f, X,f, X,f unabhiingige infinitesi- 


male Transformation der G,, so ist, da X,f, X,f, X,f eine invariante 
Untergruppe vorstellt: 
(Xi X,) = on Xf + oi Xef + ag Xyf 
Gs Tea): 
Die adjungierte Gruppe Lf, E,f, Ef, E,f der G, lisst in ihrem 
Raume FR, mit den homogenen Punktcoordinaten ¢,, @, €,, € die 
Kbene e, = 0, die Ebene der invarianten Untergruppe, in Ruhe. Ferner 
erzeugen LY,/, Ef, Ef eine solche dreigliedrige invariante Unter- 
gruppe der adjungierten Gruppe, dass sie die Punkte der Ebene e,=0 
genau so unter einander transformieren, wie es die adjungierte Gruppe 
der dreigliedrigen Gruppe X,/f, X,f, X,f mit den Punkten der Ebene 
thut, deren homogene Coordinaten ¢,, e, e, sind. Bei der Gruppe 
Kf, E,f, E,f bleibt somit in der Ebene e, =O ein und auch nur ein 
Kegelschnitt invariant. Siehe § 3 des 18. Kap., Fig. 45. Hs muss 
daher auch nach Satz 18, § 4 des 19. Kap., die ganze viergliedrige 
adjungierte Gruppe, also auch Ef diesen Kegelschnitt invariant lassen. 
Die adjungierte Gruppe L,f..,f transformiert aber die Punkte 
der Ebene e, =O projectiv unter einander. Hs ist nun die allgemeine 
projective Gruppe eines Kegelschnittes nur dreigliedrig. (Vgl. § 3 des 
11. Kap.) Daraus folgt, dass Ef, E,f, If, H,f die Kbene e,—0 
nur dreigliedrig in sich transformieren, d. h. dass es Constanten 
A,, 42> 43, 4, giebt derart, dass 
A, Ef + a, Fy f + 4,2 f + 4,£,f 
jeden Punkt der Ebene ¢, 0 in Ruhe lisst. Sicher ist dabei 4,=-0. 
Es ist also auch 2A,X;f von X,f, X,f, X,f unabhingig. Wir diirfen 
mithin 2A,X;f als neues X,f benutzen. Thun wir dies, so finden 
wir riickwarts: H,f lasst alle Punkte der Kbene ¢,= 0 einzeln in 
Ruhe. Nach Satz 3, § 3 des 18. Kap. folgt hieraus, dass wir nun an- 
zunehmen haben: 
(XX) =a,5,f, BX) Hm_Xf, (XX) = XP 

und allgemein: 

(eX, f+ @&Xf+ &X3f, Xf) = Const. (e, Xf + &Xsf-+ Xs f), 
denn der allgemeine Punkt von e, = 0 stellt die infinitesimale Trans- 
formation e,X,f-+ ¢X,f + e,X,f dar. Dies ist aber nur dann még- 


G, ohne 
einfache @,. 


G, mit iny, 
integer. G,. 


G, ohne iny, 


integr. (73. 
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lich, wenn die Constanten @,, «,, #, einander gleich sind. Wir be- 
zeichnen ihren Wert mit «. Nehmen wir an, X,/, X,/, X,/ erfiillen 
die cyklischen Relationen (16), so giebt nun die Identitat 

(XX) X,) + (CK, Xy) XG) + (Xs X1) Xs) = 0 
sofort «0. Hiermit haben wir gefunden: 

Satz 9: Enthiilt eine viergliedrige Gruppe X,f, Xf, X,f, X4f eme 
dreigliedrige einfache Gruppe X,f, Xf, X3f, so kann man X,f stets 
so wiihlen, dass jedes (X;X,) =0 wird*). 

Legen wir statt (16) die damit gleichberechtigte Zusammen- 
setzung (15) zu Grunde, so finden wir also als einen ersten Typus 
von Zusammensetzungen viergliedriger Gruppen diesen: 

(1) eye = Xf, CA )S=2GRE Cs) = 267 
(X, X,) = 0, (X,X,) =0, (X;X,) = 0. 
Beispielsweise hat die Gruppe 
p “pp vp q 
diese Zusammensetzung. 

Hin schematisches Bild von dieser Zusammensetzung im Raume 
der adjungierten Gruppe giebt die weiter unten befindliche Figuren- 
tafel 52 unter I. Die erste derivierte Gruppe ist X,f, Xf, Xf. 
Thre Ebene ist in der Figur besonders hervorgehoben. Die G, besitzt 


ausser dieser invarianten G, nur eine invariante Untergruppe, namlich 
X,f. Auch ihr Bildpunkt ist besonders markiert. 


Wir haben nun die vierghedrigen Gruppen zu betrachten, die keine 
einfache dreighedrige Gruppe enthalten. 

Wir werden nachweisen, dass jede derartige Gruppe integrabel ist. 

Nach Satz 1 und 3 des § 1 enthalt jede G, dreigliedrige Unter- 
gruppen, und jede ihrer infinitesimalen Transformationen gehért min- 
destens einer solchen an. Nun sollen die in G, enthaltenen G, nach 
Voraussetzung nicht einfach sein. Nach Satz 6 und 7 des § 2 sind 
sie daher integrabel. 

Enthilt zunichst die G, eine invariante integrabele G;, so enthalt 
sie also eine Reihenfolge von Untergruppen G,, G,, G, derart, dass 
G, in G,, G, in G, und G, in G, invariant ist. Nach § 5 des 19. Kap. 
ist also G, selbst mtegrabel, was wir eben beweisen wollten. 

Ks bleibt somit nur noch die Annahme zu erledigen, dass die G, 
keme mvariante integrabele G, enthilt. Wie wir wissen, enthilt sie 
sicher nur integrabele G,. Jede solche wird durch eine Ebene im Raume 


*) Von Lie in den Math, Ann. Bd. XI, 1876—77 ausgesprochen, 


Bestimmung der Zusammensetzung aller nicht-integr. viergl. Gruppen. 575 


Rt, der adjungierten Gruppe Ii f../,f dargestellt. Diese Ebene geht 
bei allen infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe, 
deren Bildpunkte in der Ebene liegen, in sich iiber, nimmt also bei 
der ganzen adjungierten Gruppe hdchstens oot Lagen an. Anderer- 
seits nimmt sie sicher co! Lagen an, denn sonst bliebe sie invariant 
und stellte eme gegen die Voraussetzung in der G, enthaltene in- 
variante integrabele G, dar. Die cot Ebenen kénnen nun entweder 
eine abwickelbare Fliche umhiillen oder im besonderen siimtlich durch 
eine Gerade gehen. . 

Im allgemeinen Fall, dass die oo! Ebenen eine abwickelbare Fliiche pape 
erzeugen, kénnte diese allerdings in einen Kegel ausarten. Sehen wir Flicte. 
vorerst von dieser Méglichkeit ab, so wird die Fliche eine Riickkehr- 
curve haben. Die Fliche bleibt bei der adjungierten Gruppe in Ruhe 
und auch die Riickkehreurve als Ort der Schnittpunkte von je drei 
consecutiven Hbenen der Ebenenschar. Die co! Punkte der Riickkehr- 
curve werden also bei /,f..,f unter sich vertauscht, natiirlich ver- 
mége einer Gruppe, nach Satz 36, § 5 des 19. Kap. Aber diese 
Gruppe kann nach Satz 14, § 4 des 12. Kap., héchstens dreigliedrig 
sein, Also giebt es nicht saimtlich verschwindende Constanten A, .. A, 
derart, dass 

AEP + AES + As Es f + A, Ef 

alle Punkte der Curve, daher auch alle jene c' Schmiegungsebenen 
der Curve in Ruhe lasst. Der Bildpunkt (A,..4,) dieser infinitesi- 
malen Transformation kann aber nicht in allen diesen Kbenen liegen, 
sobald die Fliche kein Kegel ist. Da ferner jede Ebene bei allen L/, 
deren Bildpunkte in ihr liegen, in Ruhe bleibt, so folgt somit, dass 
jede der Ebenen bei vier 2 Const. Hf, deren Bildpunkte ein wirkliches 
Tetraeder bilden, invariant ist, also bei allen X Const. Hf, da sie linear 
aus diesen vieren ableitbar sind. Mithin ist jede der oo’ Hbenen bei 
der adjungierten Gruppe invariant. Dies widerspricht nun der That- 
sache, dass sie bei der adjungierten Gruppe in eimander tibergehen. 

Gehen die co Ebenen siimtlich durch eine Gerade, so folgern wirSpeciatfal: 
zuniichst, dass diese Gerade bei der adjungierten Gruppe in Ruhe isch. 
bleibt, also eine zweigliedrige invariante Untergruppe der G, darstellt. 
Jede infinitesimale Transformation der adjungierten Gruppe, die auf 
dieser Geraden ihren Bildpunkt hat, lisst jede der oo’ Kbenen einzeln 
in Ruhe. Daher werden diese 00! Ebenen bei der adjungierten Gruppe 
hdchstens zweigliedrig — und zwar projectiv — unter einander trans- 
formiert. Nach Theorem 15, § 2 des 5. Kap., bleibt folglich wenig- 
stens eine dieser Hbenen in Ruhe. Sie stellt also eine invariante 
integrabele G;, dar. Dies widerspricht der Voraussetaung. 


Specialfall: 
Kegel. 


Keine 
einfache @,. 
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Wir haben hiernach nur noch den Fall zu betrachten# dass die 
co! Ebenen einen Kegel wmhiillen. Der Kegel und seine Spitze bleiben 
hier natiirlich bei der adjungierten Gruppe in Ruhe. Die Spitze stellt 
eine eingliedrige invariante Untergruppe der G, dar. Ehe wir diese _ 
Annahme weiter verfolgen, wollen wir einen sich schon jetzt ergeben- 
den wichtigen Satz formulieren. Da wir stets eine invariante Unter- 
gruppe erhalten haben, so kénnen wir sagen: 

Theorem 37: Is giebt keine einfache viergliedrige Gruppe. 

Betrachten wir jetzt den Fall von cot Ebenen, die einen Kegel 
umhiillen. Die invariante Kegelspitze kénnen wir als Bildpunkt von 
X,f benutzen. Alsdann ist nach § 3 des 18. Kap. zu setzen: 


(Xi XG) Sa Xf, CG X,) 0, Xa, OG) re 
Ferner sei: 
(X; Xx) = CX, f + Cio Xyf + CusX3f + BaXyf, 
OY a ee) 
Setzt man diese Werte in die Identitat 
((X, X,)X3) + (ALXy) Xi) + (CK X,) XQ) = O 
ein und setzt man sodann die Coefficienten von X,f, X,f, X;f einzeln 


gleich Null, so erhilt man genau dieselben Relationen zwischen den 


Constanten cy; als ob man die Identitit zwischen X,/, X,f, X,f 
unter Annahme der folgenden drei verkiirzten Klammerausdriicke ge- 
bildet hiitte: 


(X;X;) — cia Xf + Cia Xf < Cas Xf 
(ts hie 1G 2S): 
Es ist demnach sicher, dass die Constanten c¢;;, die Relationen erfiillen, 


die nach dem dritten Fundamentalsatze zwischen den charakteristischen 
Constanten cx; bestehen miissen, um die Existenz einer dreigliedrigen 


Gruppe G, oder X,/, X,/, X;f von dieser Zusammensetzung zu ver- 
biirgen. Ware nun diese Gruppe G, integrabel, so kénnten wir, indem 


wir passende lineare Combinationen der X;f als neue X;f einfiihrten, 
erreichen, dass 


(XX) SA Xf, 
(SO) wX,f + v Xf, 
(X,X,) == 9X, f+ oX,f+ tX,f 
wiirde, eben nach dem Begriff der integrabelen Gruppen. Wenn wir 


die entsprechenden linearen Combinationen mit X,/; X,f, X.f vor: 
nehmen wiirden, so kénnten wir also erreichen, dass 
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(X, X,) =AaX,f + By Xiah 
(X, X3) == p Xf -- 2G + Bis X4F, 
(X, X;) = eX, f+ 6X, f+ cXsf+ pyX,f 
wiirde. Da nun iiberdies 
(X,Xy) Se Xf (KX) SH Xf (KM) =o, Xf 


wire, so wiirde X,f in X,/, X,/, diese Untergruppe in X,/, X,/, X,/, 
letztere in der ganzen G, invariant sein. Die ganze Gruppe G, wire 
folglich integrabel, was wir gerade zu beweisen wiinschten. 

Es ist daher nur noch die Méglichkeit zu -untersuchen, dass 


Xf XGf Xf eine nicht-integrabele G, bestimmen. Nach Satz 6 des 


§ 2 diirfen wir dann fiir G, die cyklische Zusammensetzung voraus- 
setzen: 


(X,X;) = Xf, (X,X,) SO ee OE 2G 
sodass entsprechend 
(X,X5) = Xf + Bes Xf, 
(X,X,) = Xef+ By Xiah 
(X, Xy) = X3 f+ By Xf 
wird, wihrend 


(X, X, = a, Xf, (X,X,) = «a, X,f; (X,X, = a, Xf 


ist. Die Identitét zwischen X,f, X,f, X,f giebt nun sofort a, = 0. 
Analog ist a, =a, =0. Fithren wir X,f + f.3X,f, Xof + Bs, Xiah 
X,f + Bi.X,f als neues X,f, X,f, X;f ein, so sehen wir, dass 
X,f, X,f, X,f eine nicht-integrabele einfache G, erzeugen. Dies wider- 
spricht der Voraussetzung, dass die G, keine einfache G, enthalten soll. 


Unsere Uberlegungen liefern uns folglich den 

Satz 10: Hine viergliedrige Gruppe, die keine emfache dreighedrige 4 oe, 
Gruppe enthidlt, st stets integrabel. . ist integr. 

Ausserdem: 

Satz 11: Jede nicht-integrabele viergliedrige Gruppe lisst sich durch 
passende Auswahl ihrer infinitesimalen Transformationen X,f, Xjf, X3/, 


X,f auf eme solche Form bringen, dass 
(X, X= Xf, (Xe) SH AA (XX) = Al, 
(X,X,) = (XX) = (XX) = 0 


wid *), 


*) Von Lie ausgesprochen in den Math. Ann, Bd. XL. 


Lie, Continuierliche Gruppen, 37 
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§ 4, Zusammensetzung der integrabelen viergliedrigen Gruppen 
ohne dreigliedrige Involutionsgruppe. 


Es ist zweckmiassig, bei der Bestimmung der Zusammensetzung 
der integrabelen viergliedrigen Gruppen G, diejenigen gesondert zu be- 
trachten, die eine dreigliedrige Gruppe G, enthalten, deren infinitesi- 
male Transformationen simtlich mit eimander vertauschbar sind. 

Wir wollen eine Gruppe, deren saimtliche infinitesimale Transfor- 

Involutions-mationen mit einander vertauschbar sind, kurz eine Involutionsgruppe 
ee nennen. Nach Satz 6, § 2 des 17. Kap., soll also eine Gruppe 
X,f..X,f eine Involutionsgruppe dann und nur dann heissen, wenn 

alle Klammerausdriicke (X;X;) identisch verschwinden. 

Es sollen, wie gesagt, in unserem gegenwirtigen Problem die 
integrabelen G, mit Involutions-G, gesondert betrachtet werden, und 
zwar im nichsten Paragraphen. Hier betrachten wir alle iibrigen 
integrabelen viergliedrigen Gruppen G, oder X,/, X,f, X3f, X4f. 


Hy Naas Se: gundchst die erste derivierte Gruppe der G, dreigliedrig: 
dreigliedrig. Xf; X,f, X;f. Sie ist auch integrabel, nach Satz 34, § 5 des 19. Kap. 
Wir miissen also die verschiedenen integrabelen G, ins Auge fassen. 
Nach Theorem 36 des § 2 haben wir deren sechs zu unterscheiden, 
die damals mit den Nummern II... VII bezeichnet wurden. Wir 
werden sehen, dass die Faille II, II], IV, V in unserem jetzigen 
Problem nicht vorkommen kénnen. Denn in allen diesen kénnen wir 


annehmen: 
(X,X,)=0, X:)=Xf, (XX) =aX f+ BAGS 


Hs besitzen II, III, IV nur eine zweigliedrige invariante Untergruppe 
Xf, X,f, der Typus V allerdings co%. Aber im letzteren Falle be- 
steht nur eine der zweigliedrigen invarianten Untergruppen aus ver- 
tauschbaren Transformationen, néimlich auch X,f, X,f. Im Raume 
R, der adjungierten Gruppe L,f..H,f der G, wird die erste derivierte 
G, durch eine invariante Ebene dargestellt, jede zweigliedrige in- 
variante Untergruppe der G, durch eine Gerade in dieser Ebene. Die 
Untergruppe Ef, £,f, Ef, die in der adjungierten der G, invariant 
ist, lisst diese Gerade invariant. Die Gerade, die X,/f, X,/f darstellt, 
ist in allen vier betrachteten Fallen eine isolierte invariante Mannig- 
faltigkeit bei Ef, E,f, E,f. Daher bleibt sie nach Satz 18, § 4 des 
19. Kap., auch bei der adjungierten Gruppe der G, in Ruhe. Also ist 
zu setzen; 
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(X,X,) = 7X f+ oX,f (XX) HaX f+ wX,/, 
(X,X,) = oXf+ oX,f-+ Xf 
Bildet man nun fiir 7 = 1, 2 
(Xi X53) Xy) + (A,X) Xi) + (KX) X3) = 0, 
so erhilt man, wenn man die Coefficienten vergleicht, leicht +r = 0, 
d. h. die erste derivierte Gruppe ist entgegen der Voraussetzung nur 
zweigliedrig: X,/, X,f. 

Wir brauchen hiernach nur die Fille VI und VII des Theorems 36 
des § 2 zu betrachten. Im Fall VII ist die G, eine Involutionsgruppe. 
Da wir in diesem Paragraphen von solchen absehen, so bleibt nur die 
Annahme VI iibrig: 


(17) (X,X3)=0, (X,X3)=0, (X%,X;) = Xf 
Die Gruppe X,f, X,/, X;f besitzt nur eine eingliedrige invariante 
Untergruppe, namlich X,/. Nach Satz 18, § 4 des 19. Kap., folgt 


daher analog wie oben, dass X,f auch in der G, invariant ist. Es 
ist also: 


(X, X,) = «Xf 


Die Strahlen durch den Bildpunkt von X,f, die in der invarianten 
Hbene e, =O des ft; der adjungierten Gruppe H,f..L,f der G, 
liegen, werden durch diese adjungierte Gruppe unter sich vertauscht. 
Diese co! Strahlen werden aber hoéchstens eingliedrig, und zwar projectiv, 
transformiert, denn E,f, E,f, Ff lassen jeden dieser Strahlen in Ruhe, 
da jeder eine invariante Untergruppe der G, darstellt und Ef, E,f, E,f 
in der Ebene e, =O die adjungierte Gruppe der G, bilden. Nach 
Theorem 15, § 2 des 5. Kap., bleibt deshalb mindestens ein Strahl bei 
Ei, f..F,f in Ruhe. Da nun die Zusammensetzung (17) nicht gestort 
wird, wenn man X,f + 4X,f als X,f einfiihrt, d. h. da alle Strahlen 
durch den Bildpunkt von X,f in der Ebene e, = 0 innerhalb der G, 
gleichberechtigte invariante Untergruppen darstellen, so folgt, dass wir 
annehmen diirfen, dass gerade der Strahl vom Bildpunkt von X,f nach 
dem von X,f bei der adjungierten Gruppe in Ruhe bleibt. 


Nun aber kénnen nach Theorem 15 entweder alle oder zwei oder 
gerade nur einer der Strahlen invariant sein. Im ersten und zweiten nrste und 
Falle kénnen wir annehmen, dass auch der Strahl vom Bildpunkt von’ Yichkeit. 
X,f nach dem von X,f in Ruhe bleibt. Dann haben wir also ausser 


(17) zu setzen: 
CP) =o Xf, (5%) == BA,f 0X GA) Sy Ash oX,f. 


Hierin muss By + 0 sein, weil sonst die erste derivierte Gruppe der 
37* 
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G, nur zweigliedrig wire. Wir kénnen ohne Mihe erreichen, dass 
insbesondere 6B = 1 wird. Indem wir X,f-+ 6X,f —oX;f als X,f 


einfiihren, erreichen wir darauf, dass e = 6 =O wird. Die Identitat 
((X,X5)X) + (Xs Xy) Xe) + (Xp Xe) Xs) = 

liefert nun a —1-++ y. Wenn wir @ mit ¢ bezeichnen, so ist also 
y=ce—1. Da y+0 sein soll, so ist auch c+-1. Daher ergiebt 
sich der Typus: 

(X, X,) = 9, (X,X;)=0, (OX) = GS 
(Ds (4 X,) == eX 6 A CGX) = GF GS ee 

(C=). 
Kin Beispiel hierzu ist dieses: 
; q p tq wp + cyg. 

Man kann tibrigens nachweisen, dass sich die Constante ¢ nicht 
weiter specialisieren lasst. In der Tafel Fig. 52, die weiter unten 
gegeben wird, ist das Bild der Zusammensetzung (II) schematisch 
wiedergegeben. Die erste derivierte Gruppe, ebenso die invarianten 
zwei- und eingliedrigen Untergruppen sind besonders hervorgehoben. 
Ist c == 2, so sind nur die Untergruppen X,/, X,f und X,f, Xf sowie 


X,f invariant. Fiir c= 2 aber ist jede Untergruppe X,f, a X,f+ BX,f 
invariant sowie X,f. Fiir c= 2 ist daher eme besondere Figur ent- 


worfen worden. 

Wir miissen nun drittens den Fall ins Auge fassen, dass von den 
Strahlen vom Bildpunkt von X,f aus in der Ebene e, =O bei der 
adjungierten Gruppe der G, uur der Strahl nach dem Bildpunkt von 
X,f invariant ist. Hier haben wir ausser (17) anzunehmen: 

(X,X,) =oXf, (XX) = b+ eX, 
(X,X,) == Paha OX eAG ie 
wobei t+=0 ist. Es soll eine Untergruppe X,f, 2X,f+ wX;f nur 
dann invariant sein, wenn wu =O ist. Es ist aber: 
(AX, f + wXsf, Xaf) = (AB + wt) Xf + wyXyf + (Ae + 6) Xf. 


Dies soll also die Form Const. (AX,f-+- wX;f) + Const. X,f nur fiir 
“ =O annehmen, es muss also B ~y sein. Ausserdem ist »y + 0, 
weil sonst die erste derivierte Gruppe nur zweigliedrig wire. Wenn nun 


pear XP ey 


als neues X,/f benutzt wird, so ergiebt sich, dass in obiger Zusammen- 
setzung Bp = y = 1, 0 = 0, 6 = O anzunehmen ist. Alsdann liefert die 


Dritte 
Moglichkeit. 
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Identitiit zwischen X,/, X,f, X,f noch «#2. Wenn endlich noch 
in sae 
= X;f als neues X,f und X,/ benutzt werden, so 


Ve -X,f und 
; 


ergiebt sich der Typus: 
(111) is 2) =0, (X, X;) = 0, | (X,X,) = Xf 
(YX)=H=2Xf, BXA)=H BA (%X)=2%Xf+ AYP 
Kin Beispiel hierzu ist die Gruppe: 
—q tq p wp+ y+ aq. } 
Auch diese Zusammensetzung ist in der Fig. 52 unter III. sche- 
matisch dargestellt. Die adjungierte Gruppe, die einzige zweigliedrige 
invariante Untergruppe X,f, X,f sowie die einzige eingliedrige in- 
variante Untergruppe X,f sind wieder besonders markiert. 


Sei nunmehr die erste derivierte Gruppe der G, oder: X,f, Pats Pelubis 


X;f, X,f gerade zweighedrig: X,f, X,f. Alsdann ist X,f, X,f, 
aX,f-+ BX,f stets eine invariante Untergruppe. Alle diese invarian- 
ten G, werden im Raume R, der adjungierten Gruppe der G, durch 
ein Biischel von Ebenen dargestellt. Jede dieser Ebenen ist bei der 
adjungierten Gruppe L,f..£,f invariant. Ausser diesen besitzt aber 
die G, keine andere dreigliedrige invariante Untergruppe, nach Satz 29, 
§ 5 des 19. Kap. Es sind nun nach Satz 2, § 1, zwei Falle zu unter- 
scheiden: Bei der ersten derivierten Gruppe X,f, X,f ist entweder 
(X,X,)=X,f oder (X,X,)=0 
zu setzen. Ausserdem haben wir anzunehmen: 
(X, Xs) So X f+ oXf, (KX) Hr Af +t Xs, 
(X,X;) =6X,f+ oX,f, (XX) =IX, f+ pXof, 

(X;X,) = eX f+ Xf 
‘Setzen wir erstens (X, X,) = X,f und rechnen wir die Identitat zwischen 
X,f, X.f, X,f aus, so kommt sofort ge—=o—0. Analog ist dann 
t = y = 0, wihrend die Identitit zwischen X,/, X,/, X,f noch p=0 
liefert. Wir kommen daher zu der ausgeschlossenen Annahme, dass 
die erste derivierte Gruppe nur eingliedrig ist. 

Es ist somit gweitens 
(X, X,) = 0 

zu setzen. ,f und Ef lassen alsdann die Bildpunkte aller infinite- 
simalen Transformationen e,X,f+¢,X,f in Ruhe. Mithin werden 
diese Punkte, die ja auf einer invarianten Geraden liegen, bei der ad- 
jungierten Gruppe nur von Ff und Lf, d. h. héchstens zweigliedrig 
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projectiv transformiert. Nach Theorem 15, § 2 des 5. Kap., bleibt 
also sicher mindestens ein Punkt dieser Punktreihe, sagen wir der 
Bildpunkt von X,f, bei der adjungierten Gruppe fest. Es ist dann 
0 =1t=O0 zu setzen. Nun lasst sich offenbar passend aX,;f + 6X,f 
als neues X,/f einfiihren, sodass auch a =O wird. Die einzige Iden- 
tittit, die jetzt noch Ergebnisse liefert, ist die zwischen X,/, X;f, X,f- 
Sie ergiebt: 

(18) by + 68 — gf =0. 


Sei zunichst 6 = 0. Dann ist B +0, weil sonst X,f, Xf, X;f 
eine Involutions-G, bilden, was ausgeschlossen wurde. Aus der Rela- 
tion folot also dann y = g, und es kommt, wenn man #£X,/ als neues 
X,f benutzt: 

(X, Xy) = 0, 
(X,X;) =0, (XX) = 7X, 
(XX) == Xf, (OX) SOX + 7X, 
(X,X,) = eX, f+ X,f- 

Ware y = 0, so enthielte unsere viergliedrige Gruppe eine Involu- 
tions-G;: X,f, X,f, X,f—oOX,f Also kann y ohne Beschrankung 
gleich 1 gesetzt werden. Wird sodann X,f—0X,f als neues X,f 
eingeftihrt, so verschwindet das neue 6. Wenn man schliesslich 


X;,f— pX,f als neues X,f und X,f-+ ¢X,f als neues X,f benutzt, 
so wird (X,X,)==0. Also ergiebt sich der Typus: 


he X,) =0, (X, X;) = 0, (X, X;) = Xf 
(Xi Xa) = i OG) = GG GO: 
Z. B. besitzt die Gruppe 


(IV) 


q p «qa xp+yg 
diese Zusammensetzung. 

Kine Gruppe von der Zusammensetzung (IV) hat eine eingliedrige 
invariante Untergruppe, X,/, sowie zwei zweigliedrige invariante Unter- 
gruppen, nimlich ausser der ersten derivierten Gruppe X,f, X,f noch 
X,f, X;f- Ferner ist X,f, X,f, 4X,f-+ uX,f die allgemeine Form 
jeder dreigliedrigen invarianten Untergruppe. In Fig. 52 ist die Zu- 
sammensetzung (IV) schematisch dargestellt. 

Sei andererseits 6 =-0. Dann lisst sich aX,f+0X,f passend 


als neues X,/ und <X,f als X;f so einfiihren, dass (X,X,) = X,f, 


also o =1, 6B =O wird. Die Relation (18) giebt dann 6 =O. 
Benutzt man X,f— gX;f als X,f, so wird gp =O und es kommt: 


Zusammensetzung der integr. viergl. Gr. ohne dreigl. Involutionsgruppe. 583 


Hho opp =, OX )= x6 

(XX) =y~Xf, (KX)H0, (XX) HeX f+ vw Rf 
Hier ist sicher y= 0, weil sonst X,f, X,f, X,f eine Involutions-G, 
bilden. Also werden wir = Xf als neues X,/ benutzen, sodass y = 1 
wird. Indem wir alsdann X,;f—«X,f und X,f+X,f als neues 
X;f und X,f einfiihren, finden wir (X,X,)= 0, sodass der Typus 
hervorgeht: 
(V) tee AS) = 0, (X, X3) = 0, (X, X53) = Xf, 

(AA Xf, (AX Om (4, X,) = 0. 

Hin Beispiel hierzu ist die Gruppe: 

qp tp Yq. 

Eine Gruppe von der Zusammensetzung (V) besitzt zwei ein- 
gliedrige invariante Untergruppen X,f und X,f Im iibrigen haben 
wir gerade diese Zusammensetzung friiher schon als Beispiel ausfiihr- 
lich behandelt. Siehe Fig. 48, § 3 des 18. Kap. Auf der unten 
folgenden Figurentafel 52 ist die Zusammensetzung (V) ebenfalls 
schematisch dargestellt. 


Sei schliesslich die erste derivierte Gruppe nur eingledrig, also aE seis Eb 


gemein: eingliodrig, 
(X; Xi) =onX,f (t, k—1, 2, 3, 4). 
Die Identitit: 
((X, X5) X) + ((X; Xs) Xe) + (Xp Xz) Xs) = 0 
giebt dann 
Glos yg zg 019 Oy M13 = 0. 
Man kann nun zwei von einander unabhingige aX,f + bX,f-+ cX,f 
stets so bestimmen, dass sie mit X,f combiniert Null geben. Benutzt 
man sie als X,f und Xf, so ist also o,. = o,, =O, und die obige 
Gleichung giebt 
O34, —= 0. 
Ware a, = 0, so wiirden X,f, X,f, X,f eine Involutions-G, bilden. 
Also ist a3 +0, d. h. a4 0. Daher ist auch a, = 0, oy. -—- 0. 
Wir haben somit: 
(X,X:)=0, (XK: Xi) = on Xf, 
G, k=2, 3,4), 

wobei alle drei a == 0 sind. Nun lassen sich a, b so wiahlen, 
dass aX,f+0X,f mit X,f vertauschbar wird, sodass diese heiden 
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mit X,f eine Involutions-G, bilden, was nicht sein darf. Hier ge- 
langen wir also zu gar keiner Zusammensetzung. 

Wir sind daher zu Ende mit der Bestimmung aller Typen von 
Zusammensetzungen viergliedriger Gruppen ohne dreigliedrige Involu- 
tions-Untergruppen. 


§ 5. Zusammensetzung der viergliedrigen Gruppen mit drei- 
gliedriger Involutionsgruppe. 


Es sei X,f..X,f eine viergliedrige Gruppe G,, die eine drei- 
gliedrige Involutionsgruppe X,f, X,/, X,f enthalt, sodass also 
ie (Xi Xe 0, 5) 0, a) — 
ist. 
oe Sicher enthalt die G, eine invariante dreigliedrige Involutions- 


invarianton gruppe. Denn wenn die Gruppe X,f, X,f, X;f selbst nicht in der 

G, invariant ist, so nimmt ihre Bildebene e, =O im Raume fF, der 
adjungierten Gruppe E,f..,f bei dieser adjungierten Gruppe andere 
Lagen an. Wir kénnen daher annehmen, dass alsdann sowohl 
X,f, X,f, X;f als auch X,f, X,f, X,f eine Involutionsgruppe dar- 
stellen. Dasselbe gilt dann offenbar auch von X,f, X,f, X;f+AX,f 
Die zugehérigen Bildebenen bilden ein Biischel, das von der adjungier- 
ten Gruppe i, f..£,f im sich transformiert wird, denn die Bildpunkte 
von X,f und X,f bleiben bei der adjungierten Gruppe fest, da alle 
Klammerausdriicke mit X,f und X,f Null ergeben. Die adjungierte 
Gruppe transformiert die cot Hbenen des Biischels projectiv und zwar 
héchstens zweigliedrig, da L,f und E,f jede der Ebenen fiir sich in- 
variant lassen. Also bleibt nach Theorem 15, § 2 des 5 Kap., min- 
destens eine der Hbenen in Ruhe. Sie stellt eine invariante Involu- 
tions-G, der G, dar. 

Diese Uberlegung lisst sich sofort verallgemeinern und fthrt 
dadurch zu dem 

Satz 12: Hnthdlt eme r-gliedrige Gruppe eine (r — 1)-gliedrige 
Involutionsgruppe, so enthilt sie sicher eine invariante (r — 1)-gliedrige 
Involutionsgruppe. 

Sie ist daher auch sicher integrabel. Hine nicht -integrabele 
r-gliedrige Gruppe enthilt also keine (r — 1)-gliedrige Involutions- 
gruppe. 


Wir diirfen hiernach annehmen, X,f, X,f, X;f sei eine invariante 
Involutions-G, der Gy. Li, f, E.f, E;f lassen jeden Punkt der zu- 
gehérigen Bildebene e, = 0 im FR, in Ruhe. Diese Punkte werden 


% 
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q p “q xp+eyq cl | | q 2q p ep+(2y+x%)q 
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also nur durch /,f und zwar projectiv transformiert. Allgemein wird 
eX, f + ¢&X,f+e¢,X;f durch einen Punkt dieser Ebene mit den 
homogenen Coordinaten e,, ¢, ¢, dargestellt. Die Coordinaten 
€:, >, € werden von F,f linear und homogen transformiert, indem 


e,X,f + ¢,X,f + e,X,f vermége X,f tibergeht in 
eX f+ eXof + es Xf + (4 if + eXef t+ ey Xsf, Xf) Ot. 


Durch passende Auswahl der drei infinitesimalen Transformationen 
Xf, Xaf, X;f aus der Schar aller e,X,f + e,X,f + e,X;f lasst sich 
erreichen, dass die infinitesimale lineare homogene Transformation von 
C1, , @, eine der in § 3 des 19. Kap. unter IX aufgestellten typischen 
Formen annimmt. Dabei bleiben in der Ebene e, = 0 gewisse Punkte 
und Geraden in Ruhe. (Vgl. Fig. 49, 8. 511.) Sie stellen invariante 
ein- und zweigliedrize Untergruppen der G, dar. 


Hrster Fall. Erster Fall: Es bleiben in der Ebene e, =O drei Geraden und 


Zweiter 
Fall. 


Punkte in Ruhe. Dieser Fall entspricht der ersten Gruppe unter IX 
in § 3 des 19. Kap., die so geschrieben werden kann: 


LP, + BLP. + YL ps. 
Hier ist also anzunehmen: 
(EES) = (4) = 
(1) (X, Xy)= wf, (AG X,) = BGG. CX Xa 
(w += B == 7). 


Ware «== 6 oder a —y oder B=y, so wiirden mehr als drei Punkte 
der Hbene ce, =O in Ruhe bleiben, ein Fall, der nachher besonders 
auftritt. 

Kin Beispiel zur Zusammensetzung (1) giebt diese Gruppe: 


pq r wxep-+ Byg + yer. 


In Fig. 53, die weiter unten folgt, ist die Zusammensetzung 
schematisch unter I. dargestellt. Der Fall, dass eine der Zahlen «, B, y 
verschwindet, ist dabei deshalb besonders angegeben, weil in diesem 


Falle die erste derivierte Gruppe bloss zweigliedrig ist. 


Zweiter Fall: Zwei invariante Geraden und zwei invariante 
Punkte. Letztere seien die Bildpunkte von X,f, X,f, erstere die Ver- 
bindende beider Punkte sowie die Gerade vom Bildpunkt von X,f 
nach dem von X;f. Der zugehérige Typus unter IX in § 3 des 
19. Kap. ist der zweite, wenn darin 1 und 2 vertauscht werden, 
sodass er so zu schreiben ist: 
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3 Py + wl, p, + B(%2 py + ay ps). 
Ks ist somit anzunehmen: 
(X, X,) = (XK, X,) = (x, X,) = 0, 
CGS ax (X)Soys GXN=H K+ exP 
(«+ ). 
Wire « = £6, so wiirden mehr als zwei Punkte in Ruhe bleiben. 
Diese Zusammensetzung hat z. B. die Gruppe 


pg r #9 --“uxp — B(yg + Sr). 


In Fig. 53 ist die Zusammensetzung unter I. dargestellt. Die 
Falle «0 bez. 6 =O, in denen die erste derivierte Gruppe nur 
zweigliedrig ist, sind durch besondere Figuren wiedergegeben. 


Dritter Fall: Eine invariante Gerade und ein invarianter Punkt. ee 
Letzterer sei der Bildpunkt von X,f, erstere die Gerade von diesem 
Punkte zum Bildpunkt von X,f. Die zugehérigen Typen unter IX 
in § 35 des 19. Kap. sind der dritte und vierte, in denen aber 1 mit 
2 zu vertauschen ist, also entweder: 


Ly Po -f- XP, + LP, + %_ Py + Ls Ds 
oder: 


Ls P. —- Uy Py. 
Daher ist entweder: 


(11) Boe) == 55 x) SSC Gea, 
CG), CG) fr a CA) = a ay 
oder: 
(I1Y’) (X, X,) = (KX, X3) = (Xs X,) se 0, 
(X,X,)=0, (ANH Xf (AX) = BLS 
Die erstere Zusammensetzung hat z. B. die Gruppe: 
par egtyp+ap+ yd Ar, 
die letztere diese: 
Pav eq+yp. 
Siehe wieder Fig. 53 unter III. 


Vierter Fall: Invariante Strahlen eines Biischels und invariante Vierte 
Punktreihe, deren Gerade dem Biischel nicht angehdrt. Dies ist der 
Fall des fiinften Typus unter IX in § 3 des 19. Kap. Wenn wir den 
Bildpunkt von X;f als Mittelpunkt des Biischels, die Gerade durch 


die Bildpunkte von X,f und X,f als Triger der Punktreihe wahlen, 
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so haben wir in dem angegebenen Hp 1 mit 3 zu vertauschen, 
sodass wir schreiben kénnen: 


y CL, Py — Ue Do a V3 Ps. 
Hs ergiebt sich daher: 
(KX, Xq) = (XK, Xs) = (KX) = 0, 
(dV) (KX, X,) =o Xf ~ AX) HoXsf, (KX) =r AGF 
(@ +7) 
Bei der Annahme «= y wiirden alle Punkte der Ebene ei == eri 


Ruhe bleiben. 
Hier haben wir als Beispiel die Gruppe: 


pq r aap + yq) + var. 

Die Annahmen « = 0 bez. y = 0 sind besonders ausgezeichnet, da 
bei ihnen die erste derivierte Gruppe nur zweigliedrig ist. In der 
spater zu gebenden Figurentafel 54 sind unter IV. die Zusammen- 
setzungen dargestellt. 


Fiinfter Fall: Invariante Strahlen eines Biischels und invariante 
Punktreihe, deren Gerade dem Biischel angehért, d. h. der 6. und 7. 
Typus unter IX in § 3 des 19. Kap. Wir wihlen als Punktreihe die 
Gerade, welche die Bildpunkte von X,f und X,/f verbindet, als Mittel- 
punkt des Biischels den Bildpunkt von X,f Alsdann liefern jene 
Typen: 


Le Do + 2 P, + Le P, + Xs Ps 
' bez.: 


Xs Po 
sofort die beiden Zusammensetzungen : 
(Vv) (iG) == (X,X5) == (A) 0 
(GX) Xf (XX) = Xf, (yy) = GP Gy 

und: 
(v’) ( (X, Xp) == (KX, Xs) = (4 X,) = 0, 

(XX, =a), (X,X)) 2-07 (XX 
Beispiele dazu sind die Gruppen: 


Pg e¢+ ep - yg + er 
und: 
Died Wamwed. 
In Fig. 54 sind auch diese beiden Zusammensetzungen unter V. 
schematisch dargestellt. 
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Sechster Fall: Alle Punkte der Ebene e, = 0 bleiben in Ruhe. Seebster 
p j Wali, 
Hier haben wir entweder vom letzten Typus unter IX. in § 3 des 
19. Kap. auszugehen: 2, p, -+ ap, + #3, oder aber von der iden- . 
tischen Transformation. Erstere Annahme giebt die Zusammensetzung: 


(X, Xs) = (K, X,) = (4% X,) = 0, 


eh SARE ea =o 
(A A)H MA BAYH MX) =As 


letztere diese : 
(VY) ae -= Be = %s XY 20) 
(X, X,) = (KX, X,) = (%, X,) = 0. 


Diese Zusammensetzungen besitzen z. B. die Gruppen 


pagar eptyg-+er 
und 
C89 79 29: 


In Fig. 54 sind diese Zusammensetzungen unter VI. dargestellt. 


Hiermit ist die Bestimmung aller méglichen Zusammensetzungen 
von viergliedrigen Gruppen beendet. Dass die aufgestellten Typen 
simtlich wesentlich von einander verschieden sind, erhellt ohne weiteres. 

In betreff der Figuren heben wir noch hervor: Auf den Tafeln 53 Be- 


merkungen 


und 54 sind die invarianten Untergruppen, die durch Punkte und Ge- 7 den 
raden der Hbene e, = 0 dargestellt werden, besonders hervorgehoben, ‘#feln. 
ebenso die ersten derivierten Gruppen. Doch sind diejenigen invarian- 

ten Untergruppen nicht markiert, welche die erste derivierte Gruppe 
enthalten. lLetzteres aus dem Grunde, weil ja jede ebene Mannigfaltig- 

keit, welche die ebene Mannigfaltigkeit der ersten derivierten Gruppe 
enthalt, eine invariante Untergruppe darstellt. Die invarianten Unter- 
gruppen, die nicht in der Ebene ce, = 0 darzustellen waren, sind eben- 

falls nicht besonders markiert, weil sie evident sind. Sie werden nim- 

lich durch die Geraden bez. Ebenen vom Bildpunkte von X,f nach 
allen invarianten Punkten bez. Geraden der Ebene e, 0 gegeben. 

Die graphische Wiedergabe dieser invarianten Untergruppen wiirde 

die Bilder verwirren. Dass bei der letzten Figur von diesen Grund- 
sitzen abgewichen wurde, liegt darin, dass hier jeder Punkt, jede Ge- 

rade und jede Ebene des &, eine invariante Untergruppe darstellt. 
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Fig. 53, 
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| IV. fiir e-b0, 


pq eg+e@p+yd+2r) 


VI. 


\p qr ep+yat+er | 


Wig. 54. 
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§ 6. Gleichberechtigte endliche und infinitesimale Transformationen. 


In diesem Paragraphen wollen wir uns mit den gleichberech- 
tigten Transformationen einer vorgelegten Gruppe eingehender be- 
schiiftigen. 

Angenommen, in » Veranderlichen x, ..2, liege eine r-gliedrige 
Gruppe X,/f..X,f vor; die adjungierte Gruppe in ¢,..e, sei L,f..E,f. 
Jede endliche Transformation S der gegebenen Gruppe kann in cano- 
nischer Form (vgl. § 1, 2 des 18. Kap.) mit den canonischen Para- 
metern ¢,..¢- gegeben gedacht werden. Wir wollen auf sie eine be- 
liebige Transformation 7’ der gegebenen Gruppe ausfiihren. Auch 7 
darf in canonischer Form mit den Parametern ¢, ..¢, vorgestellt wer- 
den. Die Transformation S’ = 7—1ST, die aus S durch Ausfiihrung 
von 7’ hervorgeht, wird dann gewisse canonische Parameter ¢,’.. ¢, 
haben, fiir die ; 


aa (fe 
1 el 
05 == 6 Dt & Ee: + ™ > &, &, Ei, (Eye:) + - + 
ay 1 


Ce 2a) 


ist. S und S’ heissen mit einander (innerhalb der gegebenen Gruppe) 
gleichberechtigte Transformationen (vgl. § 3 des 18. Kap.). 

Deuten wir, wie in § 1 des 18. Kap., S. 460, ausgefiihrt wurde, 
e,..@, als Cartesische Coordinaten eines Raumes R, von 7 Dimensionen, 
so stellt jeder Punkt (e,..e,-) dieses Raumes eine endlche Trans- 
formation S der Gruppe X,f..X,f dar und umgekehrt. Insbesondere 
der Anfangspunkt O stellt die Identitiit dar, die O unendlich benach- 
barten Punkte (e,..¢,) bedeuten die infinitesimalen Transformationen 
de,X;f der gegebenen Gruppe. Die adjungierte Gruppe L,/.. E,f ist 
alsdann eine Gruppe von Punkttransformationen dieses R,, sie ftihrt 
gerade nur solche Punkte in eimander tiber, die gleichberechtigte 
Transformationen der gegebenen Gruppe darstellen. 

Denken wir uns also, wir hitten die kleinste invariante Mannig- 
faltigkeit emes Punktes (e,..¢,) des R, gegeniiber der Gruppe E,/f..E,f 
schon bestimmt (vgl. § 1 des 16. Kap.), so hatten wir damit auch 
alle endlichen Transformationen der gegebenen Gruppe gefunden, die 
mit der gegebenen Transformation S oder (¢,..e,) gleichberechtigt 
sind. Sie sind naimlich durch die Punkte dieser kleinsten Mannig- 

Erstes  faltigkeit dargestellt. Das Problem, alle Scharen von gleichberech- 


Problem 


Gleichber. tigten endlichen Transformationen der gegebenen Gruppe zu bestimmen, 


endl, Transf. 


deckt sich also mit dem, alle kleinsten invarianten Mannigfaltigkeiten 


Gleichberechtigte endliche und infinitesimale Transformationen, 593 


gegeniiber der adjungierten Gruppe E\f..E,f im Raume R, von r 
Dimensionen zu bestimmen. Hierfiir aber haben wir im 16. Kap. eine 
allgemeine Methode gefunden, die wir nachher anwenden werden. 


Vorher besprechen wir ein zweites Problem: Da jede eingliedrige 
Untergruppe der gegebenen Gruppe bei Ausfiihrung einer Transforma- 
tion der gegebenen Gruppe wieder in eine eingliedrige Untergruppe 
iibergeht, so kann man auch nach den (innerhalb der gegebenen Gruppe) 
gleichberechtigten eingliedrigen Untergruppen fragen. Jede solche wird 
durch einen Strahl durch den Anfangspunkt O dargestellt; die ad- 
jungierte Gruppe fiihrt — als lineare homogene Gruppe — jeden 
solchen Strahl wieder in Strahlen durch O iiber. Es wird also unsere 
Aufgabe sein, die Mannigfaltigkeit aller der Strahlen zu bestiimmen, 
in die ein Strahl durch den Anfangspunkt bei der adjungierten Gruppe 
tibergeht. Jede derartige Mannigfaltigkeit wird durch ein im ¢,..¢, 
homogenes bei der adjungierten Gruppe invariantes Gleichungensystem 
dargestellt. Man findet bekanntlich diese Mannigfaltigkeiten, indem man 
zu den infinitesimalen Transformationen li,f..H,f der adjungierten 
Gruppe noch diejenige hinzufiigt, die jeden Punkt in der Richtung 
seines Radiusvectors fortfiihrt: 


é 7] 
SSS pea 


und sodann bei der Gruppe H,f.. Lf, Ef die kleinsten invarianten 
Mannigfaltigkeiten bestimmt. 

Unser jetziges Problem kann iibrigens offenbar auch so aus- 
gesprochen werden: Allen Scharen von (innerhalb der gegebenen Gruppe) 
gleichberechtigten infinitesimalen Transformationen zu finden. 

Wenn zwei endliche Transformationen der gegebenen Gruppe mit 
einander gleichberechtigt sind, so sind es auch die beiden eingliedrigen 
Untergruppen, denen sie angehéren. Denn sind p und p’ die Bild- 
punkte der beiden endlichen Transformationen im Raume f,, so ent- 
halt die adjungierte Gruppe sicher eine Transformation, die p in p’ 
iiberfithrt, also auch den Strahl Op in Op’. Diese Strahlen stellen 
aber die in Frage stehenden eingliedrigen Untergruppen dar. Man er- 
sieht hieraus, dass unser zweites Problem erledigt ist, sobald man das 
erste gelost hat. 

Wir werden also eine endliche Transformation S der gegebenen 
Gruppe ins Auge fassen und die kleinste invariante Mannigfaltigkeit 
M ihres Bildpunktes p im Raume R, gegeniiber der adjungierten 
Gruppe aufsuchen. Wir wihlen auf ihr beliebige Punkte allgemeiner 


Lie, Continuierliche Gruppen. 38 


Zweites 
Problem: 
Gleichber. 
eingliedr. 

Untergr. 
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Lage p’, Bildpunkte endlicher Transformationen S’ der Gruppe 
X,f..X,f. Mit S sind alle S’ gleichberechtigt und ausser ihnen 
keine Transformationen. Mit der eingliedrigen Untergruppe, der S 
angehért und die durch Op dargestellt wird, sind alle eingliedrigen 
Untergruppen gleichberechtigt, denen die S’ angehéren und die durch 
die Strahlen Op’ dargestellt werden, und ausserdem keime eingliedrigen 
Untergruppen. Wenn der Strahl Op der Mannigfaltigkeit JM voll- 
stiindig angehért, so gehért ihr auch jeder der Strahlen Op’ voll- 
stiindig an, da p wie p’ von allgemeiner Lage auf I ist (vgl. Satz 3, 4, 
§ 1 des 16. Kap.). Alsdann also ist jede Transformation der durch 
Op dargestellten eingliedrigen Untergruppe mit jeder der durch Op 
dargestellten gleichberechtigt. Wenn dagegen die Mannigfaltigkeit JZ 
den Strahl Op nicht enthilt, so enthilt sie auch nicht den Strahl Op’. 
In diesem Falle ist zwar die Untergruppe, die durch Op dargestellt 
wird, mit der durch Op’ dargestellten gleichberechtigt, nicht aber jede 
Transformation der einen mit jeder der anderen. 


Zuriick- Unsere beiden Probleme kommen hiernach darauf hinaus, alle 


fiithrung 


mot cin _kleimsten invarianten Mannigfaltigkeiten im Raume RK, ber der adjungier- 
Problem. ten Gruppe zu bestimmen. Unter diesen Mannigfaltigkeiten haben 
dann nach dem Bemerkten diejenigen ein eigenes Interesse, die aus 
lauter Strahlen durch O bestehen, deren Gleichwngen also in @,.. é, 
homogen sind. 
Nachdem wir somit die Probleme auf ein schon friiher erledigtes 
zuriickgefiihrt haben, gehen wir dazu tiber, die friiher entwickelte 
Methode anzuwenden. Wir machen dabei von einigen Formeln Ge- 


brauch, die vorangeschickt werden sollen. 


Honueln Nach dem Hauptsatze bestehen Relationen von der Form 
adjungiert, r 


Gruppe. ee gah : 
(X;X;) = >: Cis Ref (0 hae ee 


1 


Nach Theorem 33, § 2 des 18 Kap., ist nun 


(19) Exf= >> ewe Gf (b= 1, 2.7). 
1 $ 


Setzen wir zur Abktirzung 


r 


(20) Dr OG = he (b= 1, 2,.7), 


if 


so ist auch: 
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or 
ce} 


(19) Exf= dieu oo (b= 1, 2.09). 
1 s 


Wir bilden die Matrix aller ,f.. E,.f und von 


pls af of of 
Ef=aq pita fy. tog, 

vor de Oe, de, 
nimlich: 

Sie Polsean ae ede 

or ~ Sag AE ak 
(21) 

ert er2Q Ery 

e €5 See a eC, 


Die r-reihige Determinante, die aus der Matrix durch Streichen der 
k*» Horizontalreihe und Multiplication mit (— 1)’+!~* hervorgeht, sei 
mit 4, bezeichnet, insbondere aber 4,,, kurz mit 4. Es ist also 
A die Determinante aller ¢,. In § 1 dieses Kapitels haben wir in 
Formel (10) erkannt, dass 4 identisch Null ist: 


A =| %&s|=0. 


Ks folgt hieraus, dass zwischen E,f.. Hf eme lineare Gleichung iden- 
tisch besteht. In der That ist 
(22) ¢, Ef + s. ¢ Lf = 0, 
denn hierin ist die linke Seite 
P 1 ge 
> a Fif = > lcnscite a e 
3 i,k, s 


A rs) ‘ A : 
Unter dem Summenzeichen kommt ite oh zweimal, einmal mit dem 
S$ 


Coefficienten ¢;,; und dann mit dem Coefficienten c¢;, vor. Da aber 
Cizs + Cris nach dem dritten Fundamentalsatz Null ist, so ist auch die 
ganze Summe identisch Null. Die Identitét (22) hat ihre begriffliche 
Erklarung darin, dass die infinitesimale Transformation der adjungier- 


sitzt, diesen Punkt in Ruhe lisst. Wir haben ja auch damals, als 
vom Verschwinden der Determinante 4 die Rede war, in § 1 dieses 
Kap., 9 = 0 als triviale Wurzel der dortigen Gleichung (9) bezeichnet, 
fiir die eben die damalige Gleichung (8) durch & = e& erfiillt wird; 
wodurch unsere Identitit (22) hervorgeht. 
Die Identitaét (22) zerfaillt unmittelbar in die 7 einzelnen: 
C1815 + C2 é25 + ++ + 6-85 = O 
(s==i1,2..r). 
38% 


Die 


Function J. 
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Denken wir uns zu dieser Gleichung links zum Schluss noch e,- 0 hin- 
zugefiiet, so liegt em System von 7 linearen homogenen Gleichungen 
hinsichtlich der r + 1 Gréssen'e,..e-, 0 vor. Da diese y-+ 1 Gréssen 
nicht simtlich Null sind, so folgt, dass sie sich zu einander wie die 
y-reihigen Unterdeterminanten der Matrix des Systems verhalten. 
Diese Matrix ist aber die Matrix (21), nur sind die Horizontalreihen 
mit den Verticalreihen vertauscht. Also folgt — auch genau hinsicht- 
lich des Vorzeichens — 


(23) i 


A, ist eine homogene ganze Function vom r*™ Grade in ¢, .. é,, also 
A 
k ° ° . ° 
~ eine homogene rationale Function (ry — 1)*™ Grades in ¢..¢,. Es 
k 
ist nun auch klar, dass sie eine ganze Function ist, denn wiire sie ge- 
brochen, d. h. hatte sie den nicht hebbaren Nenner ¢&, so miisste sie 
wegen (23) ebenso die nicht hebbaren Nenner e¢,..¢, haben. 

Es existiert also eine homogene ganze Function (* — 1)" Grades 


J von ¢,..é, derart, dass 
(24) Ae ae Ie (hk == ae 2 ee) 


ist. 


Ferner schicken wir einen Satz voraus, der sich auf die Form 
der Invarianten einer linearen homogenen Gruppe bezieht. Nach 
Theorem 29, § 4 des 16. Kap., findet man alle Invarianten einer 
Gruppe U,f..U,f durch Integration des (héchstens q-gliedrigen) voll- 
stindigen Systems U,f=0,..U,f=—0. Es gilt nun der 

Satz 13: Besitat eine lineare homogene Gruppe in e, .. e gerade o 


Tnvariantenyon emander unabhiingige Invarianten, so besitat sie auch @ von einander 


einer 


lin. hom. 


Gruppe. 


unabhingige Invarianten, die stimtlich homogen in e,..e, sind, und zwar 
entweder sind sie sdmtlich homogen von nullter Ordnung, oder aber es 
smd ¢—1 homogen von nullter und eine homogen von erster Ordnung. 

Ist namlich U,f..U,f die vorgelegte lineare homogene Gruppe 
in ¢,..é€-, So sind ihre Invarianten die Lésungen des vollstandigen 
héchstens q-gliedrigen Systems 


Uep == 0, Oe 


Angenommen, dies sei ein p-gliedriges vollstindiges System (p <q), 
sodass gerade r — p von einander unabhiangige Invarianten vorhanden 
sind, Alsdann bilden die folgenden linearen homogenen partiellen 
Differentialgleichungen in r+ 1 unabhiingigen Veriinderlichen e,..¢,, f: 
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(25) AM eta FT sg EF + f57=0 


ein vollstindiges System, da wegen der Form von Ef (vgl. 8. 595) 
. OF : i 
(UF, EF+/5-)=0 G=1,2..9) 


ist. Das System ist gerade (p + 1)-gliedrig, da die letzte Gleichung 
offenbar von den gq ersten unabhingig ist. Das System enthilt r + 1 
Verinderliche, hat also r + 1—(p—+1)=r—p von einander un- 
abhingige Lésungen I’(e,..e,, f). Unter diesen werden gewisse von 
f freie vorhanden sein. Fir diese reduciert sich das System auf 


Ee O18: U0, VER 0: 


Diese Gleichungen bilden ein p-gliedriges System in e,..e,, wenn die 
letzte Gleichung nur eine Folge der iibrigen ist, sonst ein (p + 1)- 
gliedriges. Sie besitzen also im ersten Fall gerade r — p, im zweiten 
Fall nur r — p—1 von einander unabhingige Lésungen F, die In- 
varianten der Gruppe und wegen E/’=0O homogen von nullter Ord- 
nung in é,..e, sind. Ist der zweite Fall eingetreten, so existiert noch 
eine nicht von f freie Lésung J’ von (25). Setzen wir sie gleich 
Constans: 
ENG... Gry) — a, 
so giebt die Auflésung nach f eine Function f, die den Gleichungen 
U,f= 0... U,f = 0 und 
Basis 


geniigt, d. h. die Invariante der Gruppe und homogen von erster Ord- 
nung ist. 


Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir an die rechnerische Hr- 
ledigung des oben begrifflich erliuterten Problems. Alle Invarianten 
der adjungierten Gruppe E,f..H,f findet man durch Integration des 
vollstindigen Systems 

-Hf=0...z,f= 9. 


Es ist héchstens (r — 1)-gliedrig, da seine Determinante 4 = 0 ist, 
und besitzt deshalb mindestens eine Loésung. Die adjungierte Gruppe 
besitet also mindestens eine Invariante. Nach dem vorhergehenden 
Satze wissen wir tiberdies, dass entweder alle Invarianten oder aber 
alle bis auf eine homogen von nullter Ordnung angenommen werden 
kénnen, wahrend im letzteren Falle die noch fehlende Invariante 
homogen von erster Ordnung gewahlt werden kann. 


598 Kapitel 20, § 6. 


sks Sind alle Invarianten homogen von nullter Ordnung, so liefern sie 


Annahmo: 


Alle Inv. oleich Const. gesetzt eine solche invariante Zerlegung des Raumes Ji, 


nur mit den gewohnlichen Coordinaten e¢,..e,, dass die einem Punkte all- 
vemeiner Lage zugeordnete kleinste invariante Mannigfaltigkeit aus 
lauter Strahlen durch O besteht. Wir werden aber weiter unten nach- 
weisen, dass der hier betrachtete Fall gar mcht emtreten kann. 

ae Ist eine Invariante homogen von erster Ordnung, wihrend die 

Kine Inv. tibrigen homogeu von nullter Ordnung gewahlt werden kénnen, so 


hom. 

exstor Orda ergiebt sich, wenn die Invarianten gleich Constans gesetzt werden, 
eine solche invariante Zerlegung des f,, dass die einem Punkt all- 
gemeiner Lage zugeordnete kleinste invariante Mannigfaltigkeit nicht 
mehr aus Strahlen durch O besteht. Wenn iiberhaupt nur eine In- 
variante — also die von erster Ordnung — vorhanden ware, so wiir- 
den also zwei allgemein gewiahlte eingliedrige Untergruppen oder in- 
finitesimale Transformationen der gegebenen Gruppe, fiir die ja nur 
die Invarianten nullter Ordnung in betracht kommen, stets mit ein- 
ander gleichberechtigt sein. Sind mehr als eine Invariante vorhanden, 
so ist dies nicht mehr der Fall. Aber bei beiden Annahmen sind 
nicht mehr die allgemeinen endlichen Transformationen zweier gleich- 
berechtigter eingliedriger Untergruppen ebenfalls gleichberechtigt. Viel- 
mehr giebt die von erster Ordnung homogene Invariante das Kriterium 
zur Entscheidung der Frage, welche endlichen Transformationen der 
zweiten Untergruppe mit einer allgemeinen der ersten gleichberechtigt 
sind. Es sind namlich diejenigen, fiir welche die fragliche Invariante 
denselben Wert besitzt. 


Eee outane Hine besondere Rolle spielt die oben gefundene Function J. 
Function J. Nehmen wir nimlich zunichst an, J sed identisch Null, so sind 
nach (24) 4,.. 4, simtlich wie J identisch Null. Das vollstindige 


System 
(26) Hip 420, fee Oe ae 


ist somit alsdann héchstens (7 — 1)-gliedrig und besitzt daher min- 
destens eine Lésung, die wegen Ef = 0 von nullter Ordnung homogen 
ist. Ist J==0, so ist es also sicher, dass die adjungierte Gruppe 
mindestens eine Invariante nullter Ordnung besitzt, anders ausge- 
sprochen, dass zwei eingliedrige Untergruppen oder infinitesimale 
Transformationen der gegebenen Gruppe im allgemeinen nicht gleich- 
berechtigt sind. : 

Ist andererseits die Function J micht identisch Null, so sind 
4,..4, nach (24) siimtlich von Null verschieden, sodass das voll- 
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stiindige System (26) gerade r-gliedrig ist. Dann also gicbt es keine 
Invariante nullter Ordnung. Mit anderen Worten: Zwei eingliedrige 
Untergruppen oder infinitesimale Transformationen der gegebenen 
Gruppe sind im allgemeinen gleichberechtigt. Im vorliegenden Falle 
besitzt die adjungierte Gruppe sicher nnr eine Invariante, die homogen 
ist und homogen vom ersten Grade angenommen werden kann. 


Wir werden spiiter erkennen, dass J selbst eine Invariante ist und 
1 


r—1 3 . o . 
daher J als die Invariante erster Ordnung gewihlt werden kann, 
sodass im Falle J==0 die Bestimmung der Invarianten geleistet ist. 


1. Beispiel: Es liege die Gruppe vor Boispicle. 
p ap “np. 
Hier ist die adjungierte Gruppe (vgl. § 3 des 18. Kap.): 
YP ea EPR 
i, = — & 5, — 2s Oe,? 
iy Bezalegy af 
Es f= & 55. 3 Ge,? 
as of of 
Bf=2e f+ az, 
also die Matrix (20): 
| e 0 —e 
0 Don eon Ae 
e, af. &s 


daher, wie es sein muss, 4 =O und ausserdem 


Se 4e,"es + ey, 
A, = — 4e,e,e, + @,°, 
Ay = — 4e,0,” + 6476s, 
sodass 
4; 2 
== — = — 4e,e, + ¢,° 


a 


wird. J =O stellt einen einzeln invarianten Kegel im Raume FR, mit 
den Cartesischen Coordinaten ¢,, ¢, ¢, dar. Um alle Invarianten der 
adjungierten Gruppe zu finden, haben wir das vollstindige System zu 
integrieren : 


E,f=0, Bf=0, Ff=09, 


das zweigliedrig ist. Man erkennt, dass f=J eine Lésung des 
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Ordnung. Ve? — 4¢,e; = Const. stellt also eine Schar von einzeln 
invarianten Flichen zweiter Ordnung dar. Von allen diesen besteht 
nur der Kegel e¢,? — 4e,e,-=0 aus lauter Strahlen durch O. Fiir einen 
Punkt allgemeiner Lage des Raumes R, ist die hindurchgehende Flache 
Ve.” — 4¢,¢, = Const. die kleinste invariante Mannigfaltigkeit. Spe- 
cieller Lage sind nur die Punkte des Kegels J=0O. Fiir keinen 
Punkt von J = 0, ausser dem invarianten Anfangspunkt, verschwinden 
alle zweireihigen Determinanten von 

— — 26, 0 

A= By Os = =e 

0 2¢, ey 


Daher ist der Kegel J = 0 fiir jeden seiner Punkte, ausser der Spitze, 
die kleinste invariante Mannigfaltigkeit. Hieraus schliessen wir: Bei 
der Gruppe p, xp, x*p sind alle endlichen Transformationen (¢,, 2, @3), 
fiir die V’c,2 — 4¢,e, denselben Wert hat, gleichberechtigt. Dagegen . 
sind tiberhaupt alle eingliedrigen Untergruppen oder, was dasselbe ist, 
infinitesimalen Transformationen ¢,p + e,7p + ¢,2°p mit einander 
gleichberechtigt, mit Ausnahme derer, fiir die e,? — 4e,e, ist. Diese 
sind nur unter sich gleichberechtigt. Hatten wir e,, e,, e, als homo- 
gene Punktcoordinaten der Ebene gedeutet und entsprechend nur die 
infinitesimalen Transformationen ins Auge gefasst, so hatte J=0O 
einen invarianten Kegelschnitt dargestellt, wie in Fig. 45, § 3 des 
18. Kap. 
2. Beispiel: Bei der Gruppe 


pq xp+eyq (¢+9) 
lautet die adjungierte Gruppe: 


af af af af 
Lf S=—4,., 4f>S—¢ea.— = 5— = 
if 3 e,? al 3 Be, ? Ef = ¢ de, + ¢e, Be, ? 
also die Matrix (20): 
0 —ce O 
o ce, O 
e a) Os 
Hier ist 
en 2 = 2 = : 
A == — 66," 4, == — ¢e6,") 4, == 
also 
4, ‘ 
= — = — ¢e,*. 
°% 


Das vollstiindige System 
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LE, f=0, Ejf=0, E,f=0 


In @, , @; ist zweigliedrig und wird durch f = J erfiillt. Wir 
kénnen e, als die lineare Invariante wiihlen. ce, = Const. stellt algo 
eine Schar von oo! einzeln invarianten Ebenen im R, dar. Specieller 
Lage sind nur die Punkte von e, = 0. Fiir diese verschwinden alle 
zweireihigen Determinanten yon 


— ts 0 0 
A= ea 
e; ae) 


nicht aber die einreihigen — abgesehen vom Anfangspunkt. Fiir e, = 0 
haben wir also nur ein eingliedriges System mit der Lésung e¢,°: e. 
Hieraus folgt, da tiberdies nur die Ebene e, = 0 aus lauter Strahlen 
durch O besteht: Zwei endliche Transformationen (¢,, ¢, ¢) der 
gegebenen Gruppe sind dann und nur dann glei@hberechtigt, wenn e; 
bei beiden denselben von Null verschiedenen Wert hat oder bei beiden 
e; = 0 ist und e,?:e, gleichen Wert hat. Zwei eingliedrige Unter- 
gruppen allgemeiner Lage sind dagegen stets gleichberechtigt. Nur 
die eingliedrigen Untergruppen ¢,p + eq sind stets nur unter sich 
gleichberechtigt. 
3. Beispiel: Bei der Gruppe 
p ep q 
ist die adjungierte: 


0 0 oo 
Ef=—a5-, Bfaagt, Lf=0, 


also 4, = 4, = 4, = 0 und daher J=0. Hier existiert also sicher 
eine Invariante nullter Ordnung. In der That ist das vollstindige 
System 


E,f=0, £,f=-0, E,f=90 


. : . . : nO é. : 
nur eingliedrig und besitzt die Lésungen ¢ und e¢, sodass > die In- 
3 


variante nullter Ordnung ist. Der Raum zerfillt in oo” einzeln in- 
variante Geraden e, = Const., e, = Const. parallel der ersten Axe. 
Einziger Punkt, fiir den auch alle einreihigen Determinanten von 4 
verschwinden, ist der Anfangspunkt. Zwei endliche Transformationen 
(€,, €, @3) der vorgelegten Gruppe sind also nur dann gleichberechtigt, 
wenn e, und ¢é, bei beiden denselben Wert haben. Von den ein- 
gliedrigen Untergruppen ¢,p -+- e,ap -+ ¢,q sind diejenigen gleich- 
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berechtigt, bei denen denselben Wert hat. Nur die eingliedrige 
Untergruppe p, die allein durch einen invarianten Strahl dureh O dar- 


gestellt wird, besitzt keine gleichberechtigte. — 


Wir wollen nun ein anderes friiher, in § 1, betrachtetes Problem 
wieder aufnehmen, weil es mit unseren jetzigen Fragen in engem Zu- 


sammenhang steht. 


Tah eee Liegt niimlich eine bestimmte infinitesimale Transformation 2e;X;/ 
>, denen 


ety, der Gruppe X,/..X;,f vor, so findet man alle zweigliedrigen Involu- 

angehért, } ‘ ‘ i 

tions-Untergruppen, denen sie angehort, indem man gumiichst &.. € 80 
bestimmt, dass identisch 


ie i Lae 


DaXih Dia Xf = SV eitxcas Xf = ce: 
af ik 1 


8,2, % 


wird. Dies giebt fiiy 9 nach § 1 die Bedingung 


dFeecins == 0 >! eicien © Oa > cic | 
A(o) — desc > €; Ci22 or Ons ie > Ci Cire eels 


* 
Sescir >! e:cr2r ee >! estire ned 


Man hat alsdann nur die Wurzeln @ = 0 dieser Gleichung 7 Grades 
zu beriicksichtigen. Durch Nullsetzen von @ aber geht aus 4(@) die 
identisch verschwindende Determinante 4 hervor: 


r 


A0)=4= >! eicin 


i | 


=| a; |= 0. 


Wenn nun zwar alle (7 — m)-reihigen, nicht aber alle ( — m— 1)- 
reihigen Unterdeterminanten von 4 verschwinden, so ist 9 =O be- 
kanntlich eme mindestens (m-+ 1)fache Wurzel der Gleichung 4(0) =0. 
Fiir diese Wurzel reducieren sich die Bestimmungsgleichungen fiir 
é,..&, (Gleichungen (8) in § 1) auf gerade r — m — 1 von einander 
unabhingige, sodass sie co”+t! Wertsysteme von «,..é,, also nur oo” 


Wertsysteme der Verhiltnisse ¢,:\--:¢, bestimmen. Unter diesen ist 
das System e,:---:¢, vorhanden, das auszuschliessen ist. Die Wert- 
systeme ¢,:---+:¢é, und ¢, + de,:---:¢,-+ Ae, liefern dieselbe Gruppe 


Le Xf, Le Xf Hs giebt daher nur co”—1! Wertsysteme, die als 
wesentlich verschieden in betracht kommen. Die vorgelegte infinitesi- 
male Transformation Xe,X;f gehért somit gerade oo”™—1 zweigliedrigen 
Involutions-Untergruppen an. 
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Andererseits hat bei der gemachten Voraussetzung, dass alle 
(ry — m)-reihigen, nicht aber alle (7 — m— 1)-reihigen Unterdeter- 
minanten von 4(g) fiir @ = 0 verschwinden, die adjungierte Gruppe 


r 


pce ) of 
k aos Ciks Cj de, (k = 1, Die r) 


nach Theorem 29, § 4 des 16. Kap., gerade m-+ 1 von einander un- 
abhingige Invarianten. 

Satz 14: In einer r-gliedrigen Gruppe X,f..X,f gehort eine all- 
gemein gewihlie infinitesimale Transformation dann und nur dann gerade 
oo" verschiedenen zweigliedrigen Involutions-Untergruppen an, wenn die 
adjungierte Gruppe E,f..E,f der Gruppe X,f.. Xf gerade m + 1 von 
eimnander unabhingige Invarianien besitet. 

Wenn die adjungierte Gruppe nur eine Invariante besitzt, so 
ist die Zahl jener Involutions-Untergruppen gleich Null,-wenn sie 
gerade zwei Invarianten besitzt, so ist diese Zahl Hins, wie man 
ohne Miihe emsieht, wenn man die obige Betrachtung fiir diese 
besonderen Fille durchfiihrt. Es ist daher in unserem Satze fiir 
n == —1 die Grdsse oo” gleich Null, fiir » =O aber gleich Eins zu 
setzen. 

Im Fall unseres Satzes ist die kleinste invariante Mannigfaltig- 
keit, welche die adjungierte Gruppe einem Punkte (¢,.. ¢,) allgemeiner 
Lage im r-fach ausgedehnten Raume ft, mit den gewohnlichen Punkt- 
coordinaten e,..¢, zuordnet, gerade (yr — m — 1)fach ausgedehnt. 

Wir werden den Satz nachher anwenden, um zu beweisen, dass 
die adjungierte Gruppe sicher eine Invariante besitzt, die nicht von 
nullter Ordnung homogen ist. 


Um diese Anwendung machen zu kénnen, fassen wir noch ein an- 
deres ebenfalls in § 1. schon besprochenes Problem abermals ins Auge: 

Eine vorgelegte infinitesimale Transformation 2e¢;X;f der ge- Inf es 
gebenen Gruppe bleibt bei einer anderen 2 eX, f in Ruhe, d. h. der in Ruhe 
Strahl, welcher die eingliedrige Untergruppe Ye,X;f im KR, darstellt, 
bleibt bei der infinitesimalen Transformation Xe, X,f der adjungierten 


Gruppe in Ruhe, wenn 
(Ze: Xf, Zé, X;f) = 6 De; X;f 
ist, nach Satz 2, § 3 des 18. Kap. Die Frage nach den 2e,X;f, die 


dieser Bedingung gentigen, wurde nun schon in § 1 besprochen. Siehe 
Gleichung (6) des § 1. Wir bemerkten schon damals, dass es vor- 
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kommen kann, dass kein Wertsystem ¢,..¢, existiert, das unserer 
Forderung bei nicht verschwindendem o geniigt. 

Jetzt aber werden wir zeigen, dass in der That, sobald ¢..e, all- 
gemein gewihlt werden, nur solche unsere Forderung erftillende Wert- 
systeme «,..¢é, existieren kénnen, ftir die der Factor 6 =O ist. Mit 
anderen Worten, wir werden beweisen, dass in einer vorgelegten 
Gruppe nicht jede allgemein gewihlte eingliedrige Untergruppe einer 
zweigliedrigen Untergruppe als invariante Untergruppe angehéren kann, 
es sei denn, dass die zweigliedrige eine Involutionsgruppe‘ ist. 

Wir nehmen — entgegen dem, was wir beweisen wollen — an, 
dass sich ¢,..¢, so bestimmen lassen, dass 


(Le; Xif, 2 & Xif) = 6 Le; Xif (6 == 0) 


ist, wenn e;X;f eine allgemein gewihlte infinitesimale Transforma- 
tion der gegebenen Gruppe bedeutet. Bei dieser Annahme enthilt die 
Gruppe X,f..X,f mindestens oo”’—1 zweigliedrige Untergruppen G, 
mit nicht vertauschbaren Transformationen, da jede der oo”—? infini- 
tesimalen Transformationen Se; X;f in mindestens einer als invariante 
Untergruppe enthalten ist. Wir wollen uns ein anschauliches Bild 
davon machen, indem wir auf die geometrische Deutung zuriickgehen, 
die wir frtiher hiufig benutzten. Wir deuten e,..e, als homogene 
Punktcoordinaten in einem Raume #,_; von nur 7 — 1 Dimensionen, 
der durch die adjungierte Gruppe L,f..Z,f in sich transfermiert wird. 
In diesem Raume werden jene G, durch co’—! Geraden dargestellt, 
sodass durch jeden Punkt mindestens eine Gerade hindurchgeht. 
Nehmen wir an, durch einen Punkt allgemeiner Lage gehen gerade 
oo” dieser Geraden. Da es insgesamt co’—1 Punkte giebt und je oo! 
Punkte auf emer Geraden liegen, so sind dann co?+(’—1)—! Geraden 
vorhanden. Hs sollen aber mindestens oo”—1 sein. Daher ist: 
ptr—22r7—1, 

also = 

pl. 


Durch einen beliebigen Punkt (e,:--:: :é,) gehen also mindestens co! 
solche Geraden, darunter mindestens eine, dip eine G, darstellt, in der 
gerade Le;X;f selbst invariant ist. 

Hs ist sicher, dass Ye; X;f nicht in allen den G, invariant ist, die 
durch jene co? Geraden dargestellt werden. Denn durch jeden anderen 
Punkt (¢,:---:e,) geht ja auch mindestens eine Gerade, die eine G, 
darstellt, in der Y'e,X,f invariant ist. Von allen diesen co™—1 Ge- 
raden gehen, wie wir sahen, sicher oo* durch den Punkt (e:---:¢,). 


Gleichberechtigte endliche und infinitesimale Transformationen. 605 


Und diese oo! Geraden stellen somit G, dar, die nicht Ye;X;f als in- 
variant enthalten. 

Also werden unter den co? G,, die nicht Involutionsgrappen sind 
und die Xe;X;f enthalten, sicher mindestens oo! solche vorhanden sein, 
die Xe;X;f nicht als invariant enthalten. Wir fassen alle diese G, 
ins Auge. Sie werden durch gewisse oof Geraden durch den Punkt 


(¢,:---:@,) dargestellt, und zwar ist g mindestens gleich Eins. Auf 
jeder dieser Geraden liegt ein Punkt (¢,:+--:¢,) derart, dass 

(27) (Le; Xif, Be Xif) = 028, Xaf 

ist. Diese Punkte (¢,:---+:<¢,) bilden eine gfach ausgedehnte Mannig- 


faltigkeit M,. Diese Mannigfaltigkeit ist natiirlich continuierlich, wenn 
wir die beschrinkende Annahme g=0 nicht machen. Ihr gehort 
dann offenbar auch der Punkt (¢,:---:¢,) selbst an, da 


(Le:Xif, ae; Xif) = (). De; Xf 


ist. Fiihrt man nun die infinitesimale Transformation e;H;f der ad- 
jungierten Gruppe aus, so bleibt nach (27) und nach Satz 2, § 3 des 
18. Kap. jeder Punkt (¢,:---:¢,) dieser M, in Ruhe. Ist die min- 
destens einfach ausgedehnte M, nicht selbst eben, so liegt sie doch 
in einer kleinsten ebenen Mannigfaltigkeit M, die also auch mindestens 
einfach ausgedehnt ist. Sie wird erzeugt von allen Geraden, welche 
die M, schneiden. Da die adjungierte Gruppe Geraden in Geraden 
iiberfiihrt, so lasst also die infinitesimale Transformation 2e;l;f jede 
Gerade in M in Ruhe, also auch jeden Punkt. Somit bleibt also auch 
jeder Punkt der Geraden, die den Punkt (¢,:---:¢,) mit irgend einem 
jener Punkte (<,:---:<¢,) verbindet, fiir die (27) gilt, bei Ausftihrung 
von De;H;f in Ruhe. MHieraus folgt, dass, wie auch 4 gewihlt 


~. ist, stets 


(LeXif, ZX f+ ALE; Xif) 
die Form 

Const. (Se, Xf + ADe;Xif) 
haben muss. Aber dies ist offenbar falsch. Somit ist unsere Voraus- 
setzung falsch. 


Wahlt man also eine allgemeine infinitesimale Transformation 
De;X;f einer vorgelegten Gruppe X,f..X,f, so existiert keime infini- 
tesimale Transformation Yeé,X;,f derart, dass 

(Se, Xif, De, Xf) = 6 Le: Kif 
und dabei 6 += 0 wird. 

Unser Ergebnis kann auch so ausgesprochen werden: Hs giebt 
gerade soviele infinitesimale Transformationen der adjungierten Gruppe, 


G,, in der 
zeX/f als 
inv. ent- 
halten ist. 


Txistenz 
einer Inv, 
erster Ordn, 

der adj. 

Gruppe. 
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die den Punkt allgemeiner Lage (e,:---:¢-) des R,—1 in Ruhe lassen, 
als es infinitesimale Transformationen 2, X;,f giebt, die mit Xe Xif 
vertauschbar sind. 

In der Betrachtung, die zum Satz 14 fiihrte, nahmen wir an, dass 
es tiberhaupt co”+1 infinitesimale Transformationen Dé Xxf giebt, die 
mit der allgemein gewihlten infinitesimalen Transformation Ye; X;f ver- 
tauschbar sind, also nur co”—1 zweigliedrige Involutions-Untergruppen, 
denen 2e;X;f angehért. Es giebt dann nach unserem jetzigen Hr- 
gebnis gerade oo”+1 infinitesimale Transformationen der adjungier- 
ten Gruppe, die den Punkt (¢,:---:¢,) des A, invariant lassen. 
Dieser Punkt erhalt daher bei der adjungierten Gruppe durch alle 
De, f genau 7 — m— 1 von einander unabhingige Fortschreitungs- 
richtungen. Also ist die allgemeine eingliedrige Untergruppe 2e;Xif 
der Gruppe X,f..X,f mit genau co’—”—? eingliedrigen Untergruppen 
gleichberechtigt. Der R,—1 besitzt also bei der adjungierten Gruppe 
eine solche invariante Zerlegung, dass die einem Punkte allgemeiner 
Lage zugeordnete kleinste invariante Mannigfaltigkeit gerade (r—m—1)- 
fach ausgedehnt ist. Da der R,—1 gerade (r—1)fach ausgedehnt ist, 
so wird diese invariante Zerlegung durch gerade r —1—(r —m—1)=m 
von einander unabhingige Invarianten der adjungierten Gruppe ver- 
mittelt. Aber wie wir wissen, kommen hierbei nur die Invarianten 
nullter Ordnung der adjungierten Gruppe in betracht. Somit folgt: 
Die adjungierte Gruppe besitzt genau m von einander unabhingige 
Invarianten von nullter Ordnung. Da sie nach Satz 14 tiberhaupt 
gerade m-+ 1 von einander unabhingige Invarianten besitzt, so er- 
giebt sich, dass eme Invariante vorhanden ist, die nicht nullter Ord- 
nung ist, die also, wie wir sahen, homogen von erster Ordnung an- 
genommen werden kann. 

Satz 15: Die adjungierte Gruppe Ef..,f einer r-gliedrigen 
Gruppe X,f..X,f besitet stets eine Invarianie, die homogen von erster 
Ordnung in é,..e, ist. Die tibrigen etwa noch vorhandenen Invarianten 
kinnen sdimtlich homogen von nullter Ordnung gewdhlt werden. 

Hiermit ist eime friiher aufgestellte Behauptung bewiesen, und 
wir kénnen weiterhin sagen: 

Satz 16: Ls giebt keme Gruppe, in der eine allgemein ausgewahlte 
endliche Transformation mit allen endlichen Transformationen ihrer ein- 
gliedrigen Untergruppe gleichberechtigt wiire. 

Da die von nullter Ordnung homogenen Invarianten das voll- 
stiindige System 


EA Om, <tes Oar ieee 
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befriedigen, aber die Invariante erster Ordnung die Gleichung Ef/=0 
nicht erfiillt, so kénnen wir den Satz 15 auch so aussprechen: 

Satz 17: Die adjungierte Gruppe E,f.. Lf einer r-gliedrigen 
Gruppe X,f.. X,f enthilt niemals die infinitesimale Transformation 


Ks bleibt uns jetzt nur noch iibrig, eine andere frither aufgestellte 
Behauptung nachzuweisen. Wir miissen zeigen, dass die oben_be- 


trachtete Function J, sobald sie nicht identisch verschwindet, eine In- ,,/.3'5 ,, 
variante der adjungierten Gruppe ist. Cree 
ruppe. 


Wir sahen friiher, dass, wenn J==0 ist, bei der adjungierten 
Gruppe keine Invariante nullter Ordnung vorhanden ist, d. h. dass die 
oben auftretende Zahl m=O ist. Hs giebt also hier nach Satz 14 
keine zweigliedrige Involutions-Untergruppe, der Ye;X;f angehért. Man 
kénnte dies auch directer einsehen, worauf wir aber nicht eingehen 
wollen. Wir schliessen weiter: Wenn J==0 ist, ist es also unmég- 
lich, die Forderung 

(2e:Xif, Le,Xif) = 0 
durch ein anderes Wertsystem ¢,..¢, zu erfiillen als durch das System 
de,..Ade,, d. h. unter den Ausdriicken (2e;X;f, X.f) fiir k= 1, 2..r 
sind gerade »—1 von einander unabhingige. Daher ist die erste 
derivierte Gruppe der Gruppe X,/f..X,f mindestens (r — 1)-gliedrig. 

Die Function J ist also bei solchen r-ghedrigen Gruppen X,f.. Xf, 
deren erste derivierte Gruppe weniger als (r — 1)-gliedrig ist, sicher 
identisch Null. 

Ferner wissen wir, dass, sobald J== 0 ist, die Gleichung: 


J = 0 


bei der adjungierten Gruppe /,/.. Hf mvariant ist. Also sind E,J.. HJ 
simtlich Null in Folge von J =O. Nun aber ist J eine ganze homo- 
gene Function (r — 1) Grades in e,..¢,, also auch HJ... Hye. 
Daher kann H;J nur dann vermége J = 0 verschwinden, wenn LJ 
die Form Const.- J hat. Also ist allgemein: 


EJ =eJF (1 Pine i at 
C 
Es handelt sich darum, nachzuweisen, dass die 7 Constanten ¢ samt- 


lich Null sind. 
Es ist offenbar 


E,(E,J) — EAE S) = cigd — ce) = 0. 


Mithin lassen alle (4;£,) die Function J invariant. Die erste derierte 
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Gruppe der adjungierten Gruppe lisst also J invariant. Wenn also 
vaere die adjungierte Gruppe — oder, was \auf dasselbe hinauskommt — 
Gruppe. die Gruppe X,/f..X,f ihre eigene erste derivierte Gruppe ist, wenn 

also diese Gruppen perfect sind (vgl. § 5 des 19. Kap.), so ist die In- 


varianz von J bei der ganzen adjungierten Gruppe bewiesen. 


oe eae Es bleibt als nur noch iibrig, die Invarianz von J bei einer 
(r-1)-gliedr.solchen Gruppe X,f..X,f zu beweisen, deren erste derivierte Gruppe 
Naaiepes gerade (r — 1)-gliedrig ist. In einem solchen Falle sei X,f..X,—if 
die erste derivierte Gruppe. Alsdann sind auch H,f..H,—1f linear 
aus den (1;H,) ableitbar. Da diese Klammerausdriicke J invariant 
lassen, wie wir soeben sahen, so bleibt also nur zu beweisen, dass 


auch. 7 = 0 ist. Aus 


(E:Ex) = >? cis Buf 
1 
ersieht man, dass bei den gemachten Annahmen alle cj, in denen 
s == ist, Null werden. Also sind von den oben unter (20) eingefiihr- 
ten Gréssen ¢, auch alle die, in denen s => ist, gleich Null. Die 
Matrix (21) lautet daher jetzt: 


ce oe 
r 
Crane. ae Er, r—1 0 | 
| 
| 
| & ms Cp=4 Cp | 

sodass 
11 1, r—1 
Zdy. any 
| pd a SS Ga eat 


“Al. 
wird. Da J =~ ist, so kommt: 


r 


€;—1,1 est, pail 


wenn J) die vorstehende (#7 — 1)-reihige Determinante bedeutet. Wir 
werden nun direct beweisen, dass H,.J =O ist. Das Increment niim- 
lich, das J bei H,f erfihrt, ist dieses: 


r—1 


J=—>I>} = seo 
pea 


Ks ist aber nach (19) 
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und also 


r r—1 r—1 


* dea = ein de see Bot y. C5010, 
1 
. orl or aD 
OJ = == » »: ie GrinCus C0 € 
1 tk 


t, ky 9 


sodass 


wird. Nun besteht nach dem dritten Fundamentalsatz, § 4 des 
15. Kap., die Relation: 


r—i1 r—1 r—1 


» Crk Cirj == — > I Crix Cit — » I Ciy Cirky 


Rf 
sodass kommt: 


0d = oo 2 (« cas Sen ey + om Shu « 
1 


oy OE | 


Da nach dem dritten Fundamentalsatz oe, = — ¢y, und ¢y; = — Cuz 
ist, so l&sst sich dies auch so schreiben: 


1..7r—1 


ED 


oJ = — TH Meri Ein Cire Ey) OF. 
arora) 
Verstehen wir fiir den Augenblick unter (27) die Zahl 1 oder 0, je nach- 
dem 7 =Jj oder + ist, so gelten bekanntlich die Determinantensitze: 


r—l1 pill 

1 oD oD 
Diag R= DD, Di Fe, 89 — GD, 
1 


sodass kommt: 


1..r—1 a Wey para 
Jd = PEs ( 2: (09) Deri = > i) Do Ot 
Fe kj 


a, 7 


r—1 paall 
asi (Sow an S| Dot. 


Da aber 6,5; + Gr; nach dem dritten Fundamentalsatz Null ist, so 


kommt in der That: 
GS), 


*) Wahrend des Druckes bemerkt Herr Engel, dass aus H,J = c,J und 
(22) unmittelbar c, = 0 folgt. 


Lie, Continuierliche Gruppen. aie, 


Hinheiten. 
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Satz 18: Ist E,f.. Ef die adjungierte Gruppe einer r - gledrigen 
Gruppe X,f..X,f und verschwinden nicht alle r-rechigen Determinanten 
der Matrix von E,f..E,f und 

af of Of 

Cre *y a enema 
so unterscheiden sich die r Determinanten, die durch Streichen einer , der 
y ersten Horizontalreihen der Matrix hervorgehen, nur um die bez. 
Factoren e,..¢- und eventuell durch das Vorzeichen von eimer nicht ver- 
schwindenden Function J, die ganz und homogen von r — 1** Ordnung 
im e,..é, ist. J ist alsdann Invariante der adjungierten Gruppe, und 


Jede Invariante der adjungierten Gruppe ist eine Function von J allein. 
ZL 


Unsere Betrachtungen lehren also, dass J die Invariante erster 
Ordnung der adjungierten Gruppe ist. Ubrigens haben wir auch ge- 
sehen, dass J nur bei solchen r-gliedrigen Gruppen als nicht identisch 
verschwindend auftreten kann, deren erste derivierte Gruppen entweder 
auch r-gliedrig oder aber (yr — 1)-gliedrig sind. Fir beide Fille 
haben wir friiher Beispiele angegeben. 

Wenn man diese Theorien verwertet, so kann man die in den 
§$ 3, 4 gegebene Bestimmung aller viergliedrigen Zusammensetzungen 
erheblich abktirzen. Wir gehen aber hierauf nicht weiter ein. 


Kapitel 21. 
Hohere complexe Zahlensysteme. 


Die Theorie der hoheren complexen Zahlensysteme bildet ein be- 
sonderes Kapitel der Gruppentheorie. Als eine interessante Anwendung 
der letzteren wollen wir daher die Elemente dieser Theorie an dieser 
Stelle entwickeln. 

Zunaichst wird es unsere Aufgabe sein, den Begriff: héheres com- 
plexes Zahlensystem zu erkliren. Dabei erscheint es uns angebracht, 
eine knappe Ubersicht tiber den Entwickelungsgang dieses Begriffs 
einzuflechten. Zugleich geben wir die wichtigsten Satze tiber Zahlen- 
systeme, sowie schliesslich eine Reihe von Beispielen. 


§ 1. Begriff und iltere Geschichte der Zahlensysteme. 


Geben wir zuniichst die allgemeinen Definitionen : 
Hs sollen e,..é, ” Gréssen — wir nennen sie Hinheiten — be- 
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deuten, die nicht mit einander vergleichbar sind und von denen wir 
vorerst nichts dariiber voraussetzen, ob und in wie weit sie den ge- 
wohnlichen Rechenregeln folgen. Demgegeniiber verstehen wir unter 
einer gewdhnlichen Zahl immer eine solche, die den gewdhnlichen 
Regeln der Arithmetik Folge leistet, also eine Zahl von der allgemeinen 
Form « + Bi, in der @ und 6 reelle Zahlen sind und i = / — 1 ist. 
Wir wollen iibereinkommen, dass, wenn a@ eine gewohnliche Zahl ist, 
das Product ae, mit e,a gleichbedeutend sein soll. 


Sind #,..%, irgend welche gewdhnliche Zahlen, so soll der 
Ausdruck 


Xe; ia Hy ey a a Ln€n 
eme allgemeine complexe Zahl heissen. Wir bezeichnen sie kurz mit x, Complexe 
Das Pluszeichen steht hier nur, um itiberhaupt eine Verkniipfung her- 
zustellen *). 
Setzen wir nun Rechenregeln ftir diese Zahlen fest. Addition und Addition, 
Subtraction sollen die Operationen heissen, vermége deren aus 


w= 1,6 ++ Lnln, 
Yih ye, 


die beiden Zahlen folgen: 
(a + UNG le Haws Gee: - se (Bn tea Cn 


wenn hier die Zeichen -+ in den Klammern die gewohnliche Addition 
und Subtraction andeuten. Das Ergebnis, die Swmme bez. Differenz 
von z und y, bezeichnen wir wie gewohnlich mit 2+ y und #— y. 

Bekanntlich bestehen fiir die gewdhnliche Addition drei Funda- 


mentalgesetze, nimlich erstens das associative Gosetzo der 


Addition. 
@+b)+ce—a++9), 
azweitens das commutative 
atb=b-+4a, 
drittens giebt es eine Zahl Null, sodass 
at0O=0+a=a 


ist. Alle drei Gesetze werden von unseren héheren complexen Zahlen 


*) Higentlich mtissten wir statt des Pluszeichens ein anderes Zeichen ge- 
brauchen, um Verwechselungen mit dem sogleich einzufiihrenden Zeichen der 
Addition vorzubeugen. Wir sehen davon ab, da schliesslich beide Verkntipfungen 


doch dieselben Gesetze erfiillen. 
39* 
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offenbar auch erfiillt*). Die Zahl Null wird von ae + -. + &n€n 
dann und nur dann dargestellt, wenn %,..%, simtlich verschwinden. 
Denn wegen der Geers iehbankeit der Hinheiten e.. é, mit einander 
Inreducibi- oder, wie man sagt, wegen ihrer Irreducibilitat soll zwischen ihnen 
Kinheiten. keine lineare homogene Relation mit gewohnlichen nicht samtlich ver- 


schwindenden Coefficienten bestehen. 


bee anaes Um einen Multiplicationsprocess 2u definieren, kntipfen wir an die 
Addition an: Wie bei den gewoéhnlichen Zahlen beide Operationen 
Distri- durch das distributive Gesetz 


(a+ d+) =—ac+be+ad+ bd 


Gesetz. 
verkntipft sind, so wollen wir auch hier das distributive Gesetz auf- 
recht erhalten. Danach ist das Product xy zweier héherer Zahlen 


n n 
a >i n6%, Goa >»! yee 
1 1 


zunachst von der Form 


ay | Ly => Li Yelk « 
1 


Hier treten nun noch n? Producte e;e, auf. Wie wir diese definieren 
wollen, steht véllig dahin. Auch braucht z. B. ee, nicht gleich ee; 
zu sein. Wir wollen aber verlangen, dass jedes Product zweier hiherer 
complexer Zahlen wieder eine hohere complexe Zahl ist, dass also ins- 
besondere jedes Product ee, eine solche Zahl ist: 


*) Man kann allgemein nach den Operationen 
x, = i, Coe SOP DR sic Yn) e—— ele 2 ee ntD) 
fragen, welche die Grundgesetze : “ 
f(fe, v2) = f(a, fy 2), 
f,(@, y) = F,Y, ) 
erfiillen und bei denen eine Wertereihe a,.. a, existiert, ftir die 
f,(@, a) =f, (a, 2) = x, 


ist. Die Lie’schen Theoreme der Gruppentheorie zeigen ohne weiteres, dass man 
stets solche neue Veriinderliche y,..4,, ),.., durch cogrediente Transforma- 
tionen einfiihren kann, dass fiir diese Veriinderlichen die Operation lautet: 


= tee, C= 17 one 


Schur hat dies in den Math. Ann. 33 (1888), S. 49—60, nochmals entwickelt, 
sowie die entsprechende Frage fiir den Multiplicationsprocess daselbst behandelt. 
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n 
: 
(2) a >! Ma Cemaeyee == 1s 2...) 
1 
Die Coefficienten y,, kénnen wir — _ vorbehaltlich spiterer Hin- 
schrinkungen — irgendwie als gewodhnliche Zahlen auswihlen. Nun 


wird das Product (1): 
Lion 

(3) vy =>) yasmigees, 
a5 8 

also ebenfalls eine complexe Zahl, niimlich 


ry =U Uyey te> tak, 


wenn wu, die gewohnliche Zahl 


(4) Us —-> > Vastiyr (S = 1,2...) 
1 


bedeutet. 
Ferner setzen wir voraus, dass die zur Multiplication inverse Opera- Division. 

tion, die Division, im allgemeinen ausfiihrbar sei, d. h. dass sich y aus 

xy =u im allgemeinen bei gegebenem x und w und andererseits y 

auch aus yx =v im allgemeinen bei gegebenen x und v bestimmen 

lasse. Dies fiihrt nach (4) zu der Voraussetzung, dass die beiden 


Determinanten 
P | 


| n | n 
“A, == > Yin: i) Ay, = Dir 
1 


nicht identisch verschwinden sollen. Man bemerkt, dass es im all- 
gemeinen zwei Arten der Division giebt. 
Endlich setzen wir noch voraus, dass die Multiplication das asso-Associatives 


tz. 


ciative Gesetz 
(ab)e = a(bc) 


erfiille*), Dies fiihrt zu Bedingungen fiir die Coefficienten y,,, in (2). 


*) Auf ganz andere und wegen ihrer Bedeutung fiir die Gruppentheorie 
wichtigere Zahlensysteme wird man gefiihrt, wenn man statt des associativen 
Gesetzes die beiden Gesetze : 

(ab) + Ga) = 0 
((ab)c) + ((be)a) + ((ca)b) = 0 


zu Grunde legt. Denn diese Systeme stellen die Zusammensetzungen der Gruppen 
dar. Es ist interessant zu bemerken, dass ausser diesen Systemen auch die im 
Texte besprochenen in inniger Beziehung zur Gruppentheorie stehen, wie in den 
spiteren Paragraphen ausgefiihrt werden wird. 


und 


Zahlen- 
system. 
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Es ist naémlich zunichst allgemein (xy)z = x(y2), sobald nur die Kin- 
heiten das associative Gesetz erftillen. “Aber die Forderung 


(€;€x) == €:(€x€1) 
schreibt sich nach (2) so: 


n We 
: t 2 8 Viks Vsit Ct = > t > > Vris Vist Ct 
al 1 


zerfallt also, da ¢,..» irreducibel sind, in die einzelnen Bedingungen: 


(5) | > © (Viks Vsit — Vhs Vist) == () 
1 
G. i= 1 Oe 


Die Constanten yz; die gewohnliche Zahlen sind, sollen also — 
um es zusammenzufassen — einerseits diese Bedingungen (5) erfiillen 
und andererseits so gewihlt sein, dass weder 4, noch 4, identisch 
Null ist. 

Hiermit sind alle Voraussetzungen erschépft, die wir an ein 
Zahlensystem stellen. Wir schreiben also, um es ausdriicklich hervor- 
zuheben, der Multiplication nur vor, dass sie erstens mit der Addition 
distributiv verkniipft sei, dass sie zweitens die inversen Operationen 
zulasse, und dass sie drittens dem associativen Gesetze folge. Das 
commutative Gesete ab =ba schreiben wir dagegen der Multiplication 
nicht vor. 


Aus den gemachten Annahmen folgt, dass es eine Zahl, wir 
nennen sie 


&= & 6, +--+ een, 
in unserem Systeme geben muss, fiir die stets 


LES EX =U 


ist. In der That: Sei w= we, +--+ we, eine bestimmte Zahl, fiir 
die weder 4, noch 4, Null ist. Alsdann lassen sich aus der 
Forderung 

UE =U, 


die ja in m einzelne lineare Gleichungen fiir ¢,..¢, mit der Deter- 
minante 4,, += 0. zerfallt: 


a> ViksUite—= Us (S=1,2.. n) ? 


die Unbekannten ¢,..¢, vollstiindig bestimmen. Ganz ebenso lisst 
sich, da 4,/=-0 ist, einsehen, dass es bei beliebig gegebener Zahl 
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C=, Ag * + Gn» stets méglich ist, eine Zahl ¢—¢,e, +: + enen 
so zu berechnen, dass 
su = & 
wird. Das associative Gesetz giebt nun 
ve = (2u)e = 2(us) = su — Zz, 


also ve = bei beliebigem a. 

Um zu beweisen, dass auch ex = 2 ist, schicken wir voraus, dass 

aus einer Relation 

uy =0 
sofort y, =0, .. y%, =0, also yO folgen wiirde, da diese Be- 
dingung in » lineare homogene’Gleichungen fiir y,..y, mit nicht ver- 
schwindender Determinante 4, zerfillt. Es ist nun aber nach dem 
associativen Gesetze und wegen we = wu: 

u(ex) = (us)a = ux 
oder 
u(ex) — ux = 0 

oder, nach dem distributiven Gesetze: 

’ u(ex — x) = 0, 
sodass «w— a die Rolle des eben benutzten y spielt. Huieraus folgt, 
dass bei beliebigem w auch ex = & ist. 

Die Zahl ¢ reproduciert also jede Zahl bei der Multiplication, sie 
hat daher die wesentlichen Higenschaften der Zahl Kins. Wir nennen 
sie den Modul des Zahlensystems. Man kann sofort einsehen, dass *pev “°° 
die Voraussetzung der Hxistenz eines Moduls umgekehrt rack sich 
zieht, dass-4, und 4,/ nicht identisch Null sind. Auch giebt es offen- 
bar nur einen Modul im System. 


Hatten wir iiberall, wo bisher von gewohnlichen Zahlen, also von Beispiel. 
Zahlen von der Form « + Bi die Rede war, reelle Zahlen gesetzt, 
%—=2 gewahlt und y,,, = Vie = Yo2 = 1, Yoo, = —1, die tibrigen 
virs gleich Null angenommen, also 

Pe fi Gl, le = TG 
gesetzt, so hatten wir die Productregel 

(16, + zee) (Yy 01 + Yol2) = (Yi — FoYo)er + (Yo 1 #4) ee 
erhalten, die sich véllig deckt mit der Productregel der gewohnlichen 
Zahlen 

(2, + 24) (Y, + Yet) = (HY, — Bee) + (21Ye + LY; )t. 
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Die gewdhnlichen Zahlen bilden also einen Specialfall des allgemeinen 
Zahlensystems, mit der Beschrinkung,\dass bei ihnen 2, %, %, Ye 
reell sind. Das hier betrachtete System (¢,, ¢,) besitzt alle von uns 
verlangten Higenschaften. 
Zur 
Geschichte 


der Zahlen- 
systeme, 


Der Begriff des allgemeinen Zahlensystems hat sich geschichtlich 
durch zweckmissige Verallgemeinerungen und Fallenlassen unwesent- 
licher Beschrinkungen aus dem Systeme der gewdhnlichen Zahlen 
o + Bi gebildet. Seine Geschichte geht also zurtick bis auf die Ein- 

fiihrung der Imagindren in die Mathematik. 
pee ee Die Auflésung der algebraischen Gleichungen zweiten Grades 
Algebra. fijhrte zuerst auf imaginire Zahlen. Die Ausdriicke ,,reell“ und ,ima- 
ginir“ sind allerdings erst von Descartes 1637 eingeftihrt worden. 
Man wusste aber schon im 16. Jahrhundert, dass jede algebraische 
Gleichung zweiten, dritten und vierten Grades reelle oder imaginare 
Wurzeln besitzt. Man hat seitdem die imaginiren Zahlen vielfach in 
der Analysis verwendet. So zeigte namentlich Huler 1746 ihren 
Nutzen bei vielen Rechnungen. 
Pat pen Auch in die Geometrie wurden die Imaginiren eingefiihrt. Sie 
Geometric. finden sich jedenfalls bei vielen Geometern des vorigen Jahrhunderts, 
so z. B. bei Monge 1784 in der Theorie der Minimalflachen und bei 
Lagrange 1779 im Problem der conformen Abbildung. Lambert 
spricht 1766 sogar tiber die Geometrie auf einer imaginiren Kugel *). 
erie ena Gauss gab nach friiheren Beweisversuchen von d’Alembert 
Algebra. (1746) u. A. im Jahre 1799 in seiner Dissertation den ersten strengen 
Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra, dass jede algebraische 
Gleichung Wurzeln « + 67 besitzt, und benutzte in dieser Arbeit die © 
Apbildung spater so bertihmt gewordene Abbildung der complexen Zahlen x + yi 
complexe durch die Punkte der Ebene mit den cartesischen Coordinaten x,y. Wenn 
der Ebene. sigh daher diese Abbildung nicht bei friiheren Autoren nachweisen 
lisst, so gehért sie Gauss und nicht Argand, wie namentlich Hankel 
in seiner Theorie der complexen Zahlensysteme (1867) und nach ihm 
so viele andere behauptet haben. Es haben erst nach Gauss Argand 
(1806), Frangais, Servois, Mourey (1828), Warren (1828) u. A. 
diese Abbildung im Hinzelnen untersucht und Gauss selbst kam 1831 
ausfiihrlicher darauf zuriick, machte aber damals ausdriicklich darauf 


*) Kiirzlich lenkte Herr Stickel gesprichsweise die Aufmerksamkeit auf 
Lambert’s héchst merkwitirdige Untersuchungen tiber das Parallelenaxiom. Lam- 


bert spricht unter anderem iiber die Winkelsumme im Dreieck auf der imagi- 
niren Kugel. 
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aufmerksam, dass.er die grundlegenden Ideen schon 1799 in seiner 
Dissertation gegeben habe. Ferner vervollstiindigte Gauss unter an- 
derem die von Lagrange gegebene Liésung des Problems der comformen 


Abbildung. 


Eine neue Epoche fiir die Theorie der complexen Zahlen hebtintegtavion 


erst mit Cauchy’s Untersuchungen tiber die Integrale mit imaginiren | 
Grenzen seit 1821 sowie tiber imaginiire Potenzreihen an. Diese une 
suchungen sowie Abel’s Untersuchungen tiber Potenzreihen (1826) 
fiihrten zu dem Begriff des Convergenzbereiches und lieferten iiber- 
haupt die Grundlage fiir die jetzige Theorie der analytischen Func- 
tionen. Ganz besonders trugen Abel’s Umkehrung der von Legendre 
betrachteten elliptischen Integrale und sein Nachweis der doppelten 
Periodicitiit dieser inversen Functionen zur Entwickelung und Aus- 
breitung dieser Lehre bei%*). 


Darauf baute sich alsdann Riemann’s grosse Theorie der mehr- 
deutigen Functionen und ihrer Darstellung auf mehrblittrigen Flachen 
auf. Andererseits vervollstiindigte Weierstrass durch rein analytische 
Betrachtungen die Theorien Cauchy’s, Abel's und Riemann’s in 
wesentlichen Punkten. Hier kénnen wir natiirlich nicht auf die vielen 
wichtigen Beitrige eingehen, die von Zeitgenossen und Spiteren 
zu der grossen Theorie der analytischen Functionen hinzugefiigt 
wurden. 


Was die Imaginiren in der Geometrie betrifft, so ist zunachst 
Poncelet’s Hinfithrung der Imaginiren in die projective Geometrie, 
(1822) zu nennen, wenn gleich Cauchy’s Hinwiinde dagegen formell 
berechtigt waren. Von fundamentaler Bedeutung war seine Hnt- 
deckung der imaginiren Kreispunkte in der Hbene, die spater im 
Raume zum imaginiren Kugelkreis fiihrte. 

Durch Pliicker’s aus den Jahren 1830—40 herriihrende Auf- 
fassung der Geometrie als eines (teilweis unvollkommenen) Bildes 
einer rein analytischen Wissenschaft wurden alle Hinwinde gegen die 
Berechtigung der Anwendung der Imaginiren zum Schweigen ge- 
bracht. v. Staudt gab 1856 eine beriihmte Deutung der Imaginiren 
in der Geometrie, die vom Coordinatensystem unabhingig ist. 

‘ Unter denjenigen, welche die Imaginiren fiir die Geometrie be- 


*) Kurze Andeutungen in Gauss’ Arbeiten um 1800 herum machen es un- 
zweifelhaft, dass Gauss sich schon zu dieser Zeit mit der Theorie der analy- 
tischen Functionen beschiftigt hatte. 


nd Potenz- 
seihen in 

er Zahlen- 

ebene. 


— 


Geome- 
trische Deu- 
tung der 
Imaginiren. 


Verallge- 


meinerung 


der 


complexen 


Zahlen. 
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sonders nutzbringend verwerteten, nennen wir noch Bellavitis, sowie 
Chasles, Mébius, Laguerre und Darboux”%). 


Verschiedene Riicksichten driingten zu Verallgemeinerungen des Be- 
griffes der compleaen Zahlen. Hinmal ist die Verallgemeinerung der 
géometrischen Deutung der Imaginiren in der Ebene auf den Raum 
u. s. w. tiberaus naheliegend, sodass sich die schon von Gauss 1831 
aufgeworfene Frage erhebt, ,,warum die Relationen zwischen Dingen, 
die eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen darbieten, 
nicht noch andere in der allgemeinen Arithmetik zulissige Arten von 
Gréssen liefern kénnen“**), eine Frage, die neuerdings vielfach be- 
sprochen wurde. Ferner vermag die Benutzung héherer Zahlensysteme 
umstiindliche Formeln zu vereinfachen und schliesslich hat man, wie 
kiirzlich noch Dedekind betont hat, auch stillschweigend haufig von 
hdheren Zahlen Gebrauch gemacht, wenn man im Verlauf von Rech- 
nungen gewisse Symbole einfiihrte und mit diesen operierte. 

Der erste, der zu einem wirklich neuen Zahlensystem gelangte, 
das zugleich neben dem gewoéhnlichen complexen System das in meh- 
reren Hinsichten wichtigste Zahlensystem ist, und das interessante 


Hamilton’s Anwendungen zuliess, war Hamilton, der 1843 das System der aus 


Quater- 
nionen. 


vier Kinheiten bestehenden Quaternionen aufstellte. Alsdann hat Grass- 


Grassmann’sm ann 1844 gewisse complexe Zahlensysteme betrachtet, aber in etwas 


Systeme. 


anderer Form: In seinen Ausdehnungslehren von 1844 und 1862 be- 
trachtet er zwar Zahlen von der Form %,¢,+ %,¢ +--+ %,€,, nimmt 
auch fiir die Multiplication das distributive Gesetz an, setzt aber nicht 
voraug, dass die Producte e;e, wieder dem System angehéren. Sie 
stellen vielmehr neue Zahlen dar, fiir die wieder neue Productregeln 
gelten u. s. w. Andererseits schreibt er der Multiplication nur gewisse 
specielle Gesetze vor. Hs ist hier nicht der Ort, auf die Deutungen 
der Grassmann’schen Systeme einzugehen, wir haben es hier viel- 
mehr nur mit ihrer formalen Seite zu thun und miissen da bemerken, 
dass Grassmann den allgemeinen modernen Begriff eines Zahlensystems 
nicht besitzt. 
Englische Mathematiker, wie Cayley und Sylvester, haben sich 
dfters mit der Aufstellung specieller Zahlensysteme beschiftigt. Aus- 


*) Im Jahre 1869 verdéffentlichte Lie in der Gesells, d. Wiss. zu Christiania 
eime andere Interpretation der Imaginiiren, die den Ausgangspunkt fiir seine 
Untersuchungen itiber Beriihrungstransformationen , Differentialgleichungen und 
Transformationsgruppen bildete. 

**) Gauss’ Werke Bd. II, S. 178. 
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driicklich wird der allgemeine Begriff eines geschlossenen complexen Atom. ge- 
Zahlensystems, eines solchen also, in dem die Producte immer wieder Complexe 
dem System angehéren, wohl erst durch Hankel 1867 in See 
schon genannten Werke definiert. Er nimmt tibrigens das Bestehen 

des associativen Gesetzes der Multiplication nicht von vornherein an, 
sondern verlangt nur das Bestehen des distributiven Gesetzes, indem 

er sich die Producte ee, in beliebiger Weise als lineare homogene 
Functionen der Einheiten e,..¢, definiert denkt. Hankel giebt viele 
geschichtliche Nachweise, sie sind aber nicht immer zutreffend. 

Das associative Gesetz der Multiplication tritt nun in der Folge- Gevets der 
zeit immer deutlicher hervor und zwar hat dies sefhen Grund in der es 
Beziehung, in die man die complexen Zahlen zu den linearen Trans- ,'ineare | 
formationen brachte. Dies wollen wir im niachsten Paragraphen er- 3 
lautern und alsdann auch geschichtlich weiter verfolgen. 


§ 2. Auffassung der Zahlensysteme als Gruppen und Folgerungen 
aus dieser Auffassung. 


Wir bemerken, dass die Forderung 
to 
say 


in unserem in § 1 definierten Systeme (e,..¢,) iquivalent ist mit den 
NM iM “,..%, und y,..¥y, bilmearen Gleichungen: 


(6) >i, = > Sw niy: CSI 
1 


Fassen wir hierin 2,.., als Veranderliche, y,..y, als Parameter, 
%,..% als neue Veriinderliche auf, so stellen diese m Gleichungen 
eine lineare homogene Transformation der n Veranderlichen a, .. 2%, in , binsates 
die n Veranderlichen w,'..%, dar. Jede Multiplication kann also als Transform. 
eine lineare homogene Transformation aufgefasst werden. 

Wir lassen es dahingestellt, wer zuerst ausdriicklich bemerkt hat, 
dass in dieser Weise im gewohnlich complexen System (1, 7) jede 
Multiplication mit einer Zahl als eine Ahnlichkeitstransformation der 
ganzen Ebene aufgefasst werden kann, wenn wir auch vermuten, dass 
diese fiusserst wichtige Auffassung schon bei Bellavitis vorkommt. 
Die entsprechende Auffassung der Multiplicationen in einem Zahlen- 
system (é,..,) als Transformationen tritt in den Arbeiten von Cayley, 
Laguerre, Clifford, Sylvester, Frobenius und Anderen immer 


mehr in den Vordergrund. 
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Die vorausgesetzte Higenschaft der Associativitit der Multiplica- 
tion fiihrt nun auch zu einer besonderen Higenschaft jener Schar von 
linearen homogenen Transformationen, die mit einem Zahlensystem 

Das Zablen-(e, , , @,) verkniipft sind. Jene Schar ist naémlich eine Gruppe. 
SEED ES. Denn wenn man zuerst die allgemeine Zahl x mit y, das Ergeb- 
nis dann mit y’ multipliciert, also setzt - 
= ay, w= wy, 
so ist das Endergebnis 
a" = (ay)y= yy), 
also dasselbe, als ob x direct mit der Zahl multiplicirt worden wire, 
die das Product #y' darstellt. Also: die successive Ausfiihrung der 


linearen Transformation 


(6) t= >| >} Vinstiy, (S=1, 2..n) 
iL: 


mit den Parametern y,..y, und der’ linearen Transformation 


uf == >i >! Vineli ye (= 1, 2-20) 
1 


mit den Parametern y,’..Y, ist 4quivalent mit der directen Ausfiihrung 
der linearen ‘Transformation 


nil >) Sane! (aed) 20. n) 
ih 


mit den Parametern y,”..y,’, die definiert sind durch die Formeln: 


(7) ye = >! Srncyiye (s=1,2..n). 
1 


Die lmearen homogenen Transformationen (6) bilden also in der That 
eine Gruppe. Diese Gruppe hat nun eine besondere Higenschaft: 
Die Parameter y,".. yn der ersetzenden Transformation driicken sich 
durch die Parameter y,.-Yn, Y1+-Yn der beiden urspriinglichen Trans- 
formationen vermige (7) genau so aus, wie die neuen Verdnderlichen 
“,.. a, durch die urspriinglichen Verdnderlichen a,..2, und die Para- 
meter Yy.. Yn vermoge (6). 
Diese Bemerkung ist in der Folge fiir uns von besonderer Be- 
deutung. 
Der erste, der die Zahlensysteme ausdriicklich als Gruppen auf- 
fasste, war Poincaré*), Hr deutete dartiber 1884 ein Theorem an, 
das wir so formulieren wollen: 


*) Sur les nombres complexes. Comptes Rendus T. 99 (1884), S. 740—742. 


s 
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Theorem 38: Zu jedem Zahlensystem gehirt eine einfach eerie 
transitive Gruppe von linearen homogenen Transformationen, . 
in deren endlichen Gleichungen die Parameter linear und 
homogen auftreten, und wmgekehrt gehirt eu jeder derartigen 


Gruppe ein Zahlensystem. 


Von diesem Theorem wenden wir bis auf weiteres nur die erste, 
soeben bewiesene Hiilfte an.- Die zweite Hilfte beweisen wir weiter 
unten. ; 

Dieses Theorem, das iibrigens von Poincaré weder ganz pricis 
gefasst*), noch von ihm bewiesen wurde, begriindete einen grossen 
Fortschritt in der Theorie der complexen Zahlen. Denn nun gingen 
aus der Lie’schen Gruppentheorie unmittelbar eine Reihe von Siatzen 
tiber complexe Zahlen hervor. Im Folgenden geben wir einige dieser 
Sitze mit selbstiindiger Begriindung **), 


Wir haben gesehen, dass die Gleichungen (6), wenn y,..y, als®olserungen 


aus Saitzen 
Parameter betrachtet werden, eine lineare homogene Gruppe mit der a 
oben ausgesprochenen besonderen Eigenschaft darstellen. Da sie gleich ‘eore. 
viele Verinderliche z,..%, wie Parameter y,..y, enthalt und die 
Determinante 4, des § 1 nicht identisch Null ist, so sind die Glei- 
chungen (6) nach y,..y, auflésbar, sodass sie wirklich eime einfach #infach 
transitive Gruppe bilden. (Vgl. § 2 des 17. Kap.) Gruppe. 
Die Gruppe enthalt die identische Transformation, denn ftir y =e 
oder also 


Oe ely 9 ae 09 Uh enc 


wobei ¢,..é, die in § 1 gefundenen gewoéhnlichen Zahlen bedeuten, 
also « den Modul des Systems vorstellt, giebt v= «xy die identische 
Transformation «=a. Auch enthalt die Gruppe paarweis imverse 
Transformationen. Denn es sei y eine complexe Zahl, fiir die 4, +- 0 
ist. Alsdann lasst sich aus der Forderung 


YY = 
nach § 1 eine gewisse Zahl y = 9,¢, +--+ ynén ableiten. Ist nun 


*) Es fehlt in der Note von Poincaré der allerdings wesentliche Zusatz 
einfach transitiv“. Ferner spricht der Verfasser von Zahlensystemen_,,analog 
den Quaternionen“. Wir miissen annehmen, dass er hiermit die Systeme mit 
associativer Multiplication gemeint hat, wie wir sie in § 1 definiert haben, 

**) Der Beweis des Theorems 38 wurde erst von Study gegeben. Die 
schénen Untersuchungen Study’s werden wir nachher, in § 3, ausftihrlich be- 
sprechen und hierbei seinen Beweis vollstindig wiedergeben. 
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t= BY, 
so ist ; 
ay = (zy)y = 2YY) = ve = 2. 
Also giebt 
LY == 29 : 
als Auflésung 
ie x Y, 


d. h. zur Transformation mit den Parametern y,..y, ist die mit den 
Parametern /,..¥, invers. 

Die hierbei gemachte Voraussetzung 4, == 0 schliesst nur gewisse 
Parametersysteme specieller Art aus. Jedenfalls aber sind sicher oo” 
Transformationen der Gruppe paarweis zu einander invers. 

Wir haben oben gesehen, dass die Parameter y,”..y, der Trans- 
formation, die der Aufeinanderfolge der Transformationen mit den 
Parametern y,..y, und y,’..y, Aquivalent ist, sich in der Form (7) 
ausdriicken. Wir erinnern nun an eine friiher in einer Note gemachte 
Bemerkung (in § 1 des 18. Kap., 8. 449): 


“Gnas, | ind 
Paramet es 4 } 2 
egal (3) Ui = fi(%y-- Fn, Yy-- Yr) (== 1, 2..n) 
Gruppe. : 


die Gleichungen einer Gruppe mit den Parametern y,..y, und ist die 
Aufeinanderfolge dieser Transformation und der Transformation der 
Cee 
fe = fi(F a ioe i) a ee 
mit den Parametern y,...y, derjenigen Transformation der Gruppe 
Bs == fits dns Uy We 6 eee) 


iquivalent, welche die Parameter y,”..y, besitzt, so sind y,”.. y,” ge- 
wisse Functionen von y,.. Yr, Y, +. Yr! 


(9): ¥i = O9,--95 9, --G) E12 rae 


Bezeichnen wir die Transformation der Gruppe, die zu den Parametern 
Y,--¥r gehort, mit Z,, so ist: 
LT, Ty = Typ. 

Nun ist aber stets 

(T.T,) To — PATEL, 
also auch: 

(Ly Ty) Ty = T,(Ty Ty). 
Aber wenn 

Pye Tye 


ist, so kommt: 
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(10) Ly Ty = Ly Tp 
und . 
Ye = PY Yr th = + Yr)s | 


u” , , = _ best, Te 
ex = a(Yy-- Yry V1-- Yr) J \ } 


Ty Tz ist nun der Transformation mit den Parametern , (y’,¥)..@,-(y’,¥) 
aiquivalent, andererseits 7,7, der mit den Parametern @,(y, 2”)..,(y, 2”). 
Hierbei haben wir je r Argumente kurz durch einen Buchstaben an- 
gedeutet. Die Relation (10) ergiebt also, dass die Functionen g die 
Functionalgleichungen erfiillen: 


(11) n(ey ¥), D=oly, oy, ¥) &=1, 2-.7). 


Die Gleichungen (9) stellen also, wenn man darin y,.. y, als urspriing- 

liche, y,"..y,” als neue Verinderliche und y,’..y,’ als Parameter auf- 

fasst, eine Gruppe dar. Wie schon an der angegebenen friiheren 

Stelle bemerkt wurde, heisst sie die Parametergruppe der gegebenen pees 
Gruppe (8). Sie zeigt, wie sich die Parameter der Transformation 

der Gruppe (8), die der Aufeinanderfolge zweier Transformationen der 
Gruppe (8) fgquivalent ist, durch die Parameter “dieser beiden Trans- 
formationen ausdriicken. 

Diese Bemerkungen gelten, wenn wir von einer beliebigen 
Gruppe (8) ausgehen. Gehen wir von der Gruppe (6) unseres Zahlen- 
systems aus, so finden wir ihre Parametergruppe in der Form (7). 

Da diese Form mit (6) iibereinstimmt, so sehen wir, dass die Gruppe 
des Zahlensystems mit threr Parametergruppe identisch ist. 

In der Lie’schen -Gruppentheorie wird nun ferner bewiesen*), ,.2veit? 
dass die obigen Gleichungen (9) auch dann eine Gruppe, die man die ®™?P* 
zweite Parametergruppe nennen kann, darstellen, wenn man darin 
y,--Yr als die urspriinglichen Verinderlichen und y,..y, als die 
Parameter auffasst. Dies fthrt zur einer analogen Bemerkung fiir den 
speciellen Fall der Parametergruppe (7). Da diese mit der Gruppe (6) 


des Zahlensystems identisch ist, so folgt, dass mit unserem Zahlensystem Zxcite 


transitive 


eine zweite einfach transitive Gruppe verkniipft ist. yee 
In der That sehen wir die Existenz dieser Gruppe auch directs {ener 

sofort ein: Wir wurden bei der Productbildung 2 —«y auf eine 

Gruppe gefiihrt, indem wir 2, also den ersten Factor, als variabel an- 

sahen. Indem wir nun aber den zweiten Factor als veranderlich auf- 


*) Siehe Lie, Theorie der Transformationsgruppen. Ersier Abschnitt, bearb. 
. unter Mitw. von Engel, 1888. 5S. 428. 


Vertausch- 
barkeit 
beider 
Gruppen. 
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fassen wollen, was wir dadurch hervorheben, dass wir jetzt den zweiten 
mit w, den ersten mit y bezeichnen: 


y= YX, 


gelangen wir ganz analog zu einer zweiten einfach transitiven Gruppe 


oi = >} Sere (Ged 32) 
1 ; 


mit den Parametern y,..Yn, denn die Aufeinanderfolge der beiden durch 
EY a ae 


dargestellten Transformationen von %,..%, in &,.. 4%, bez. Bae gex 
Lied, ise der durch F : 
w= (yy) x 

dargestellten Transformation von %,..%, in 2,"..a," aquivalent. Die 
Parameter y,”.. yn dieser Transformation 

C= yf E 
setzen sich aus den Parametern y,..Y, und y,..y, in der Weise zu- 
sammen, dass ‘ % 

yY=4y 
ist, also genau so, wie die neuen Verdnderlichen aus den urspriinglichen 
und aus den Parametern emer allgemeinen Transformation unserer jetzigen 
Gruppe hervorgehen. 

Die jetzige Gruppe hat also eine analoge besondere Higenschaft 

wie die erstere. Ubrigens ist sie offenbar wie diese einfach transitiv, 


linear homogen und besitzt die identische sowie paarweis inverse 
Transformationen. ; 


Engel hat nun allgemein bewiesen*), dass die beiden einer be- 
hiebigen Gruppe (8) zugehérigen Parametergruppen (9) mit einander 
vertauschbar sind. Dementsprechend sind es auch die beiden Gruppen, 
die unserem Zahlensystem zugehdren. In der That kénnen wir auch 
dies direct nachweisen: Itihren wir zuerst die Transformation 


w= xy 


der ersten mit den Parametern y,..y,, alsdann auf a,’..a,' die Trans- 
formation 


der zweiten mit den Parametern z,..z, aus, so ergiebt sich als der 
Aufeinanderfolge fiquivalent die Transformation: 


*) Siehe Lie, a. a. O. S. 429. 
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” 
X = a(xy), 
die wir auch ohne die Klammer schreiben kénnen, da infolge des 


associativen Gesetzes 2(ay) = (gw)y ist, also der Ausdruck gay einen 
ganz bestimmten Sinn hat: 


i —— LY. 


Ks ergiebt sich, wenn wir die Reihenfolge der beiden Transforma- 
tionen &ndern, genau dasselbe, denn setzen wir: 


v= ex, 


indem wir zuerst die Transformation der zweiten Gruppe mit den 
Parametern 2,..2, ausiiben, und ferner: 


{a te 
x“=2XY, 


indem wir alsdann die Transformation der ersten Gruppe mit den 
Parametern y,..¥, bewirken, so kommt als Endergebnis: 


a" = (zay 
oder also 7 

“= ery, 
wie vorher. 

Da unsere beiden mit einander vertauschbaren einfach transitiven 
Gruppen paarweis inverse Transformationen besitzen, so besitzen sie 
auch je oo”—? infinitesimale Transformationen, von denen sie erzeugt 
werden. Nun haben wir gesehen — vgl. Theorem 31, § 3 des 
17. Kap. —, dass alle Transformationen, die mit denen einer vor- 
gelegten einfach transitiven Gruppe vertauschbar sind, eine zweite ein- 
fach transitive Gruppe, die zur ersteren reciproke, bilden. Also ergiebt Reciproke 


Gruppen. 
sich als Ausfluss aus unserer allgemeinen Gruppentheorie das 


Theorem 39: Mit jedem complexen Zahlensystem in n Hin- Theorem 


tiber die 


heiten ist ein Paar zu einander reciproker einfach transitiver mit cinom 


System 


linearer homogener Gruppen in n Verdnderlichen verknipft, CUS date 
sofern, als die Multiplication z= xy eine Transformation der 
einen oder anderen Gruppe darstellt, je nachdem man @,.. ay 
bez. y,.-Yn als die urspriinglichen Verdnderlichen, dabei y,..Yn 
bez. 2,..&%, als die Parameter und beide Male 2,..% als die 
neuen Verdnderlichen auffasst. 
Beide Gruppen haben die Eigenschaft, dass die Parameter 
der Transformation, die der Aufeinanderfolge zweter Trans- 
formationen einer der Gruppen dquivalent ist, sich genau so 
aus den Parametern der beiden urspriinglichen Transforma- 


tionen zusammensetzen, wie bei einer allgemeinen Transforma- 
Lie, Continuierliche Gruppen. 40 
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tion der betreffenden Gruppe die neuen Verdnderlichen aus den 
alten Verdnderlichen und den Parametern. 


Nachdem Poincaré den Zusammenhang zwischen Zahlensystemen 
weerts'und Gruppen angektindigt hatte, liess Weierstrass einen von ihm 
an Schwarz gerichteten Brief*) veréffentlichen, in dem er sich mit 

den complexen Zahlensystemen beschiaftigt, tiber die er schon frtiher 

in Vorlesungen Ofters gesprochen hat. Bei Weierstrass kommt die 
Auffassung der Multiplication als Transformation nicht vor, dagegen 

wird der arithmetische Charakter der Zahlensysteme scharf betont. 
Ferner verlangt er von vornherein die Commutativitét der Multiplica- 

tion, d. h. er setzt voraus, dass stets yixs = Yai Sel. Hr sucht nun das 

Gebiet der Zahlen so einzuschrainken, dass eine algebraische Gleichung 

n= Grades im allgemeinen in dem Zahlensysteme nur eine endliche 
Anzahl von Wurzeln hat. Dies nétigt ihn zu einigen Bedingungen, 

denen er die Coefficienten yy, unterwerfen muss. Hs darf naimlich 

eine gewisse Gleichung n**® Grades weder gleiche noch verschwindende 
Wurzeln besitzen. Bei diesen Specialforderungen ist es erklarlich, dass 

die von Weierstrass behandelten Systeme, wie grosses Interesse sie 

auch von anderen Gesichtspunkten aus betrachtet besitzen mégen, vom 
Standpunkt der Transformationstheorie aus geradezu als trwial er- 
Weierstrass’scheinen. Weierstrass meint, dass die von Gauss aufgeworfene, 
ut oben erwahnte Frage, warum in der Arithmetik kein Bediirfnis zu 
hdheren complexen Zahlensystemen vorhanden ist, darin liegt, dass die 
betreffenden Systeme diber/fliissig seien, glaubt aber, dass Gauss die 
Antwort darin gefunden zu haben meinte, dass in einem solchen 
System ein Product Null sein kann, ohne dass einer der Factoren 

pankel’s Null ist. Wir bemerken, dass schon lange vorher (1867) Hankel **) 
eine Antwort auf die Gauss’sche Frage in ahnlichem Sinne, wie es 
Acifacung, Weierstrass bei Gauss vermutet, gegeben hat. Nun machte Dede- 
kind ***) 1885 darauf aufmerksam, dass die durch die Weierstrass’ schen 
speciellen Systeme definierten Gréssen geradezu identisch seien mit ge- 

wissen in der Algebra eingebiirgerten mehrwertigen Gréssen. Auch 

er macht, indem er zur Bestimmung aller Systeme einen anderen Wee 
einschlagt, jene beschrinkenden Voraussetzungen, die Weierstrass 
aufstellte, wenn er sie auch in anderer Weise ausdriickt. Derselben 


*) Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten complexen Grdssen. 
Géttinger Nachrichten 1884, S. 395—419. 

**) Theorie der complexen Zahlensysteme. 1867, S. 108. 

**) Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten compleaen Gréssen. 
Godttinger Nachr. 1885, 8. 141—159. Erlduterungen dazu, ebenda 1887, S. 1—7. 
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arithmetischen Richtung schliessen sich Hélder (1886) und Petersen 
(1887) an. Auch Kronecker*) beschiiftigte sich 1888 mit speciellen, 
nimlich ebenfalls commutativen Systemen. Seine Untersuchungen, die 
wir nicht genauer kennen, gehen gewiss wesentlich weiter. 

Demgegeniiber hat die Auffassung der Zahlensysteme als Aus- 
druck gewisser Gruppen von Transformationen zu fruchtbaren neuen 
Ergebnissen gefiihrt. 

Wir haben schon bemerkt, dass Study 1889 den ersten Beweis 
fiir das Theorem 38 gab**). Noch wichtiger ist es aber, dass es ihm 
gelang, das friiher aus der allgemeinen Gruppentheorie tibernommene 
Theorem 39 umzukehren. Study zeigte nimlich, dass zu jedem Paar 
zu eimander reciproker einfach transitiver linearer homogener Gruppen 
eine einfach transitive lineare homogene Gruppe gehért, in der auch 
die Parameter linear und homogen auftreten, und dass deshalb zu 
ihnen ein Zahlensystem gehdrt. 

Wir beabsichtigen nun, dieses Theorem von Study zu beweisen. 
Der Gang, den wir einschlagen, ist im wesentlichen von Study selbst 
angegeben worden. Wir geben aber im Gegensatz zu ihm eine rein 
gruppentheoretische Entwickelung. 


§ 3. Study’s Satz tiber reciproke einfach transitive lineare 
homogene Gruppen ***), 


Wir machen zunichst eine wichtige Vorbemerkung: 
Betrachten wir zwei infinitesimale lineare homogene Transforma-, Vor 
erkung. 
tionen in » Veranderlichen z,..%, mit den Symbolen: 


xf=>1>} Hit Le Di y 
if 

G2 => Bj Xi Dj - 
1 


Sie sind mit einander vertauschbar, d. h. es ist (XY) = 0, sobald, 


*) Zur Theorie der allgemeinen complexen Zahlen und der Modulsysteme. 
Sitzungsber. der Akad. d. Wiss. zu Berlin 1888, 1. Bd., S. 429 ff. 
**) Complexe Zahlen und Transformationsgruppen. Leipziger Berichte 1889, 
S. 177—228. Wiederabdruck in den Monatsheften fiir Math. u. Phys. I, 8. 288 
bis 355. Wir citieren im Folgenden die Leipziger Berichte. 
*#*) Die in diesem Paragraphen enthaltene rein gruppentheoretische Dar- 
stellung der Study’schen Betrachtungen riihrt von Scheffers her. 
; 40* 
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wie die Ausrechnung des Klammerausdruckes zeigt, die Constanten o 
und $ die Relationen erfiillen: 


(12) > (ein Bua — oiPs) =O (k, w= 1, 2..n). 


Ist ferner 
Zf =>'>) V5 %j Pu 
1 


eine ebenfalls mit Xf vertauschbare infinitesimale lineare homogene 
Transformation, so ist analog 


(13) PC = Wun) = 0° (bw 12a). 


1 


Bilden wir nun die infinitesimale lineare homogene Transforma- 
tion, bei der x, den Zuwachs 


04, = Y(Zz,)0t) (tb —15 2m) 


n 
Lp >i V uj Uj 
1 


Y (Za) = >) rug Ya. 
1 


erfahrt. Es ist 
und daher 


Da nun andererseits 


Yu; =¥ By Xi 
i 
¥(Zx,) => Vas Bit X- 
1 


Die zu bildende infinitesimale Transformation hat daher das Symbol: 


Uf => ee Sn Bir Li Pu 


MJ, t 


n 
Uf — >} .! Ut Xi Pu » 
1 


wenn zur Abkiirzung allgemein 


(14) > Vu Bit == Wut 
aL 


ist, so folgt: 


oder ktirzer: 
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gesetzt wird. Diese infinitesimale Transformation Uf, die in eigen- 
. tiimlicher Weise aus Yf und Zf gebildet ist, ist wie diese beiden 
linear und homogen. 

Yf und Zf sind, setzen wir voraus, mit Xf vertauschbar, d. h. es 
bestehen die Relationen (12) und (13). Wir werden nun sehen, dass 
alsdann auch Uf mit Xf vertauschbar ist. Zu diesem Zwecke miissen 
wir zeigen, dass analog (12) und (13) auch die Relationen bestehen: 


> (ain wi — az) =O (G, k—1,/2..n), 
T 


sobald (12) und (18) erfiillt sind. Nach (14) ist die links stehende 


Summe gleich: 
n 
i > Ml (ix Bui Viu — 453 Buk Vin) 


1 
n n 
x 
>: Gin Bui = >! Oni Bix 
1 


1 


n n 
> > y 
1 Vip Oj I ATRLLTO 
1 


1 


Da aber nach (12) 


und nach (13) 


ist, so ist die Summe auch gleich: 


n 
> >! (Gui Bix Vi a Gig Buk Vii) 


1 


Wenn man nun im zweiten Gliede die Indices 7 und u, tiber die sum- 
miert wird, mit einander vertauscht, was erlaubt ist, so wird es gleich 
dem ersten Gliede, die Summe ist also in der That gleich Null. 

Wir formulieren daher einen Hiilfssatz, den wir nachher ge- 
brauchen werden, in dieser Weise: 

Satz 1*): Ist eine infinitesimale lineare homogene Transformation 
Xf in den Verdinderlichen a,..x, mit zwei anderen infinitesimalen linearen 
homogenen Transformationen Yf und Zf in denselben Verdnderlichen ver- 
tauschbar, so ist sie auch mit der infinitesimalen linearen homogenen 
Transformation vertauschbar, bei der x; das Increment Y (Za;)0t erfahrt, 
die also das Symbol besitet : 


Uf= >i ¥(Zm) xf 
1 v 


*) Bei Study kommt dieser Satz nicht vor. Er ist von Scheffers aus- 
gesprochen worden. 


Inf. lin. 
Transf., die 
mit denen 
einer lin, 

Gruppe 
vertausch- 
bar sind. 
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Es mége nunmehr eine v-gliedrige lineare homogene Gruppe 
X,f..X,f in den n Verinderlichen 7, .. %, vorliegen. Alsdann wird | 
es im allgemeinen eine Schar von infinitesimalen linearen homogenen 
Transformationen in #,.. 4%, geben, die mit allen X,f..X,f vertausch- 
bar sind. Sind zwei infinitesimale Transformationen mit X,f..X,f 
vertauschbar, so ist es auch jede aus den beiden linear ableitbare. 
Alle mit X,f..X,f vertauschbaren infinitesimalen linearen homogenen 
Transformationen bilden demnach eine lineare Schar, d. h. sie sind 
der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen, die aus gewissen 
von einander unabhingigen Y,f..Y,f linear ableitbar sind. Wir 
nehmen also an, jede infinitesimale lineare homogene Transformation 
in @,..%m, die mit allen X,f..X,f vertauschbar ist, habe die Form 
» Const. Yf. 

Insbesondere sel: 


(15) Vet =>) Sons (ha 2 ee 


Hs ist auch jeder Klammerausdruck (Y;¥Y,) mit X,f..X,f ver- 

tauschbar, denn in der Identitat 
((Yi¥a) Xi) + (¥e Xi) Vi) + (Yi) ¥;) = 0 

verschwinden die beiden letzten Glieder, da nach Voraussetzung 
(Y¥,X:)=0, (X,¥;)=0 ist. Jede infinitesimale Transformation (Y;Y;) 
ist folglich, weil sie tiberdies linear homogen ist, aus Y,f.. Y,f linear 
ableitbar. Nach dem MHauptsatze erzeugen somit Y,f..Y,f eine 
s-gliedrige Gruppe. _ 

Die endlichen Transformationen dieser Gruppe lassen sich in Form 
von Reihenentwickelungen bekanntlich (vgl. § 5 des 15. Kap.) so dar- 
stellen: 


¢ : vy ; 3 
(16) ta, + A # 6, Vn; + > > >! €x 6, Vx ( Y74%:) abe HAS 
1 


(i= 1, 2..n). 


Nach unserem Satze 1 aber ist die infinitesimale lineare homo- 
gene Transformation Uf, bei der 


ist, ebenfalls mit X,f..X,/ vertauschbar, d.h. von der Form SConst. ie 
Wir haben daher: 


(17) Yi.(¥i2;) = »» Const. Y, x; 
5 


(12 tee bh, Vales) 
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Ks muss Y;f ausgefiihrt auf die eine und die andere Seite dieser Iden- 
titat dasselbe ergeben, d. h. es ist auch 


¥;(¥i(Yiai)) =>? Const. ¥; (Ya). 
1 


Nach (17) hat hierin die rechte Seite die Form Const. Y,a;. Wir 
kénnen diesen Schluss wiederholen, indem wir beiderseits Y;/ aus- 
tiben, u. s. w. So ergeben sich Formeln von dieser Art: 


Y,( Y,2;) = »» Const. Y,;, 
4 


Y;(¥i.(¥i2:)) =» Const. Y,%;, 
ul 


In den Reihenentwickelungen (16) treten nun rechts gerade lauter 
Glieder von -dieser Art auf. Mitbin hat in diesen Reihenentwicke- 
lungen jeder Term die Form 2 Const. Yw;. Daher lassen sich diese 
Entwickelungen so zusammenziehen: 


“= Ui; + Mola: G= ts 2 et) 
1 


0,--@; bedeuten dabei gewisse Constanten, abhingig von den in (16) 
auftretenden Parametern e,..e,. Wegen der angenommenen Form (15) 
der Yf sehen wir also: Die endlichen Gleichungen der von Y,f.. Y,f 
erzeugten Gruppe haben die Form: 


(18) Li = 4; +>>! Orbe (= 1, 2..0), 
ot t 


in denen g,..@; Functionen der s Parameter der Gruppe sind. Natiir- 
lich sind diese s Functionen notwendig von einander unabhiangig, da 
die Gruppe Y,f.. Y,f gerade s-gliedrig ist. Wir kénnen deshalb direct 
0,-- Qs als die Parameter der Gruppe auffassen. 

Wir wollen aber die endlichen Gleichungen dieser Gruppe in den 
Parametern homogen schreiben. Dazu bemerken wir, dass die Gruppe 
Y,f..Y,f sicher die infinitesimale Transformation 


Ly MP, + Le P, +++ + Ln Pn 


enthalt, denn diese ist ja mit jeder infinitesimalen linearen homogenen 
Transformation, daher. insbesondere mit X,/..X,f, vertauschbar. Wir 


diirfen demnach auch z. B. 


Gruppe 


der lin. Trf. 


die mit 


denen einer 


Gruppe 
vertause 
bar sind. 
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Vi De Lao eee + Ln Pn 


annehmen, sodass nach (15) jedes Bi gleich 1 oder O ist, je nachdem 
i= 1 oder i--1 ist. In (18) tritt dann g, nur mit 2; multipliciert 
auf, sodass wir das rechts alleinstehende 4 mit diesem zusammen- 
fassen kénnen, indem wir 0, + 1 nunmehr mit o@, bezeichnen. 

Wir kénnen also in den Gleichungen (18) jedenfalls ohne Beein- 
trichtigung der Richtigkeit das rechts alleinstehende 2; streichen, 
sodass die endlichen Gleichungen der von Y,f.. Y;f erzeugten Gruppe 
so lauten: 


(19) Di = >t D>) ox Bru ty (41, 27 en) 
1 eH 


oder auch 
CS) QL; == Oa (b= 1, 2). 
a 


Dabei sind, wie gesagt, 0,..@0, sdamtlich wesentliche Parameter der 
Gruppe. Also: 

Satz 2*): Der Inbegriff aller infinitesrmalen linearen homogenen 
Transformationen Y,f..Y;f m n Verdnderlichen x,..%n, die mit den 


af. 


> _ infinitesimalen Transformationen X,f..X,f einer vorgelegten linearen 


homogenen Gruppe m 2%... 2%, vertauschbar sind, erzeugt eme Gruppe mit 
endlichen Gleichungen von der Form: 


Le =D}! es Bru @=1,2.. n), 


im der die s Parameter der Gruppe e,.. 0; linear und homogen auftreten. 


Reciproke Wir beginnen nun eine neue Betrachtung, indem wir uns eine 


einf. transit. 


lin. hom. 
Gruppen. 


solche emfach transitive lineare homogene Gruppe G, in 2,.. a, vor- 
gelegt denken, deren reciproke Gruppe G, ebenfalls linear homogen ist. 
Dabei erinnern wir an die in § 3 des 17. Kap. gegebene Definition 
der Reciprocitat. 

Lassen wir G, an die Stelle der Gruppe X,f..X,f des letzten 
Satzes treten, so ist G, die daselbst mit Y,f.. Y,f bezeichnete Gruppe, 
also r—=s—=m. In der That, es enthilt ja die zu G, reciproke 
Gruppe alle infinitesimalen Transformationen, die mit denen von G, 
vertauschbar sind. Da wir voraussetzen, dass die reciproke Gruppe 
G, auch linear homogen ist, so enthilt sie also alle infinitesimalen 
linearen homogenen Transformationen in 2,..%,, die mit denen von 


*) Study, a. a, O, S. 201. 
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G, vertauschbar sind, und wird von ihnen erzeugt. Der letzte Satz 
sagt daher aus: 

In den endlichen Gleichungen der Gruppe G, treten die n Para- 
meter der Gruppe auf den rechten Seiten linear und homogen auf, 
oder exacter ausgesprochen: Man kann die endlichen Gleichungen der 
G, so schreiben, dass die Parameter in dieser Weise auftreten. 

* Aber umgekehrt wird ganz entsprechend auch die Gruppe G, von 
allen infinitesimalen linearen homogenen Transformationen in 4, .. 2p 
erzeugt, die mit denen von G, vertauschbar sind. Wir kénnen also 
denselben Schluss fiir die endlichen Gleichungen der Gruppe G, 
machen. » 

Die endlichen Gleichungen beider Gruppen lassen sich also, wenn 
jedesmal y,..y, die m Parameter bedeuten, in den Formen schreiben: 


n 
, ; 
Git “= >! > Dizi Xe Yi, 
1 


(20) n (Cease tt) 
Ga Ui = HR Yi 
1 


Wir wollen dies Ergebnis als Satz formulieren: 

Satz 3*): Die endlichen Gleichungen zweier zu eimander reciproker 
einfach transitiver Gruppen von linearen homogenen Transformationen im 
n Verdnderlichen x,.. 2p» lassen sich stets in emer solchen Form schreiben, 
dass die transformierten Verdnderlichen bilineare homogene Functionen der 
n urspriinglichen Verdnderlichen und der n Gruppenparameter werden. 


Wir werden nunmehr die beiden zu einander reciproken Gruppen soe 
.  dnderliche 


G, und G, dadurch auf noch einfachere Formen bringen, dass wir ee. 
beide durch ein und dieselbe passend gewihlte lneare homogene 
Transformation neue Veranderliche einfiihren. Allerdings verfahren 
wir dabei so, dass wir zunachst nur in die Gruppe G, die neuen Ver- 
anderlichen einfiihren, wodurch sie eine gewisse neue Form , an- 
nimmt. Dieselbe Transformation wird gleichzeitig G, m eine neue 
Gruppe ©, tiberfiihren, und zwar ist ©, die zu ©, reciproke Gruppe. 
Wir werden im Folgenden von G, nur die in den ersten Gleichungen 
(20) ausgedriickten Higenschaften gebrauchen, nimlich die, dass G, 
eine einfach transitive Gruppe von linearen homogenen Transformationen 
ist, in deren endlichen Gleichungen die Parameter ebenfalls linear und 
homogen auftreten. Es wird uns gelingen, diese Gruppe G, direct in 


*) Study a a. QO. S. 201. 
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eine Gruppe ©, iiberzuftihren, die zu einem Zahlensystem gehért. Als- 
dann aber ist es augenscheinlich, dass zu @, die ebenfalls lineare 
homogene reciproke Gruppe &, gehért. Die friiher gemachte Voraus- 
setzung, dass die zu @, reciproke Gruppe auch linear und homogen 
sei, wird also nicht benutzt. Daher geben die Betrachtungen von jetat 
ab auch den Beweis der zweiten Hadlfte des Theorems 38. 

Zur Abkiirzung seien die endlichen Gleichungen der Gruppe* G, 
fiir die nichsten Betrachtungen einfach so geschrieben: 


(21) Lie = fab) ad ares 


Dabei bedeuten die /;, wie wir wissen, bilineare homogene Functionen 
der Variabeln z,..2, und der Parameter y,..y,. Wir machen nun 
eine kleine Hinschaltung: 

Fithren wir zwei Transformationen der Gruppe G, nach einander 
aus, die mit den Parametern y,..y, und die mit den Parametern 
Y,-- Yn, dem wir setzen: 


(22) ay = fia, Y); ai == Fikes y') (i =1,2.. n). 


Die Aufeinanderfolge ist einer einzigen Transformation der G, mit ge- 
wissen Parametern y,”.. Y, iquivalent: 


(23) a= file, y) (= 1, 2..n). 


. . Ww wt . . , / . 
Dabei sind y,”..y,  gewisse Functionen von y,..Yy, und y,.. Yn, die 
wir so bezeichnen: 


(24) v= oily, ¥) G=1, 2..7). 

Da in (22) die y und y’ linear und homogen auf den rechten Seiten 
auftreten, so ist es klar, dass die y” in den durch Elimination von 
%,..%, aus (22) hervorgehenden Gleichungen (23) bilineare homogene 
Functionen 9... Pn VOU Y,.- Yn und y,..y, sind. Sicher bestehen nun 
die Functionalgleichungen: 


(25) K(f, Y),; y) = fi (2, Py, y’)) (@ =1,2 ae); 


die eben jene Elimination von «,’..,’ aus (22) zum Ausdruck bringen. 


Ks bedeute nun «,°..%,° ein bestimmt, aber allgemein gewihltes 
Wertsystem der Veranderlichen a,..a,. Alsdann fiihren wir in G, 
als neue Veriinderliche die m Gréssen x,..%, ein, die durch die » 
Gleichungen definiert werden: 


(26) m= fila’, 2) (@=1, 2.0) 


oder also nach (20) durch die » Gleichungen: 
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n 


(26°) a; => Sain oS Stan te fe n). 
1 


In der That bestimmen diese Gleichungen x,..xy, als von einander 

unabhingige Functionen von a,..a,. Denn wir wihlen das Wert- 
‘ : : : 

system 2,°..2,° so, dass die Determinante 


n ) 

SN) 
> Cin Xe | = ) 

1 | 
ist. Dies ist méglich, da sie nicht identisch Null ist fiir alle Wert- 
systeme 2,°..2,°, weil die Gleichungen (20) der einfach transitiven 
Gruppe G, nach den n Parametern y,..y, aufldsbar sind. 4,.. 2, 
sind also nach (26’) von einander unabhingige lineare homogene Func- 
tionen der urspriinglichen Verinderlichen a,.. Zp. 
Um die neuen Verianderlichen y,..z, in G, einzufiihren, brauchen®estimmung 


wir nun die Gleichungen (26) oder (26’) gar nicht erst nach 4,..%, Ponin des 
aufzulésen. Wir haben naémlich, wenn wir die neuen Veriinderlichen ™P»e- 
in alle unsere Gleichungen von (22) an einftihren wollen, statt Wy. En, 
ts day ys. ) mm copredienter Weise x, \. a, X,<+La> tr <2 Ln Olle 
zufiihren vermége der Gleichungen: 
ie f(a, ay 0 = oe, ar Lj = f(x, rt’) 
@—=1, 2..n). 
Die Transformation (21) lisst sich daher in den neuen Verinderlichen 
so schreiben: 
: fi(2*, v) == f(T (2, t); y) ( a= Le isl n). 
Hierfiir aber kénnen wir infolge der Functionalgleichungen (25) auch 
schreiben: 
fi(2®, v) = f.(2°, p(t, y)) (@ esl, 2... n). 
Es sind dies » Gleichungen, deren linke Seiten in y,’.. z,', deren rechte 
Seiten in g,(z, y)-- x(t, y) linear und homogen sind. Da die Deter- 
minante der Jinken Seite hinsichtlich y,’..z,’ nach dem Obigen nicht 
Null ist, lassen sich die Gleichungen in nur eindeutiger Weise nach 
t,'..Yn auflésen. Man sieht aber aus ihrer Form unmittelbar, dass 
sie die Auflésung besitzen: 
(27) ti=oilt, y) (“=1, 2..7). 
Die g; sind hierbei, wie wir wissen, bilineare homogene Functionen 
von f,--% und ¥,.. Yn. Dies ist also die Form @,, die unsere Gruppe 
G, durch Hinfihrung der Veranderlichen y,..%, vermége der durch (26) 
oder (26') gegebenen linearen homogenen Transformation annimmt. 


Die Gruppe 


als ihre 

eigene 
Parameter- 

gruppe. 
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Nach wie vor ist die Aufeinanderfolge der Transformationen der 
Gruppe, die zu den Parametern y,.. Yn und y,'..Yn gehdren, iquiva- 
lent derjenigen Transformation, die zu den Parametern y,".. Yn’ ge- 
hort, wobei y,”.. yn” die Functionen 9,.. 9, Von y,-.Y, und Y,.. Yn 
in der frtiheren Weise sind. Die Aufeinanderfolge der beiden Trans- 
formationen 

t= g(t, y) (@=1, 2..n) 
und 


v=o, ¥) G=1, 2.-n) 
der Gruppe ©, ist also aquivalent der Transformation 


t= 9, y") @=1, 2..m) 
der Gruppe ©,, wenn 


yo = oy, ¥) G=1, 2..n) 
ist. 

Die lineare homogene einfach transitive Gruppe &, hat also die 
Higentiimlichkeit, dass die Parameter y,’.. yn’ derjenigen ihrer Trans- 
formationen, die der Aufeinanderfolge ihrer beiden Transformationen mit 
den Parametern y,..Yn bez. yy ..Yn Gquivalent ist, sich durch y,.. Yn 
wnd Y,".. Yn genau so ausdriicken, wie bei einer allgemeinen Transforma- 
tion der Gruppe die transformierten Verdnderlichen v,/..%n durch die 
urspriinglichen Verdnderlichen Y,..%n und die Parameter y,..Yn. Die 
Gruppe ©, ist also, wie aus den Bemerkungen des vorigen Para- 
graphen hervorgeht, zhre eigene Parametergruppe. 

Bei der Hinfiihrung der neuen Verinderlichen y,..z, vermége (26) 
traten ” unter einer gewissen Beschrankung ganz beliebig wiahlbare 
Constanten w,°..,° auf. Hieraus folgt, dass die Gruppe G, nicht nur 
auf eine Weise auf die Form @,, die ihre eigene Parametergruppe 
ist, sondern auf unendlich viele Weisen in diese neue Form iiber- 
fiihrbar ist. 


Wir wollen nun die Gruppe G, in der zuletzt gefundenen Form 
©, dargestellt denken und der Bequemlichkeit halber die jetzigen Ver- 
anderlichen x,..¥, mit 2,.. 2, bezeichnen. 

Die vorgelegte Gruppe ist also durch Einftihrung neuer Veriinder- 
licher vermége einer passenden linearen homogenen Transformation 
auf eine solche Form G,: 


(28) ts => > VnsViye (S==1, 2..n) 
il 
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mit den Parametern y,..y, gebracht worden, dass sie mit ihrer Para- 
metergruppe 


” 
hn , 
(29) : 1 es > » VasYry, (S=1,2.. n) 
1 
identisch wird. 
Aus dieser Higenschaft folzen gewisse Beziehungen zwischen denBezichungen 


zwischen 


_Constanten yx. Setzt man niimlich ausser (28) die Transformation. 4 


i P ; : - . 5 ; _ Constanten. 
von G, mit den Parametern y,’..y,/ an, die a,’..%, weiterhin in 


mt 


2”. .%q, tiberfiihrt: 
a => >! Vsit Xs Yu (¢ = ds PARSE n) 
1 


und eliminiert aus diesen Gleichungen und (28) die 2,’..2,’, so er- 
giebt sich: 


en 8) 


(30) ay" = > rite Yat wigy: (Cael, 2.20). 


8,1, 4,7 


Diese Transformation ist aber, wissen wir, mit derjenigen Transfor- 
mation der Gruppe (28) identisch, in der die Parameter die Werte 


ita 


Y,"--Yn besitzen und die sich so schreiben lasst: 


Ie Se ys (t= 1,2..n) 
1 


oder wegen (29) so: 


Loot 
2) =>) Pan Yin YE Y (¢= 1, 2..%). 


8,4, k,1 


Der Vergleich mit (28) giebt demnach fiir die y,, die Relationen: 


(31) >: (Viks Vslt — Vhs Vist) == 0) 
1 
(i, k, l, £=1, 2--n). 


(Es sind dies wieder die Relationen (5) des § 1.) 

Da die Gruppe (28) einfach transitiv ist, so sind ihre rechten 
Seiten sowohl hinsichtlich w,..%, als auch hinsichtlich y,..y, von 
einander unabhingig, d. h. es ist keine der Determinanten: 


4.=| Sos , 4; =| Shroom 
1 ib 


identisch Null. 


Die neue 

Form der 
anderen 

Gruppe. 


Vertausch- 


ae a 


Sevan 
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Es ist nun leicht, die zur Gruppe G, reciproke Gruppe direct 
hinzuschreiben. Sie geht nimlich aus (28) einfach dadurch hervor, 


dass jedes ys durch yx, ersetzt wird: 


(32) 2, = >} DS rnmiye (Sa 2Ge i) 
1 


In der That, diese Gleichungen (32) stellen zunachst oo” ver- 
schiedene lineare homogene Transformationen von %,..#, in te ed 
dar, da 4,==0 und 4, ==0 ist. Ferner bilden sie eine Gruppe, denn 
fihrt man nach der Transformation (32) die mit den Parametern 
Y4..Yn aus, so geht als der Aufeinanderfolge aquivalent augenschein- 
lich diejenige Transformation hervor, die aus (30) entsteht, wenn man 
darin yx, durch yy, und ys, durch yz ersetzt. Wenn wir aber in (31) 
die Indices ¢ und / vertauschen, so folgt, dass 


n n 
> 3 Vkis Vist = > 8 Viks Vsit 
1 1 


ist, sodass die aiquivalente Transformation so geschrieben werden kann: 


1..2 
a4" =>) rm Yutiynyr (C= 1, 2..n). 


8,t,k, 1 


Dies ist aber nichts anderes als eine Transformation 


w= YS eee (Ca? oe) 
A 


aus der Schar aller Transformationen (32) und zwar ist dabei: 


ei — DSI D} Yooeu (s=1, 2..n). 


Also bilden alle Transformationen (32) eine einfach transitive lineare 
homogene Gruppe. Dabei ist die Aufeinanderfolge der Transforma- 
tionen der Gruppe mit den Parametern y,..y, bez. y;’.. Yn Aquivalent 
emer Transformation der Gruppe mit solchen Parametern 2”. . 2,”, 
dass sich die 2,”.. 2, durch y,..Yn und y,’..y, genau so ausdriicken 
wie bei einer allgemeinen Transformation der Gruppe (32) die neuen 
Veriinderlichen #,’..«,' durch die alten a,..a, und die Parameter 
Y,++ Yr. Also hat auch diese Gruppe (32) jene besondere Kigentiim- 
lichkeit, die der Gruppe G, in der Form (28) zukam. D. h. auch die 
Gruppe (82) ist thre eigene Parametergruppe. 

Noch bleibt iibrig zu zeigen, dass jede Transformation der 
Gruppe (32) mit jeder eat REO der Gruppe (28) vertauschbar 
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ist. Zu dem Zweck tiben wir zuerst nacheinander die Transformation 
der Gruppe (28) mit den Parametern y,..y, und die der Gruppe (32) 
mit den Parametern 2,..2, aus, indem wir also setzen: 


Zy = SI Shut, (see 1; 2..n), 
1 

el =} Mya (= 1, 2..7). 
1 


Klimination der Zwischenwerte #,'.. 2,’ liefert als Aiquivalente Trans- 
formation: 


1... 
(33) xt = >) pine Yr Yr & (t = d ites n), 
$,t,k, 0 


die im allgemeinen weder der Gruppe (28) noch der Gruppe (82) an- 
gehért. Wenn wir die Reihenfolge vertauschen, also nacheinander 


setzen: 
cae = >) amie (Gaye) 
1 
ary =>: > YsitLs Yi (¢=1, 2..n), 
1 


so kommt als aquivalente Transformation 


1.10 
(34) Ly" = > ni yutieey (t=1, 2..n). 


8, i,k, 1 


Sie ist mit (33) identisch, denn in (33) hat v;y,2, den Coefficienten 


. > Viks Vist ) 
1 
in (34) diesen 


n 
< ? 8 Viis Y skt - 
i 


Beide Werte sind aber infolge der Relationen (31) einander gleich. 
Damit ist denn vollstiindig bewiesen, dass (32) die zur Gruppe 
G,. reciproke Gruppe G, darstellt. Hiernach sind wir zu dem folgen- 


den Satz gelangt: 
. . . . algae ' Zuriick- 
Satz 4: Ein Paar zu einander reciproker einfach transitiver Gruppen tinrung 


: é A oO fs recipr. lin, 
von linearen homogenen Transformationen in n Verdnderlichen kann da- Gruppen 
auf besond, 


durch, dass man in beide Gruppen vermoge derselben linearen homogenen Wormen. 
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Transformation neue Verdnderliche x,..%, einfiihrt, auf eme solche Form 
gebracht werden, dass die Gleichungen 


Le =>) Sra (senna oes ay) 
1 


die eine, die Glewchungen 
Qe = 2} DPrwmye (s=1, 2..n) 


die andere Gruppe darstellen, wenn jedesmal y,.. Yn die Parameter be- 
deuten. Jede der beiden Gruppen ist alsdann ihre eigene Parametergruppe. 


Geeeder Wir heben noch ausdriicklich hervor, dass wir augenscheinlich 
Arten der ein vorgelegtes Paar zu einander reciproker einfach transitiver linearer 
homogener Gruppen in » Veranderlichen auf unendlich viele Weisen 
auf ein Gruppénpaar, wie es in dem Satze angegeben ist, durch Hin- 
fiihrung neuer Veranderlicher vermiége einer linearen homogenen Trans- 
formation zurtickfiihren kénnen. Wir erkennen aber: Ist die einfach 


transitive Gruppe G, oder: 


Xe => Sram (Sle) 
1 


ihre eigene Parametergruppe, und fiihren wir neue Verinderliche z,.. 7, 
vermége einer linearen homogenen Transformation 


U; = AX +--+ Gin kn (=e 2 oh) 


ein, so ist sie nicht mehr ihre eigene Parametergruppe, sobald sie 
dabei tiberhaupt ihre Gestalt andert, denn die Parameter setzen sich 
ja wie vorher zu neuen Parametern zusammen. Soll also auch die 


neue Gruppe G, ihre eigene Parametergruppe sein, so muss man 
gleichzeitig neue Parameter y,..Y, 10 cogredienter Weise, d. h. durch 
dieselbe lineare homogene Transformation 


Yi = My1 + +++ GinYn (= 1, 2..n) 
einfiihren. 


Das zu den rT i i ) ) : , 
eee Hs ist nunmehr leicht zu beweisen, dass zu jedem Paar reciproker 


oe emfach transitwer linearer homogener Gruppen G, und Gy in n Ver- 
system. anderlichen em Zahlensystem in bestimmter Weise zugeordnet ist. 

Wir haben ja gesehen, dass wir in die beiden Gruppen durch 

dieselbe lineare homogene Transformation solche neue Verinderliche 


“,-.%, einfiihren kénnen, dass sie die Formen 
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Gress Cane ey Viks Vi Yk 
(35) (s=1, 2..n) 


nr 
Gigk Bec } ST ysis ie 
1 


annehmen und dabei ihre eigenen Parametergruppen sind. 
Schreiben wir die allgemeine Transformation der Gruppe G, ein- 
mal abgekiirzt so: 


w= (xy), 
indem diese symbolische Gleichung die m ersten Gleichungen (35) 
reprasentieren soll, so driickt sich die Higenschaft der Gruppe, ihre 
eigene Parametergruppe zu sein, so aus: Die Aufeinanderfolge der 
beiden Transformationen 
a= (ay), 2" = (ay) 
ist der Transformation 


‘(is 7 thy 
jolt oR) 
aiquivalent, wenn 


y= (yy) 
ist, oder also es ist in unserer symbolischen Schreibweise 
(ey)y) = @yy)). 
Diese Verkniipfungen (wy) zweier Groéssenreihen 2,..%,, Y,+-Yn be- 
folgen also das associative Gesetz. 


Wir setzen daher zwischen m irreducibelen Hinheiten e,..¢, die 
Multiplicationsregeln fest: 


€; ex = > yi0s% (Gy ae et) 
1 


Alsdann stellt sich die Multiplication der Zahlen 
© = LC, $F Llp + ++ + Lnen, 
Y= 161 T Y2e 1° Yun 


also, wenn wir die in § 1 eingefiihrten Begriffsbestimmungen benutzen, 


die Operation 
, , , 
L == &, 6 >? = Tn Cn = LY 


n 
, ] me 
Li = >} vis Hi Yk» 
iY 


also genau in der Form der ersten m Gleichungen (35). Wir kénnen 
demnach dem obigen Verkniipfungssymbol (wy) direct die Bedeutung 


Lie, Continuierliche Gruppen. 4L 


rechnerisch so dar: 


Study’s 
Theorem. 
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der Multiplication ay in dem System (e,..¢,) unterlegen und haben 
fiir diese Multiplication die Regel: 

(cy)y = 2y), 
d. h. das associatwe Gesetz. 

Ferner ist die Multiplication umkehrbar, da die ersten  Glei- 
chungen (35) nach a,..%, wie nach y,..Y, auflésbar sind. Die 
Gruppe G, stellt folglich die Multiplication in einem gewissen Zahlen- 
system von eben der Art dar, wie wir es in § 1 allgemein definiert 
haben. Zu jedem solchen Zahlensystem gehért nach § 1 eine zweite 
zu G, reciproke einfach transitive Gruppe, die sich symbolisch so 
darstellt: ; 

L= yk. 
Dass dies gerade die obige Gruppe G, ist, bedarf keiner weiteren Hr- 
lauterung. 

Hiermit sind wir zu dem Study’schen Theorem™) gelangt: 

Theorem 40: Zu jedem Paar reciproker einfach transitiver 
Gruppen von linearen homogenen Transformationen gehirt ein 
complexes Zahlensystem derart, dass die beiden Gruppen durch 
Hinfiihrung derselben Verdnderlichen vermoge einer geeigneten 
linearen homogenen Transformation in die gu einem Zahlen- 
system gehorigen beiden Parametergruppen tibergehen. 

Hiermit ist dann auch nach dem friiher Gesagten das Theorem 38 
vollstiindig bewiesen. 


Kin vorgelegtes Zahlensystem (e,..¢,) kann seine dussere Gestalt 
dadurch erheblich andern, dass man statt e,..e, irgend welche m andere 
Zahlen des Systems als Kinheiten benutzt, zwischen denen keine lineare 
homogene Relation besteht, indem man also etwa 


% = >} ane, Ca Dien) 
L 


setzt, sobald man nur die Constanten «; so wahlt, dass ihre Deter- 
minante nicht verschwindet. Wahlt man diese » von einander linear 
unabhiingigen Zahlen ¢@,..é, des Systems als Hinheiten, so Andern sich 
natiirlich die Multiplicationsregeln der Hinheiten. Aber wir werden 
das System (é,..@,) trotzdem nicht als wesentlich verschieden vom 
System (@,..€n) betrachten. Vielmehr rechnen wir zwei Zahlensysteme, 
die aus einander durch andere Auswahl der Kinheiten hervorgehen, zu 
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¢ 


demselben Typus. Kennt man ein System des Typus, so kennt man Types eines 
ja sofort alle Systeme desselben. Bs 
Fiir die mit dem Systeme verbundenen Gruppen G, und G, kommt 
die Kinfithrung neuer Hinheiten darauf hinaus, dass statt der Ver- 
anderlichen und Parameter der Gruppe durch eine gewisse lineare 
homogene Transformation gleichzeitig neue Veriinderliche und Para- 
meter eingefiihrt werden, wodurch, wie wir wissen, wieder zu einander 
reciproke Gruppen hervorgehen, die ihre eigenen Parametergruppenr 
sind. Da nun zwei lineare homogene Gruppen mit einander (inner- 
halb der allgemeinen linearen homogenen Gruppe) gleichberechtigt sind, 
wenn sie durch lineare homogene Transformation in einander tiber- 
gehen, so rechnen wir sie zu demselben Typus. Daher gehéren zu 
Zahlensystemen desselben Typus offenbar auch Gruppen desselben 
Typus. : 
Wenn wir ferner das Zahlensystem dadurch abandern, dass wir 
in der Multiplicationsregel 


ils =>} Pnbeioolby EA, 2 02,9) 
1 


e; und e& links vertauschen, so kommt das daraut hinaus, dass wir 
allgemein als Product zweier Zahlen x, y des Systems nicht das friihere 
Product zy, sondern das Product yx betrachten. Nach wie vor gilt 
dann das associative Gesetz. Denn maultiplicieren wir in dem neuen 
Sinne yx ferner mit z, so kommt z(yx), und dies ist gleich (¢y)a. 
Die Abanderung kann auch so ausgesprochen werden: Wir ersetzen 
jedes yizs durch das entsprechende y,;, d. h. wir vertauschen die 
Gruppen G, und G, mit einander. Das so hervorgehende Zahlen- 
system heisse das zum urspriinglichen reciproke System. Da es keine 
wesentlichen Verschiedenheiten von jenem darbietet, so rechnen wir 
es zu demselben Typus wie das urspriingliche System. Hs folgt 
also noch 
Satz 5: Zw je zwei Zahlensystemen dessetben Typus gehoren zwei, Bex. aw. 


Typen von 


Paare reciproker einfach transitiver Gruppen, die durch eme lineare homo- Systomen 


und 


gene Transformation in einander iibergehen, zu je zwei Systemen verschie- Geter 
dener Typen aber zwei Gruppenpaare, die nicht durch eime lineare homo- 
gene Transformation in eimander iiberfiihrbar sind. 


§ 4. Beispiele von Zahlensystemen. 


, fe . Gruppen- 
Lie hatte schon lange allgemeine Methoden zur Aufstellung aller tneoretisene 
Berechnung 


Untergruppen einer gegebenen Gruppe entwickelt. Diese Bestimmungar systeme. 
4d 


Andere 
Be- 
rechnungs- 
methoden. 
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hatte er u. A. volistiindig durchgefiihrt fiir die allgemeine lineare 
homogene Gruppe in zwei und drei Verinderlichen, ferner hatte er 
ausfiihrliche Andeutungen fiir den Fall von vier Veranderlichen ge- 
geben. Es war also von vornherein klar, dass die Bestimmung der 
Zahlensysteme in zwei und drei Hinheiten keinerlei und der in vier 
Hinheiten nur geringe Schwierigkeiten bieten konnte. Hs handelte 
sich ja nur darum, unter den eben erwiahnten Untergruppen der 
linearen homogenen Gruppen diejenigen einfach transitiven heraus- 
gugreifen, in deren Gleichungen auch die Parameter linear auftreten. 
Diese auf Zahlensysteme zuriickzufiihren, machte dann keine Mie. 
Die Rechnung wurde durch die aus der Form der Gruppen des Zahlen- 
systems unmittelbar entspringende Bemerkung von Lie erleichtert, 
dass es sich um die einfach transitiven linearen homogenen Gruppen 


Xf = tap, +--+ + bape (b= 1, 2..n) 
handelt, deren endliche Transformationen die Form besitzen: 

Li = Yibu +--+ Yn Ene @==1; EEN. 
unter y,..¥, die Parameter verstanden. Fragt es sich, ob eine ein- 
fach transitive Gruppe 


if = >! >) eng ayp: (kb = 1228) 
1 


zu einem Zahlensystem gehért, so hat man also nur zu untersuchen, 
ob die endlichen Gleichungen der Gruppe diese sind: 


Li Be Yr (Sus) (a = i, 2 7 n), 


unter ¥,.. Yn die Parameter verstanden. Ist dies der Fall, so gehért 
nimlich infolge des Theorems 38 zu der betreffenden Gruppe ein 
Zahlensystem. Durch Hinfiihrung passender linearer homogener Func- 
tionen der 2,..%, als neuer 2, .. 2» bringt man sie dann auf die 
nétige Form der Gruppe X,/f.. X,f eines Systems. 

Ks ist also klar, dass implicite durch Lie’s Arbeiten das Problem 
der Bestimmung aller Zahlensysteme in 2 und 3 Kinheiten erledigt 
und fiir die Systeme in 4 Hinheiten wenigstens in hohem Masse yvor- 
bereitet worden war. 

Man kann aber auch darauf ausgehen, direct die Systeme zu be- 
stimmen, ohne die Beziehungen zur Gruppentheorie zu verwerten, indem 
man den eigentiimlichen Algorithmus der Systeme benutzt. In der 
That sind von verschiedenen Autoren verschiedene Wege bei der Be- 


-stimmung der Systeme eingeschlagen worden. 
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Die Systeme in zwei Einheiten scheinen zuerst und zwar vor 1880 vont 
von Weierstrass in seinen Vorlesungen iiber Functionentheorie auf-. iter 
gestellt worden zu sein. Uaathenaie davon berechnete Cayley *)#er Systeme. 
1883 ebenfalls diese. Die Systeme in drei und vier Einheiten wurden 
zum ersten Male von Study **) 1889 aufgestellt. Er bediente sich 
dabei einer directen Methode durch Benutzung der charakteristischen 
Gleichung eines Systems, von der wir unten sprechen werden. Un- 
abhingig davon berechnete Scheffers***) noch einmal die Systeme 
in dre: Kinheiten, indem er yon der Lie’schen Aufstellung aller linearen 
homogenen Gruppen in drei Verinderlichen ausging. Alsdann _be- 
stimmte Scheffers+) auf einem zwar auf gruppentheoretische Sitze 
sich stiitzenden, aber von der Lie’schen Aufstellung der linearen homo- 
genen Gruppen unabbingigen Wege 1889 nochmals die Systeme in 
vier Hinheiten und stellte zugleich alle Zahlensysteme in fiinf Einheiten 
auf. Weiter ist man bis heute nicht gegangen. 

Hs giebt aber gewisse Classen von Zahlensystemen, deren allge- 
meine Form man in beliebig vielen Verinderlichen untersucht hat. 

Um diese Classen zu charakterisieren, miissen hier noch einige Be- 
oriffe erklart werden: 


Wahlt man in einem Systeme (e¢,..¢,) eine allgemeine Zahl 
L = 1,6, + Uolp + °° + nen 

und bildet die Producte wv, wax... oder kiirzer geschrieben x, x’. 
so wird, da das System nur » Hinheiten besitzt, also zwischen héch- 
stens n+ 1 Zahlen des Systems stets eine lineare Gleichung mit ge- 
wohnlichen Coefficienten besteht, mindestens die m'® Potenz x” sich 
linear durch den Modul ¢«, sowie durch 2, + -a"—1 in der Form aus- 
driicken lassen: 

a Uae a? fe nl Wy 8, 
in der ¥,, %.-W, gewohnliche Coefficienten sind, namlich offenbar 
gewisse ganze Functionen von 2,..%,. Aber es kann schon eine 
frithere Potenz, sagen wir die k*, aw, von den vorhergehenden und 
dem Modul ¢ abhingig sein: 
(36) wt = ya" + pak? +--+ ge. 


Hierin sind dann g,, 9... Wieder gewisse ganze Functionen der 
*) On double algebra. Proceed. of the Lond. Math. Soc. XV, 8. 185—197. 
**) Uber Systeme von compleaen Zahlen. Gott. Nachr. 1889, 8. 237—268. 
***) Zur Theorie der aus n Haupteinheiten ableitbaren hoheren complexen Zahlen. 


Leipz. Ber. 1889, S. 290—307. 
+) Uber die Berechnung von Zahlensystemen. Leipz. Ber. 1889, 8. 400—457. 
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gewdhnlichen Zahlen #,..%,. Ist dies die niedrigste Potenz, so ist 
gx == 0, da sonst durch Division mit # eine niedere Gleichung hervor- 
Grad des ginge. Die Zahl & heisst nun der Grad des Systems. Er ist an die 


Systems. 
Grenzen gebunden 


2<k<n. 


es Die Gleichung (36) heisst die (reducierte) charakteristische Gleichung 
des Systems deg Systems. 

In ihr treten als nicht gewodhnliche, sondern héhere Zahlen nur 
die Potenzen a, w'—1...a” auf, denen sich als ,nullte“ Potenz der 
Modul #° = « zuordnen lasst. Fassen wir also fiir den Augenblick 
einmal x auch als eine gewohnliche Zahl w auf, so liegt eine Gleichung 
keen Grades 

uk == —,uk—* + pouk—?2 +--+ oe 
vor, die k Wurzeln w,.., im gewodhnlichen Zahlengebiet besitzt. Hs 
ist alsdann 

Uy + Ue +--+ uh =P, 

ty My titty E+ Pestle = — Wp 
u. s. w. Deshalb kann die charakteristische Gleichung (36) auch so 
geschrieben werden: 
(37) (a — , &)(% — Ugé) ++ (x — Ue) = O. 
Man darf aber hieraus nicht schliessen, dass 7 = u,¢ oder Ugé u. 8. W. 
ist. g ist ja eine allgemeine Zahl des Systems, wahrend w,, wu... UM 
gewohnliche Functionen der gewéhnlichen Zahlen x,..a, sind. Man 
sieht also, dass in jedem Zahlensystem ein Product Null sein kann, 
ohne dass einer der Factoren Null ist. Diese Bemerkung sieht 
Hankel*) als die Antwort auf die Gauss’sche oben erwiihnte 
Frage an. . 

Der Grad i des Systems hat tibrigens, wie Study **) hervorhob, 
noch eine besondere Bedeutung: Hs ist k die Stufenzahl, also k — 1 
die Dimensionenzahl des kleinsten ebenen Raumes, in dem die Bahn- 
curve eines Punktes (a#,..%,) bei einer allgemeinen eingliedrigen 
Untergruppe einer der Gruppen des Zahlensystems enthalten ist, vor- 
ausgesetzt, dass man 2, .. 2, als cartesische Punktcoordinaten deutet. 


Wir kénnen nunmehr die Problemstellung in mehreren neueren 
Arbeiten genauer angeben: 
Weierstrass’ 5 onic : & : : 
Systeme Tn seinem citierten Briefe (1884) beschrankt sich Weierstrass 


*) Hankel, a. a. O. S. 108. 
*s\eipz, Ber) asas Oupn 1948 
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auf die Systeme, die erstens commutativ sind, gweitens den Grad k = 
besitzen und bei denen drittens die k =n Wurzeln Uy... Uy, samtlich 
von einander verschieden sind. Er hitte tibrigens die erste Annahme 
nicht zu machen brauchen, da sie eine Folge der beiden andern ist. 
Die Systeme Weierstrass’ lassen sich siimtlich durch Einfiihrung passen- 
der Hinheiten e,..e, auf die allgemeine Form bringen, dass jedes 
e =e, aber ee, =O fir i= k ist. : 
Study*) hat 1889 alle Zahlensysteme bestimmt, deren Grad k 
gleich der Anzahl n der Einheiten ist, unter denen also als Specialfalle 
die Weierstrass’schen Systeme vorhanden sind. Ferner bestimmte 


Scheffers**) 1891 alle Zahlensysteme, deren Grad k wm Eins kleiner , 


als die Anzahl n der Einheiten ist, und fiihrte das entsprechende Pro- 
blem fiir 4 = — 2 soweit durch, dass nur noch unwesentliche klei- 
nere Rechnungen iibrig blieben, Ebenso bestimmte er***) die all- 
gemeine Form der Systeme, deren Grad k = 2 ist. 

Man kann endlich gewisse allgemeine Sitze tiber die Structur der 
Zahlensysteme aufstellen. In dieser Richtung sind die Arbeiten von 
Scheffers (1889) und Molien (1892)+) zu nennen. Auf diese Unter- 
suchungen kommen wir im nichsten Paragraphen zuriick. 


Wir haben in diesem Werke alle linearen homogenen Gruppen in 
2 und 3 Veranderlichen bestimmt und wollen sie nunmehr benutzen, 
um alle Zahlensysteme in 2 und 3 Hinheiten daraus abzuleiten. Diese 
Berechnung kommt, wie wir wissen, im Wesentlichen darauf zuriick, 
vermége einer passenden linearen homogenen Transformation neue 
Verinderliche in die betreffenden Gruppen einzufiihren. 

Zunichst bestimmen wir die Systeme in zwei Hinheiten. 

Wir haben aus der Schar aller Typen von linearen homogenen 
Gruppen in zwei Verinderlichen x,, x, die einfach transitiven heraus- 
zugreifen. In Theorem 16, § 4 des 5. Kap., sind alle jene Typen aut- 
gestellt. Da wir wissen, dass die in Frage kommenden Gruppen in 
2, % (wegen der Existenz des Moduls ¢ im Systeme) die infinitesi- 
male Transformation 2, p, + 2p, enthalten miissen, so kommen von 
jenen Typen nur die dort mit 4) und 5) bezeichneten in betracht: 


I) 2, p. %P, + Xr, 
aie Th ; Il) 4,9, Lo Ds - 
*) Gott. Nachr. a. a. O. S. 262. ; 
**) Zuriickfihrung complexer Zahlensysteme auf typische Formen. Math. 
Ann. 39, 8. 335 ff. 
*#*) Hbenda S. 342 ff. 
+) Uber Systeme hoherer compleaer Zahlen. Math. Ann, 41, 8. 83—156. 


Systeme 
k=. 


Systeme 
r=n— 1. 


Systeme 
r= n — 2. 


Systeme 
k—2. 


Systeme 
in zwei 
Hinheiten. 
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Es treten in den endlichen Gleichungen beider Gruppen die Para- 
meter linear auf. Um dies zu sehen, haben wir nur nach der an die 
Spitze dieses Paragraphen gestellten Bemerkung von Lie die end- 
lichen Gleichungen zu bilden. Sie wiirden, wenn y, und y, die Para- 
meter bedeuten, bei der Gruppe I) diese sein miissen: 


/ iA Pe 
Ly = L,Yg, %y = LY, + TyYe- 


Man verificiert sofort, dass dies die endlichen Gleichungen von J) sind. 


Entsprechend sind 
/ if 
Ly = UY1, Ly = LaYp 


die von II). Zu I) und II) gehéren daher wirklich Zahlensysteme 
und zwar, da beide Gruppen aus vertauschbaren Transformationen be- 
stehen, also die reciproken Gruppen mit ihnen selbst zusammenfallen, 
Systeme, in denen die Multiplication insbesondere commutati ist. 

Um die Systeme selbst zu erhalten, fiihren wir vermége einer 
linearen homogenen Transformation neue Veranderliche y,, Y, ein in 
der Art, wie es in § 3 in Formel (26) oder (26’) geschah. Wir ver- 

Brster stehen also unter 2°, «° zwei Constanten und setzen bei der ersten 
Gruppe 
By = 0°Cn, Ly = BU, + WNUp. 


Insbesondere kénnen wir, ohne die Auflésbarkeit dieser Gleichungen 
zu zerstéren, 7,° = 1, x,° 0 wihlen. Dann aber kommt einfach 


HH =, = G- 


Die Gruppe lautet in den neuen Verinderlichen, wenn wir diese wieder 
statt mit y,, Y, mit x, % bezeichnen: 


, * el. 
Hy = Ley, + L,Yo, Ly == LyYq. 


Aus unserer allgemeinen Theorie folgt, dass diese Gruppe mit den 
Parametern y,, y, ihre eigene Parametergruppe ist. Wir iiberlassen 
dem Leser, dies durch successive Ausftihrung zweier Transformationen 
der Gruppe zu verificieren. Die Multiplicationsregeln des zugehérigen 
Zahlensystems ergeben sich nun, wie zum Schluss des § 3 auseinander- 
gesetzt wurde: Der Wert von e;e, geht danach hervor, wenn wir den 
Coefficienten von a;y, in der ersten Gleichung mit e,, in der zweiten 


mit e, multiplicieren und sie dann addieren. So erhalten wir un- 
mittelbar: 


10, =O, Cl == 6, Ce, = C,, bye = 3. 


Man kann verificieren, dass dies System dem associativen Gesetz 
(ex) = e:(exe;) gentige leistet. Z. B. ist: 
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(C1 €,)€y == 6 & = 4, 
: €; (C202) == Cy = &, 
also (€,€,)e, = @ (é 6). 
Die allgemeine Multiplicationsregel ist hier diese : 


(1, Xe) (Yn, + Ynez) = (41 + 2 Yo)ey + Xp YoeQ. 
Die Coefficienten von e, und e, sind, wie es sein muss, die rechten 
Seiten der Gleichungen der Gruppe in ihrer letzten Form. 
Um das System in iibersichtlicher Form zu schreiben, wenden 
wir eine Tafel an, in die wir das Product e;e, im Schnitt der it Reihe 
mit der A*™ Zeile eintragen: 


pase 
(1) peer Ice © 
2 | & 


Wir kommen zur zweiten Gruppe: 


7 


Ly = UHY1, Vo = LaYp- 


Diese ist schon von vornherein ihre eigene Parametergruppe, denn 
setzen wir noch 


/ 


pee €. / , | ae a , 
We Ya hg as 
so giebt die Elimination von 2,’, x,’ sofort: 


Ee ad a * 1% Py The. oe / 
Hy = 2,141), Le = Ly (YoYo ) 
oder 
a ee ” {ae ’ 
Hy = LyY, 5 Ay == X2Yo » 
wo 
LL _ = / aur Aes F is 
eer iN Yo Yale 
ist. Daher ist die Gruppe schon die eines Zahlensystems e,, e¢,. Das 
Product ee, ergiebt sich nach der oben ausgesprochenen Regel. Wir 
finden : 
66, = 4, 464 =—0, 46 —0, 464—6 


oder in Tafelform: 


= sib big 
(It) Pye 6 
PAN A Se ee 


Hiermit sind alle Zahlensysteme in zwei Hinheiten bestimmt. 
Das System (II) geht durch Hinfiihrung von e, + ¢, und 1(€,— e) 
als Hinheiten e, und e, tiber in das System: 
| 1 Z 
1), a 


en, 


Zweiter 
Fall. 


Systeme 
in drei 
Hinheiten. 
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Dieses System hat dieselben Multiplicationsregeln wie das System der 
gewohnlich complexen Zahlen « + $2, wenn man in ihnen 1 und 2 
als Kinheiten auffasst. (Vgl. das Beispiel in § 1.) 


Wir kommen zur Bestimmung aller Zahlensysteme in dret Hin- 
heiten. 

In § 3 des 19. Kap. sind alle linearen homogenen Gruppen in 
drei Veranderlichen aufgestellt worden. Von diesen kommen nur die 
einfach transitiven in betracht. Da wir ferner wissen, dass das Zahlen- 
system einen Modul ¢ besitzt, so muss das System insbesondere 
U=2,p,+ 2p, + 2,3 enthalten, denn dies ist das Symbol der in- 
finitesimalen Transformation 2 = «(e+ dt). Demnach haben wir aus 
jener Zusammenstellung in § 3 des 19. Kap. nur die transitiven Typen 
unter VII auszuwahlen, die U enthalten. Dies sind die folgenden: 


1) 23 P, %gPy + 2, P, «Hy Py + LoD, + Uy Dz, 

2) Ls, %3Pi + Xe P2 «LP, + Ly Pe + Hy Ps, 

3) Xy Py %, Py Xs Py Ly Dy + Ly Po + Ly Ps, 

A) %P, A%,p,+ bap, © Py + LX Pz + Xe Ds, 

5) 3 P, UP, © Py + XP, + Ly Ds, 

6) &, DP, L_M, Dz, 

7) L3 P+ X Po Xo Pez a U3 Ds X Py 22 Ly Po ie Lz Ps - 


Aber es kommen yon diesen nur die Typen in betracht, deren end- 
liche Gleichungen die Parameter linear und homogen enthalten. Da- 
nach ist z. B. 2) nicht brauchbar. Denn wenn die Gruppe 2) in ihren 
endlichen Gleichungen die Parameter linear enthielte, so miissten sich 
diese endlichen Gleichungen nach der oben vorausgeschickten Be- 
merkung so schreiben lassen: 


la 
? Hy = Hz Yo + L,Ys, 
tf 
Ly = HY, + LzYq + Lys, 
, 
Xs == 13Ys; 


wobei unter y,, ¥, Ys die Parameter verstanden sein sollen. Aber 
diese Gleichungen stellen, wie man sofort verificieren kann, gar keine 
Gruppe dar. Derselbe Misserfolg ergiebt sich bei 3) und 7). Die 
Gruppe 4) ist, wie man analog sieht, nur dann zulissig, wenn b = 0 
oder aber b =a ist. Alle anderen Gruppen liefern Systeme. Es 
kommen also, wenn wir die Gruppen etwas anders ordnen, nur diese 
5 Typen in betracht: 
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I) agp, My Py Py ++ Hy py ++ wy Ds, 
IT) 2 pp %p, + 2p, 2p, + ay p, + ary Ps) 
HIT) ap, % py + yp. a, py + yp, + Hs Ps» 
IV) 23D. 2D, Py + My P, + Xs Mz, 
V) LP, yy gps. 
Von diesen 5 Gruppen bestehen alle mit Ausnahme von III) aus 


vertauschbaren Transformationen. Es giebt also in drei Hinheiten 
vier commutative und ein nicht-commutatives Zahlensystem. 


Zu ihrer Bestimmung verfahren wir genau so wie oben bei zwei 
Hinheiten. Wir lesen zuniichst sofort die endlichen Gleichungen der 
Gruppen ab und fiithren dann passende neue Verinderliche ein. 

So liefert I) die endlichen Gleichungen: 

Ly = U3Y, + LYs, 
Hy = LY + X2Ys, 
Ls = Us Ys. 


Diese Gruppe hat schon die Form der Gruppe eines Zahlensystems, 


Man kann dies einmal direct einsehen, indem man zwei Transforma-. 


tionen nach einander ausfiihrt und die Parameter der fquivalenten 
Transformation berechnet. Es ergiebt sich aber auch, wenn man die 
neuen Veridnderlichen y,, y,, y, eimftihrt, indem man die Hiilfsgréssen 
x9 = 2,9 = 0, %° = 1 wahlt, denn dann kommt a, —1,, % = te, 
3, =%,. Das Product ee, ist nun sofort abzulesen, wie friiher. Man 
multipliciert die rechten Seiten der Gleichungen mit ¢,, ¢, e,, addiert 
sie dann und wahlt den Factor von x;y, aus. So kommt: 


O40, = Cy ly = Cy ly = Oe = 0, 


Cee 3 Cae on 9g SS Uy Cy = Cos 


Gotan é, 
oder die Tafel: 
poe 3 
TO TO” 42% 
(I) TG Boe Salers 


Se a 


Beim Typus II) kommt das System 


yea eee 
Oe Oe: 
us POT Gy 56s 


ou) 
iS) 
. 
iss 
bo 
& 


Hirster 
Fall. 


Zweiter 
Fall. 


Dritter 
Fall. 
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Typus III) liefert ein nicht-commutatives System. Man erhalt 
zunichst als die endlichen Gleichungen der Gruppe: : 
t= Yo + 2,Ys, 
eg = LY, + LyY2 + Los, 
Us = Us Ys. 
Wir wihlen die Hiilfsgréssen v,° = «,°—1, 2° =O, fiihren also 
t1, %, Ys ein vermoge: 


Ss itp ap U3 
Hy = 1, 
LH, = Us 


und erhalten, wenn wir die neuen Verinderlichen wieder mit x statt 
x bezeichnen: 

Hy = L3Y, + %,Y2 + 2, Ys, 

Wy = (Lp + Ws) Yo + XeYs, 


, 
Le, = XYs, 
also: 
C= &¢, = 0, 


01 Cg = C103 == C30, = &, 


Cy Cy = 0p 03 == C3 ly = €y, 


€3€3 = @3, 
daher die Tafel: 
: (il ac 235 
TO OO ae 
Ble. “Fes Gs 


3 | eS 
Wir wollen die Tafel etwas umformen. Als dritte Einheit sei naim- 
lich e, — é benutzt. Dann kommt, da 
(€, — €)e@ ==, (€s— &)& =O, 
€(€; —@) = 0, e(€s — &) = 0, 


: ; (€; — €) (€3 — &) == @ — e, 
ist, die Tafel: 


Ret Ree) a 
; u 
(II) OO ve 
Bile eae nO 
BLO. Oe 


Aus gewissen Griinden, die wir hier nicht angeben wollen, ist dies 
die vorzuziehende Form des Systems. Will man eine symmetrischere 
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: 
Form haben, so kann man in dem neuen System e, —e als ¢, und 
es + é als e, benutzen, wodurch sich ergiebt: 


i Rs 
, are 
(111 ) Hl D> Fe; 6) 
2 Gee 1G 
| 
3 | CUM Cie 


{423 
6 OS Mid 2 
ie ae 
Bla Gs 


Wenn man aber e, mit e, vertauscht und ¢, — ¢, als e, benutzt, so 
kommt die vorteilhaftere Form: 


iS vag -3 
. ui 
(Iv) ienducl 
OG Om es 
3 | ie er ae 
Endlich liefert Typus V) sofort: 
iinaa,- 
1 {@, .0,. 0, 
V ie 
ae. D0» nega 
BLO” Or ce, 


Damit sind alle Zahlensysteme in drei Hinheiten gefunden. Nur 
der dritte Typus ist nicht commutativ. Zu ihm gehéren also zwei 
verschiedene Gruppen aus nicht samtlich vertauschbaren Transforma- 
tionen. Da aber oben nur eine solche Gruppe, die Gruppe II), auf- 
trat, so folgern wir: Die beiden zu einander reciproken Gruppen, die 
zum System (III) gehéren, gehen durch eine gewisse lineare homogene 
Transformation in einander tiber. Anders ausgedriickt: Das dritte 


System 1123 
LO oO ce, 
2 | eves 0 
PHO ae 


kann dadurch in das dazu reciproke 


Vierter 
Fall. 


Finfter 
Fall. 
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jele cies 
Lal Ose SO 
2d) ee) 
5 er ee ee 


verwandelt werden, dass man geeignete neue Hinheiten einfiihrt. In 
der That, wenn man e, mit e, vertauscht, so geht aus dem System 
das reciproke hervor. 


Von den Systemen in vier Einheiten wollen wir nur eines er- 

wihnen, namlich das unter mehreren Gesichtspunkten tiberhaupt in- 
Hamilton's teressanteste Zahlensystem, das System der Hamuilton’schen Quatermionen. 
nionen. Wir wissen, dass eine viergliedrige Gruppe entweder integrabel ist 


oder aber auf die besondere Zusammensetzung gebracht werden kann: 
(XX) = Xef, (AX) HM, (XX) = VS 
(XX) = (Xp Xy) = (Xs, X,) = 0. 


(Vel. Satz 11, § 3 des 20. Kap.) Man kann zeigen, worauf wir aber 
nicht eingehen, dass in vier Veranderlichen alle einfach transitiven 
linearen homogenen Gruppen von dieser Zusammensetzung, deren reci- 
proke Gruppen auch linear homogen sind, mit einander vermége einer 
ebenfalls linearen homogenen ‘Transformation dhnlich sind, also das- 
selbe Zahlensystem liefern. Dies ist das Hamilton’sche System. Um 
es aufzustellen, wird es also geniigen, ein Paar zu einander reci- 
proker linearer homogener Gruppen in 2, %, #3, 2, aufzusuchen, das 
die obige Zusammensetzung besitzt. Hin solches Paar liefert uns nun 
foleende Betrachtung: 

pecietire Wir suchen alle imfinitesimalen projectiven Transformationen des 

einer FlacheRawmes, die eime Elche zweiten Grades in Liuhe lassen, und lésen damit 
ein an sich interessantes Problem der Gruppentheorie. Bekanntlich 
kann man stets solche homogene Coordinaten «,, 2, %3, a, einfiihren, 
dass die Flache zweiten Grades (die kein Kegel sein oder zerfallen 
soll) die Gleichung erhilt: 


x, + 2,7 + x? + o,? = 0. 


Eine infinitesimale projective Transformation des Raumes hat die all- 


gemeine Form 
4 
; a 
BY shee >} » Ok Re Pi 
1 


(vgl. § 4 des 19. Kap.). Sie lasst die Fliche zweiten Grades in- 


variant, wenn 
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X (a? ay? a, + a4”) 


4 
>! 0; Xa, 
il 
4 
> .: 
i Kp Lp; 
1 


vermoge der Gleichung der Fliche verschwindet.. Da dieser Ausdruck 
homogen vom zweiten Grade ist, so kann dies nur so zugehen, dass 
identisch 


oder 


oder endlich 


4 

> . ccna = 0(2," + a,’ + a,” + u,°) 
<n 
1 


wird. Dies liefert: 
iz 4 QS 0 fiir a == k, a; =O 
' (i, =1, 2, 3, 4). 


Jede infinitesimale projective Transformation, welche die Fliiche in 
Ruhe lasst, ist also linear aus den folgenden ableitbar: 


LiPe— Oep: (2, k=1, 2; 8, 4; 7-4), 
Dy Py + LP, + Lz Py + Ly Mg. 
Diese erzeugen natiirlich eine Gruppe. Sie ist in den homogenen 


Veriinderlichen siebengliedrig. Nicht homogen geschrieben, wire sie 
sechsgliedrig. 


Nun bemerken wir: Die vier infinitesimalen Transformationen 


(2 P3 — 3 P2) — (LP, — %P1) 
(3 Py — 21 Pz) — (Lp Py — Vy Po) 
(©; Py — XP.) — (®3 Pp — LPs) 
Ly Py + %_ Po + Hz pz + D4, 
die jener Gruppe der Flache zweiten Grades angehoren, bilden fiir sich 
eine Gruppe, wie man sofort verificiert. Hbenso die vier: 
(ay 93 — Wg Pz) + (ay Py — 2 P1) 
(as Py — % Pz) + (a Py — %q Pe) 
(Gi. — 20) (a Ps — La Ps) 
XP, + Le Po + Lz Pz + Ly Py. 


Tafel der 
Quater- 
nionen. 
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Beide Gruppen sind in a, %, #3, 7 einfach transitiv und zu einander 
reciprok, denn jede infinitesimale Transformation der einen ist mit 
jeder der andern vertauschbar. Auch lisst sich die Zusammensetzung 
der Gruppen leicht auf die oben angegebene Form bringen. Wenn 
wir also von diesem Gruppenpaar ausgehen, so werden wir zum System 
der Quaternionen gelangen. 

Die endlichen Gleichungen der ersten unserer beiden viergliedrigen 
Gruppen lauten nach unserer allgemeinen Regel, wenn y%, Yo, Ys, Yu 
die Parameter der Gruppe bezeichnen, so: 


ly = + LY, + Fg Yo — LoY3 + LY, 


Le = Un as Us + Ya, 
Le = + LY, — LyYo + 2,43 + 13 Y,, 
By = — X,Y, — LaYo — L3Y3 + T4Yy- 
‘Wahlen wir die Hiilfsgréssen 2,° = 2° = 4,° = 0, 4° = 1, 80 


sehen wir, dass die neuen Veranderlichen y so angenommen werden 
koénnen, dass ? 
=, Ae le, Ly Ig ee 


wird. Also liegt die Gruppe schon in solcher Form vor, dass die 
Parameter der Transformation, die der Aufeimanderfolge zweier Trans- 
formationen der Gruppe aquivalent ist, sich durch die beiden einzelnen 
Parametersysteme gerade so ausdriicken, wie die neuen Veranderlichen 
durch die alten Veranderlichen und die Parameter. Wir kénnen dem- 
nach auch das zugehérige Zahlensystem sofort ablesen. Es ist, wie 
immer, ¢;¢ der Coefficient von 2:2, in dem Ausdruck 22,’e,. Wir 
finden somit das System: 


i 2 3 4 
Le; Cs ey 
2) — 6; \— e Gj Ey 
3 & ‘“—& —& es 
4 e € es C, 


Dies ist das System der Hamilton’schen Quaternionen. Wenn man 
darin — ¢,, — ¢,, — e,; als neue Hinheiten einfiihrt, so geht das reci- 
proke System hervor. 

Wie man sieht, hingt das System der Quaternionen auf das 


engste mit der projectiven Gruppe einer Flache zweiten Grades zu- 
sammen. 
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§ 5. Referate iiber einige neuere Arbeiten iiber complexe Zahlen. 


In diesem Paragraphen gedenken wir tiber mehrere Ergebnisse 

% bs . 
auf dem Gebiete der complexen Zahlen in der Hauptsache nur re- 
ferierend zu berichten, insbesondere tiber die Arbeiten von Scheffers AD 


Lie hat die »-gliedrigen Gruppen, wie wir in § 5 des 19. Kap. pee ee 
bemerkten, in integrabele und nicht-integrabele Gruppen eingeteilt. ine 
integrabele ist dadurch charakterisiert, dass sie eine (mw — 1)-gliedrige 
invariante Untergruppe, diese eine (n — 2)-gliedrige invariante Unter- 
gruppe u. s. w. enthilt. Ist nun die eine der beiden zu einem Zahlen- 
system (¢,..¢,) gehdrigen Gruppen integrabel, so ist es auch die 
andere, da beide dieselbe Zusammensetzung haben. Ausserdem sind 
sie lineare homogene Gruppen. Nach Satz 19, § 4 des 19. Kap., lassen 
sie daher im Raume (z#,..2,) einen Punkt, eine durch ihn gehende 
Gerade, eine durch letztere gehende zweifach ausgedehnte ebene 
Mannigfaltigkeit u. s. w. invariant, und zwar sind diese Gebilde bei 
beiden zu einander reciproken Gruppen dieselben, da die beiden 
Gruppen nach Theorem 30, § 2 des 17. Kap., mit einander vermige 
einer leicht angebbaren Transformation thnlich sind. 


Wir koénnen es nun so einrichten, dass der einzeln invariante 
Punkt die Coordinaten 1, 0..0 hat, ferner dass auf der durch ihn 
gehenden invarianten Geraden der Punkt mit den Coordinaten 0,1..0 
liegt u. s. w. Dies lisst sich immer durch lineare homogene Trans- 
formation erreichen. Der invariante Punkt soll die Hinheit e,, die 
invariante Gerade die aus den Hinheiten e, und e, linear ableitbaren 
Zahlen u. s. w. reprasentieren. Hiernach ist jetzt 


€,€ == Const.¢,,  ¢.¢, == Const. e,; 


€,€ == Const.e, + Const.e,,  eé, = Const. e, ++ Const. ¢, 


U. 8. W. 


Schreiben wir also die Producte e;e so, wie es im vorigen Para- 
graphen geschah, in einer Tafel zusammen, so folgt: 


Die zu integrabelen Gruppen gehorigen Zahlensysteme kénnen auf 
die Form gebracht werden: 


*) Zuriickfiihrung complecer Zahlensysteme auf typische Formen. Math. 
Ann, 39 (1891), S. 293390. Daselbst findet man zum Schlusse eine Ubersicht 
tiber die neuere Litteratur. 

Lie, Continuierliche Gruppen. 42 


Quaternion- 
systeme, 


Nicht- 
quaternion- 
systeme 
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Spc a ee ds 
GN) a) eth) 
2/ (1) (12) 12) + - (42) 
3) G2) 23) > =(123) 


—_ 


q 


> 


| (1) (12) (123) - - (12-- n). 
Hierbei soll (12..m) allgemein einen Ausdruck von der Form 


Const. e, + Const. e, -+ -- + Const. é, 


bedeuten. 

Ist dagegen die eine Gruppe des Zahlensystems nicht-integrabel, 
so ist es auch die andere nicht. Engel*) hat nun den Satz auf- 
gestellt, dass eine nicht-integrabele Gruppe stets eine dreigledrige 
Untergruppe X,f, X,f, X,f von der besonderen Zusammensetzung 


(QGX3) = 346 C22 = 266 oa] aay 


besitzt. Ubertrigt man dies auf unsere Zahlensysteme, so kann man 
einsehen: Die zu nicht-integrabelen Gruppen gehorigen Zahlensysteme 
enthalten unter anderen drei vom Modul unabhangige Huinheiten 
Cics, Cn) 1UL G16 


€3€, — Cy€g = 26, Cy€, — 6,0, = 2Oyy OC, €y — Ge, = 2, * 


ist. Umegekehrt gehért jedes solche System zu nicht-integrabelen 
Gruppen. Ein solches System enthilt mindestens 4 Hinheiten. 

Diese Hinteilung der Zahlensysteme wurde von Scheffers seinen 
Untersuchungen zu Grunde gelegt. Hr nennt die letzteren, zu nicht- 
integrabelen Gruppen gehérigen Systeme Quaternionsysteme, die ersteren 
Nichiquaternionsysteme und zwar deshalb, weil zu den Quaternion- 


systemen als einfachstes System das der Hamilton’schen Quaternionen 
gehort. 


Zunichst ist es nun fiir die Berechnung der Nichtquaternion- 
systeme von wesentlicher Bedeutung, dass man jedes derartige System 
in 2 Kinheiten auf eines in nur »—1 Einheiten zariickfiihren kann, 
indem man namlich einfach e, streicht und in allen Producten e;e, das 
Glied mit ¢, fortliisst. Das neue System ist wieder ein Nichtquater- 
nionsystem. Umgekehrt kann man von jedem Nichtquaternionsystem 
in » Hinheiten zu solchen in »-+ 1 Kinheiten gelangen, allerdings 


*) Kleinere Beitriige zur Gruppentheorie, Leipz. Ber. 1887, S. 96. Einen 
exacten Beweis dafiir hat er in den Leipz. Ber, 1893, S. 360~—369 gegeben, 
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nicht immer nur zu einem. Dies Princip der Zuriickfithrung der Systeme 
m n Hinheiten auf solche inn —1 Hinheiten dient den Untersuchungen, 
tiber die wir hier referieren, als eine wesentliche Grundlage. 

Fiir die Structur eines Nichtquaternionsystems wird folgender fiir 
die Praxis iiusserst niitzliche Satz abgeleitet: 

Man kann die Hinheiten eines Nichtquaternionsystems stets so wahlen, 
dass sie in zwei Reihen e,..¢-, ,-.s (r+ s—=n) gerfallen von den 
besonderen Higenschaften: Es ist 

7? =n, nn =O fir i—k, 
ferner driickt sich e;e, linear nur durch die vor e; bez. e, kommenden 
Hinheiten aus, sodass 


6, = ee, = 0, 
~ 
€,€, = Const.e,, €€ == Const. e,, 
€3€, == Const.e, ++ Const.e,, exes = Const.e, + Const. e, 


u. S. w. ast. Ferner ist fiir jedes e; unter allen Producten .e; wnd en. 
nur je emes, etwa Hae; und ens, vorhanden, das nicht Null ist, sondern 
den Wert e; hat. Endlich ist in jedem System mindestens ein y enthalten. 

Sagen wir, die Hinheit e; sei vom Charakter (af), weil ye; und 
eng nicht Null, sondern e; sind, so folgt ohne Miihe aus dem associa- 
tiven Gesetze, dass das Product ee, zweier Hinheiten e; und e vom 
Charakter (a) bez. (yd) Null ist, sobald 6 + y ist, dass es sich aber, 
sobald 6 = y ist, durch die vor e; und e, kommenden Einheiten aus- 
driickt, die vom Charakter (ad) sind. Noch ist zu bemerken, dass 
die Hinheiten »,.. 7, in ihrer Art einzig im Systeme, dass sie also 
fiir das System von typischer Bedeutung sind. 

Hiernach lassen sich z. B. die Zahlensysteme in zwei und drei 
Einheiten sofort aus dem Kopfe hinschreiben. 


Ferner ergeben sich hieraus gewisse ‘Klassen von Systemen ohne 


weiteres. Man bemerkt nimlich zunichst, dass die (reducierte) charak- Char. Gi. - 


teristische Gleichung eines derartigen Nichtquaternionsystems die Form hat): quaternion- 
(a — &e)o(a — E,e)2.. (a — &e)Ms = 0. 
Hierin bedeutet x eine allgemeine Zahl des Systems: 
we == 0, + ++ rer + Em, +++ + Eas 
und £,, &..& sind die gewdhnlich complexen Coefficienten der Hin- 
heiten y,.. 7 in dieser Zahl. «¢ bedeutet den Modul des Systems, der 
iibrigens die Form hat: 


e=% + I ++: + Ms, 
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und w,, la-. Us sind nicht verschwindende positive ganze Zahlen, deren 
Summe uw, + w +--+ 4m, den Grad & des Zahlensystems vorstellt. 

Wir zeigen, wie man nun ohne weiteres gewisse Klassen von 
Systemen bestimmen kann, an einem Beispiel: Weierstrass suchte 
die commutativen Systeme, in denen der Grad k =, der Anzahl der 
Einheiten ist, und bei denen die charakteristische Gleichung ” ver- 
schiedene Wurzeln hat. Ein commutatives System ist aber stets Nicht- 
quaternionsystem. Wir haben also hier, um die Weierstrass’schen 
Systeme aufzustellen, w,—= pw. = +: = ws = 1 ond wt ut o-t+bs= 
—k—=—n—r-+s anzunehmen. Hs ist daher r =O, s =n, d.h. ein 
derartiges System enthilt nur Hinheiten y,..y, und hat daher die 
Form: 

ni =, nye =O fir 1+, 


oder als Tafel geschrieben: 


era n 
hy, Or 0 0 
rome OT 7) aa) O 
oy oe 0 

ae (EP eer) 
ai 0 ies aa Da 9 RS tae 5 


Wie man sieht, ergeben sich die Weierstrass’schen Systeme als 
die einfachsten iiberhaupt existierenden. . 


Um unser Referat fortzusetzen, fiihren wir nun den wichtigen Be- 
Reducibil. oriff der Reducibilitét ein: 


eines 


Systems. Hin System heisst reducibel, wenn seine Hinheiten sich so waihlen 
und im zwei Scharen @, ¢... und ¢,, @... einreihen lassen, dass 
jedes ee, und ee; Null ist und e,, e,... fiir sich, ebenso ¢,, e,... fiir 
sich ein System bilden, also e;e sich durch e,, e,... allein und ¢¢; 
sich durch e,, e,... allein linear ausdriicken lisst. So z. B. ist das 
oben, in § 4, gefundene System (e,, ¢,, ¢;) in drei Hinheiten: 

6 OI 
OR RO S565 
Pemey aes 


reducibel auf die beiden Systeme (e,) und (e, @). Scheffers hat 
fiir die Reducibilitat eines Systems folgendes Kriterium angegeben und 


bewiesen: 
Kriterium 


der Reducib. Hin. System ist dann und nur dann reducibel >» wenn es ausser dem 
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Modul « eine Zahl «, im System giebt, die mit allen Zahlen « des 
Systems vertauschbar (we, = &,x%) und deren Quadrat s,2 = &, ist. 

Z. B. ist ein commutatives System auf so viele einzelne Systeme 
reducibel, als es in ihm von einander unabhingige Zahlen giebt, deren 
Quadrate ihnen selbst gleich sind, 

Man kann umgekehrt aus zwei Systemen (¢,..¢), (p-1-. €)) ein 
System (¢,..¢,) zusammensetzen, indem man ihre Tafeln so aneinander- 
reiht, dass ihre Hauptdiagonalen eine Gerade bilden, und dann die leer 
gebliebenen Rechtecke an allen Stellen mit Nullen ausfiillt. Man kann 
dieses neue System schicklich die Summe der beiden wrspriinglichen sition 
Systeme nennen, weil dieser Summationsprocess alle Gesetze der ele- Systeme: 
mentaren Addition erfiillt, Study und Scheffers haben bewiesen, 
dass die charakteristische Gleichung eines Systems gleich dem Product 
der charakteristischen Gleichungen der einzelnen Systeme ist, auf die 
es reduciert werden kann. 

Man kann auch Zahlensysteme mit -einander multiplicieren. Be- 
trachtet man nimlich zwei Systeme, etwa (e¢,..¢,) und (e,..¢,), so 
kann man die Voraussetzung treffen, dass e;¢, = e,e; sel, und alsdann 
e;¢, als Hinheit yx eines Systems von p.q Hinheiten 7,,, 119 -- Npq ein- 
fiihren. Die Productregeln sind dann in diesem neuen System vdllig 
bestimmt, denn es ist nach Voraussetzung 

Nik Nim = (Cex) (Cx€m) = (C1) (CaEm)- 
e;e, ist linear aus é,..e, und ee, linear aus e,..¢, zusammensetzbar. 
Ausmultiplication giebt 4%, linear durch alle 4, ausgedrtickt. Dies 
Verfahren kann das der Multiplication der urspriinglichen Systeme, das Analihpllga 
neue System das Product der beiden gegebenen Systeme genannt Systeme. 
werden. Der Process erfiillt naimlich alle Gesetze der elementaren 
Multiplication, auch beziiglich des oben definierten Additionsprocesses. 

Zum Product zweier Systeme kann man auch so gelangen: Ge- 
setzt, man betrachtet in der allgemeinen Zahl 


== TL; + 2. + 2, ep 
des Systems (e,..¢,) die Coefficienten #,.. 2, nicht mehr als gewohn- 
liche Zahlen, sondern als Zahlen eines zweiten Systems (¢,.. ¢,): 
Fe nt, Heck tigtp = 1, 2-p), 
go ist w eine Zahl des Systems mit den p.q Hinheiten yx. = eee. 


Man kann nun ohne Miihe zu dem folgenden zuerst von Study Stuay’s 


Systeme 


aufgestellten Ergebnis gelangen: Jedes Zahlensystem, dessen Grad gleich =n. 
der Anzahl der Einheiten ist, setzt sich aus irreducibelen Systemen 
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derselben Art zusammen. Jedes irreducibele derartige System (¢,-. én) 
kann so geschrieben werden, dass 
€:ee = Gin oder 0 


ist, Je nachdem i+ k > oder <n ist. 
So hat man in 2, 3, 4 Hinheiten folgende irreducibele Systeme: 


hebeny i Ie BO pee oe Dy petite enn Ae 
Di Ole ae; LO. 9208 ve, 1) ORO, PRO sate; 
a hen 2, 2 | Diet ene 2 OBSOM NEMS ey 
p leney C4 SvOm Tepe vem es eg 

AN Cra Cie epee 


In drei Einheiten kommen als einzige reducibele derartige Systeme nur 
die beiden in betracht: 


eS jh Sigs 
LEAs 0 delve OO 
2 | Orit Ore; Oe Yen 70 
3/0 @ 8 geal Oia 
Systeme Scheffers hat, wie schon erwihnt, alle Systeme bestimmt, deren 


C— le 


Grad um Eins kleiner als die Zahl der Einheiten ist: k—=n—1. Da 
aber die Formen dieser Systeme noch mannigfaltiger als die der vor- 
stehenden Systeme sind, so sehen wir von einer Wiedergabe des betreffen- 

pene. den Satzes ab. Ebenso beziiglich der Systeme, deren Grad k =n — 2 
ist. Ubrigens giebt es kein Quaternionsystem, dessen Grad k—=n—1 
wire. Jedes Quaternionsystem, dessen Grad k—mn— 2 ist, ist die 
Summe aus dem System der Hamilton’schen Quaternionen und einem 
der soeben erwihnten Study’schen Systeme. 

Serene Auch die Form aller Systeme, deren Grad k = 2 ist, lasst sich an- 
geben. Das einzige Quaternionsystem, das hierher gehdrt, sind die 
Quaternionen Hamilton’s. 

pverme Da bei einem Systeme in fiinf Einheiten der Grad k = 2, 3, 4, 5, 

Hinheiten- also wegen == 5 der Grad k = 2, n— 2, n —1, n ist, so ist eg 
klar, dass mit obigen allgemeinen Resultaten auch alle Zahlensysteme 
in fiinf Kinheiten gefunden sind. : 

aes Fiir die Quaternionsysteme wird bewiesen, dass ein solches System, 
sobald es nicht mehr als acht Kinheiten besitet, das System der Hamil- 
ton'schen Quaternionen in sich enthdlt. Alsdann liefern gewisse allge- 
meine Tafeln fiir die Systeme, welche die Quaternionen enthalten, 
Tafeln, die hier wiederzugeben zu weit fithren wiirde, alle Quaternion- 
systeme in 4,5, 6,7,8 Hinheiten. Ferner ergiebt sich ein merkwiirdiger 
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Satz: Jedes Zahlensystem némlich, das in sich die Quaternionen Hamil- 
ton’s enthdlt, und bet dem der Modul dieser Quaternionen. zugleich Modul 
des ganzen Systems ist, ist das Product aus einem beliebigen System und 
dem System der Hamilton’schen Quaternionen. 


Kurz sei noch der Abhandlung Molien’s gedacht. 
a abaselicdriae. Gr eee nh ons System mit 
Da die n-gliedrige Gruppe eines Zahlensystems (e, . . én) hadi tes 
(n—1)-gl. 


; . inv. Untergr. 
“4 = > Spasms (s=1, 2.. n) . 
1 


eine (# — 1)-ghedrige mvariante Untergruppe enthalt, nimlich die 
aller ihrer Transformationen mit der Determinante Eins, also eine 
Untergruppe, die der speciellen linearen homogenen Gruppe angehdrt, 
so hegt es nahe, nach allen Zahlensystemen zu fragen, bei denen diese 
(n — 1)-ghedrige invariante Untergruppe selbst eenfach ist. Auf dieses 
Problem lenkte Lie seinerzeit ausdriicklich die Aufmerksamkeit *). 
Molien**) behandelte dieses Problem und kam zu dem interessanten, 
wenn auch negativen Resultat, dass es keine anderen derartigen 
Zahlensysteme giebt, als die schon von englischen Mathematikern be- 
handelten, deren Gruppe die Parametergruppe der allgemeinen linearen 


homogenen Gruppe ist, also die Gruppe: 


ee Oe Dey (V, 9 == 1 2.0. 0). 
ie 
Das zu dieser Gruppe gehérige System hat n? Hinheiten e, mit den 
Productregeln: 
Cry Ck = Cy, Cen =O fir k + 1. 
n = 2 giebt das System der Quaternionen, allerdings in einer anderen 
Gestalt, als wir es oben fanden, naimlich, wenn wir die Einheiten 
Cy C1ay Co1y Con MI ey, €3, &, €, bezeichnen, in der Form: 
Law ke: Vr 
ies 0 0 
Ze Blea le, 
3 | Creo O30) 
4 | Ay es 


n = 3 liefert ein friiher von Sylvester ***) behandeltes und von ihm 


*) Leipziger Berichte 1889, S. 326. 
«*) Uber Systeme hoherer compleaer Zahlen. Math. Ann. 41, 8. 83—156. 
#*) 7. B. A word on Nonions. Johns Hopkins Circular 1882 II, 8. 241. 
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Wir gedenken nicht weiter auf die Untersuchungen Molien’s 
einzugehen und wollen nur beilaiufig bemerken, dass Herr Molien die 
Beziehungen seiner Arbeiten zu denjenigen seiner Vorginger teilweise 
unrichtig aufzufassen scheint. 

ee Sehliesslich sei noch ganz kurz auf die Anwendungen der complexen 

der compl. Zahlen hingewiesen. In solchen Fallen, in denen zwei zu einander 
reciproke einfach transitive projective Gruppen zu untersuchen sind, 
liefert der Algorithmus des zugehérigen Systems eime 4usserst be- 
queme Darstellungsweise dieser Gruppen und anderer mit ihnen zu- 
sammenhingender Gruppen. Da zu jeder Gruppe ein paar zu einander 
reciproker Parametergruppen gehéren, so kann man sich der Kenntnis 
der Zahlensysteme bedienen, um solche Parameterdarstellungen gewisser 
Gruppen zu finden, die méglichst bequem fiir die successive Ausfiihrung 
von Transformationen der Gruppen sind *). 

Ferner wird man die Frage nach einer Verallgemeinerung unserer 
Functionentheorie unter Benutzung der Zahlensysteme behandeln. Denn 
die Functionentheorie stiitzt sich auf ein specielles System in zwei 
Hinheiten. Man kann in der That fiir einen Raum von beliebig vielen 
Dimensionen — an Stelle der complexen Zahlenebene — Functionen- 
theorien entwickeln, bei denen die Grundgesetze der gewohnlichen Fune- 
tionentheorie erfiillt sind. Doch verzichten wir darauf, dies weiter 
auszufiihren **), 

*) Man sehe hierzu Study, Leipziger Berichte 1889, S. 213 u. f. 

**) Siehe Scheffers, Sur la généralisation des fonctions analytiques, sowie 
Théoremes rélatifs aux fonctions analytiques a n dimensions, Comptes Rendus 
SOs albu. 205 Man 


Abteilung VI. 


Kinige Anwendungen der Gruppentheorie. 


Hs macht sich in neuerer Zeit mehr und mehr die Auffassung 
geltend, dass viele Gebiete der Mathematik nichts anderes aly In- 
variantentheorien gewisser Gruppen sind. 

Von vornherein ist es tibrigens keineswegs sicher, dass jede 
Gruppe ibre Invariantentheorie besitzt. Es ist aber eine wichtige 
Entdeckung Lie’s, dass jede (continuierliche) Gruppe, die durch 
Differentialgleichungen definiert ist, nicht allein Differentialinvarianten, 
sondern iiberhaupt eine vollstindige Invariantentheorie besitzt. Es 
lassen sich nimlich, um dies deutlicher auszudriicken, Kriterien in end- 
licher Anzahl fiir die Aquivalenz zweier Gebilde gegeniiber den be- 
treffenden Gruppen angeben, d. h. dafiir, dass es méglich werde, das 
eine Gebilde vermége einer Transformation einer solchen Gruppe in 
das andere iiberzufiihren. 

Zur Erliuterung dieser hier etwas vag ausgedriickten Behauptung 
geben wir in dieser letzten Abteilung einige Beispiele, indem wir das 
Aquivalenzproblem bei der Gruppe der Bewegungen in der Ebene und 
im Raume behandeln. Es ist merkwiirdig, doch aber sicher, dass man 
bisher versiumt hat, dieses einfache Problem rationell anzugreifen. 
Indem wir im Folgenden eine vollstindige Lésung dieses Problems 
geben, glauben wir eine bedeutende Liicke in der analytischen Geo- 
metrie, insbesondere in der Lehre vom Imaginiren in der Geometrie 
auszuftillen. Andererseits kénnen und sollen diese Theorien hier als 
Beispiel dafiir dienen, wie man iiberhaupt Invariantentheorien ge- 
gebener Gruppen entwickeln sollte. 

Ein zweites Beispiel liefert uns in dieser Hinsicht die Invarianten- 
theorie der bin’ren Formen, die wir alsdann in ihren Hauptziigen 
darstellen. 

Daran schliessen wir eine Reihe allgemeiner Bemerkungen tiber 
die Invariantentheorien von Gruppen iiberhaupt und tiber das volle 
Formensystem bei gegebener Gruppe. 
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Endlich werden wir die Gruppentheorie auf die Theorie der 
Differentialgleichungen anwenden, indem wir einige interessante Pro- 
bleme daraus herausgreifen, die sich auf Systeme von Differentialglei- 
chungen mit Fundamentallésungen und insbesondere auf die Riccati’sche 
Differentialgleichung beziehen. 

In allen diesen Anwendungen ist es unser Hauptzweck, zu zeigen, 
wie die Verwertung gruppentheoretischer Betrachtungen neue wertvolle 
Bahnen der Untersuchung erdffnet. 


Kapitel 22. 


Differentialinvarianten der Bewegungsgruppe, Vervollstandigung der 
bisherigen Kriimmungstheorie. 


In diesem Kapitel entwickeln wir eine Invariantentheorie fiir die 
Gruppe der Bewegungen in der Ebene wie im Raume. Wir zeigen 
nimlich, wie man in theoretisch einfachster Weise entscheidet, ob 
zwei Curven oder Fliichen durch Bewegung in einander tiberftihrbar, 
d. h. ob sie congruent sind oder, noch anders ausgedriickt, ob sie mit 
einander vermége der Gruppe der Bewegungen dquivalent sind. 

Dies Problem lasst sich nicht ohne weiteres damit erledigen, dass 
man sagt, zwei Gebilde seien congruent, wenn sie bei geeigneter Wahl 
der Cartesischen Coordinaten dieselben Gleichungen besitzen. Mit 
dieser Bemerkung nimlich ist das Problem nur erst gestellt, nicht ge- 
lost. Es handelt sich darum, von allen willkiirlichen Elementen freie 
und sowohl notwendige als auch hinreichende Congruenzkriterien zu 
entwickeln. Die Gruppe der Bewegungen in der Ebene wie im Raume 
kann bekanntlich definiert werden als die continuierliche Gruppe aller 
Punkttransformationen, die alle Figuren in congruente tiberfitihren. 
Deshalb ist die Theorie der Congruenz bei ebenen wie bei Raum- 
curven und bei Flichen nichts anderes als die Invariantentheorie der 
Gruppe der Bewegungen. Wir werden sehen, dass man, um voll- 
stiindige Convergenzkriterien aufzustellen, in der Ebene mit dem Be- 


griffe des Kriimmungsradius 7 und des Differentialquotienten a nach 
oS at 

der Bogenlinge s auskommt, bei den Curven im Raume tritt im all- 

gemeinen nur noch die Torsion t hinzu. Im allgemeinen wird sich 


als Aquivalenzkriterium ergeben, dass zwei Curven congruent sind, 


b dr F ‘ ‘ 4 , 
sobald sich a und t bei beiden in derselben Weise als Functionen 
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von r ausdriicken. Aber fiir gewisse Curven ergeben sich besondere 
Theorien. Wir werden sehen, wie man methodisch zu allen diesen 
Ausnahmen gefiihrt wird und wie man sie erledigen kann. Die ana- 
loge Theorie fiir die Flichen entwickeln wir in ihren Hauptziigen. 

In der Anschaulichkeit des Begriffes der Congruenz bei reellen 
Gebilden mag es liegen, dass man — obwohl mit Unreeht — das in 
Frage stehende Problem bisher, wie es scheint, nicht explicite zu for- 
mulieren fiir nétig befunden hat. Um so mehr aber muss’ betont 
werden, dass die anschaulichen Hiilfsmittel nicht ausnahmslos anwend- 
bar sind, nimlich nicht bei den imagindren Gebilden, bei denen bis 
jetzt sogar die notwendigen Grundbegriffe fiir die Hrledigung des Con- 
gruenzproblems fehlen. Hat man doch bisher noch nie die Frage auf- 
geworfen, wann zwei imaginire Curven oder zwei imaginire Flachen 
einander congruent sind. Aber auch fiir reelle Gebilde ist die Theorie 
bisher noch nirgends in véllig befriedigender Weise in Angriff ge- 
nommen und durchgefiihrt worden. Hbenso sicher, wie es ist, dass 
man bisher das Material zu einer solchen Theorie schon zum grossen 
Teil gewonnen hat, ebenso sicher ist es, dass die genaue Probiem- 
stellung sowie umsomehr die Theorie selbst noch fehlt. 

Die Untersuchungen iiber imagindre Gebilde lassen sich tbrigens 
— obgleich sie an sich wichtig genug sind — auch fiir reelle Gebilde 
nutzbringend verwerten, so namentlich fiir die Minimalflichen und die 
Richtungscurven und Richtungs- oder Doppelflichen. 

Practisch lehrreich ist dies Kapitel in Hinsicht auf die Gruppen- 
theorie deshalb, weil die hier zu benutzenden Betrachtungen auch 
sonst tiberall da zum Ziele fiihren, wo es sich darum handelt, fiir eine 
beliebige durch Differentialgleichungen definierte Gruppe die Aquiva- 
lenzkriterien zweier Gebilde aufzustellen. Wir kommen auf diese all- 
gemeinen Gesichtspunkte im nachsten Kapitel zuriick. 


§ 1. Invariantentheorie der Gruppe der Bewegungen in der Ebene, 


Wir haben den Begriff ,,Differentialinvariante“ schon im ersten Difforential- 
Abschnitte dieses Werkes eingefiihrt und namentlich bei Gruppen in 
zwei Verianderlichen genauer studiert — siehe 9. und 12. Kap. Da- 
mals dachten wir uns eine r-gliedrige Gruppe in %, y vorgelegt, er- 
weiterten sie durch Hinzunahme der Transformationen, welche die 


Differentialquotienten y’, y”... von y nach « bei der Gruppe erfahren, 


und fassten die Functionen von 2, y, y’, y’... ins Auge, die bei der 
erweiterten Gruppe invariant bleiben. Wir erkannten, dass unter diesen 
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Differentialinvarianten nur eine, J,—1, vorhanden ist, die von niederer 
als r** Ordnung ist, d. h. die nur z, y, y..y"—” enthalt, und dass 
eine Differentialinvariante J, von 7", eine J;4, von (7 + 1)** Ord- 
nung vorhanden ist, u. s. w., sodass die allgemeinste Differential- 
invariante (7 + s)’* Ordnung eine beliebige Function von J,—1, J, 
Jp41..dy4s ist. Auch sahen wir, dass man setzen dart: 


Poe 
ee aS, 
1 Ine = —_*.. 
() ~ ar ee 
ae 


An diese Ergebnisse erinnern wir, weil wir uns von jetzt ab mit 
der Invariantentheorie der Gruppe der Bewegungen in der Ebene ge- 
nauer beschiftigen wollen. 


PA Die Gruppe der Bewegungen in der Ebene lautet bekanntlich 
inv. der co) 

Gruppe der 

Boeweogegn. p qd Yp x qd : 


Ihre Differentialinvarianten haben wir schon in einer Note zu § 3 des 
4, Kap. kurz besprochen. Wir kommen jetzt ausftihrlicher darauf 
zuriick, 

Zu ihrer Auffindung haben wir die infinitesimalen Transforma- 
tionen der Gruppe um die Incremente der Differentialquotienten 
y, y'... von y nach w zu erweitern und die Lésungen der vollstan- 
digen Systeme zu bestimmen, die durch Nullsetzen der erweiterten 
infinitesimalen Transformationen hervorgehen. Nach den Vorbemer- 
kungen muss nun eine Differentialinvariante von héchstens zweiter 
und eine von dritter Ordnung vorhanden sein. Kennen wir diese 
beiden, so ergeben sich alle anderen nach (1) durch Differentiation. 
Wir erweitern daher bis zu den Incrementen von y”’. Es lassen p 
und q die Differentialquotienten y’, y, y’” ungeindert. Die gesuchten 
Differentialinvarianten sind daher frei von w und y. Ferner giebt 
yp — xq erweitert 


yp— 2g —(1 = y*)g — 3y'y"q — Gy = aya = 


Hierin bezeichnet q den Differentialquotienten ae .s. w. Ist f eine 


Differentialinvariante von héchstens dritter Ordnung, so muss sie 
diesen Ausdruck zu Null machen. Also ist sie ein von a, y freies 
Integral des simultanen Systems 

dy i2 dy’ 2 ; dy” 

Ly? yy" By ayy” 


Als ein Integral ergiebt sich sofort 
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” 


y 
a 3 
gai 


Wenn wir dann y”== Const. (1 + ye einsetzen, so ergiebt sich eine 
lineare Differentialgleichung fiir y’” und aus ihr als ein zweites 
* Integral: 

sy y” 
. . Cae 
Diese Differentialinvarianten sind gebildet worden unter der Voraus- 
setzung, dass y eine Function von z ist, geometrisch ausgedriickt, dass 


wir eine Curve ins Auge tassen. Nun sehen wir, dass die erste In- 


aw. si) 


variante bei einer vorgelegten Curve die Kriimmung >? den reciproken 


Wert des Kriimmungsradius r, vorstellt. Statt ihrer kénnen wir natiir- 
lich auch yr selbst als Invariante benutzen. Bedeutet ferner s die 
Bogenliinge der Curve, gemessen von irgend einer Stelle aus, so ist 


ds 


1 
aaa Cary si 
wihrend wegen 


andererseits : 

y* = = Byy¥1 + yy? —y" ty) 
ist. Deshalb ist die Differentialinvariante dritter Ordnung der Differen- 
tialquotient des Kriimmungsradius nach der Bogenldnge: i 


mit r*. Also ist - selbst Differentialinvariante dritter Ordnung. 


multipliciert 


Nach der vorausgeschickten Bemerkung ergeben sich nun aus r 
und = alle tibrigen Differentialinvarianten durch Differentiation. So 


eine von vierter Ordnung: 


oder 


2 
ds ds® 

‘ : ; : ey OT aXe : 
invariante vierter Ordnung benutzen. Hntsprechend ist 7; Differential- 


Da ” selbst Invariante ist, so k6énnen wir a’* als Differential- 


invariante fiinfter Ordnung u. s. w. 
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Allgemein also hat eine Differentialinvariante die Form *) 
ar? OF eed, 
Qlr, Gyn Ge ae): 


Eine ganz besondere Stellung nehmen gewisse Ausdriicke ein, die 
uns gestatten, aus bekannten Differentialinvarianten der Gruppe neue 
Differentialinvarianten abzuleiten. Angenommen némlich, es existiere 
eine Function 2(2, y, ¥..,9, p, gp .-) vou x, y, den Differential- 
quotienten von y nach #, sowie einer Function g und ihren Differen- 
tialquotienten g’, gp”... derartig, dass, wenn g irgend eine Differential- 
invariante der Gruppe ist, stets auch 8 eine solche ist. Dabei sollen 
y, vy’... die vollstandigen Differentialquotienten von gm nach # be- 
deuten. Wenn wir alsdann diese Function 8 kennten sowie eine 
Differentialinvariante, so lieferte uns & eine zweite Differential- 
invariante. Diese wiirde in 8 ftir m eingesetzt eine dritte ergeben u.s. w. 
So kénnte man unter Umstinden aus einer Differentialinvariante eine 
ganze Reihe solcher ableiten. Dass wirklich bei unserer Gruppe der- 
artige Ausdriicke § vorhanden sind, werden wir sehen, indem wir sie 

J Differential: aufstellen. Wir nennen sie Differentialparameter. 

Fiir ihre Auffindung ist eine allgemeine Formel von grosser Be- 
deutung, die wir factisch schon friiher abgeleitet haben, wenn auch 
nicht gerade in der zu benutzenden Form. Es sei nimlich g irgend 
eine Function von 2, y, y’, y’..., die wir als eine Function von 
allein auffassen kénnen, da wir uns ja y als Function von & vorstellen. 
Bezeichnen wir nun mit dem Zeichen 0 die Incremente bei einer in- 
finitesimalen Transformation der Gruppe, so ist wegen 

dg = y' dx 
auch 
dy —d0y-dx+ q-ddz 
oder, da d und 0 vertauschbare Zeichen sind: 
dog =d0q'-dx+ q'- doz, 


also 
Se eer He) BOO x 
(2) dg = OF _ g BE. 


ax dx 


Dies ist die Formel, die wir ableiten wollten. Sie zeigt, wie man das 
Increment des Differentialquotienten einer Function g aus dem Inere- 
ment von gm und dem von @ ableiten kann. Dabei sind die Differen- 
tiationen nach # stets totale. Indem wir z. B. in § 3 des 2. Kap., 


_ *) Auch die Bogenliinge s ist invariant, aber sie ist keine Differential- 
invariante. Man kénnte sie eine Integralinvariante nennen. In unserer Aquiva- 
lenztheorie brauchen wir nur Difterentialinvarianten, 
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S. 36, das Increment von y’ berechneten, haben wir in Wahrheit auch 
schon die Relation (2) abgeleitet. 

Wir suchen nun zundchst einen Differentialparameter, der keine 
hoheren als den ersten Differeutialquotienten von gm enthilt, also die 
Form hat: (a, y, y’.., p, g’). Da @ hierin irgend eine Invariante 
bedeuten soll, so ist in (2) das Increment dg =O zu setzen, sodass 
kommt: 

' 7 COx 
da 
Bei p ist da = dt, also dg’ =O. Ebenso ist dg’ =O bei gq. Bei 
yp — xq ist 0x = ydi, also 


dg =— gy dt. 
Nun ist allgemein 
__ @2 62 02 , 
CQ CQ , 
+ op + 0 


Es soll 6Q bei unserer Gruppe Null sein, sobald dg =O ist, und 
zwar fiir jede infinitesimale Transformation der Gruppe. Dies liefert 
die drei Relationen: v 


62 F 62 
Rae O, oy Tid 0, 
a2 GQ peas ta 0 Paae 
eee ef ag OL ay Pg 
Q ist also frei von w und y und Integral des simultanen Systems: 
is dy dy’ dy ay 
iy ey y 0 ¥@ 
1 dr a 
Als Integrale sind uns schon _, 2 , -+ bekannt. Ferner ist ein Inte- 
gral m selbst. Hin letztes Integral geht aus 
dy __ dg’ 


ier mh 
hervor in der Form 


, 


a+y) 
Der gesuchte Differentialparameter hat also die Form 


dr der 
alr, Ae nee F) Ag): 
Es ist aber von vornherein klar: Wenn g ein Differentialparameter 
ee 
weds’ ds? 2% 
tialparameter. Mithin werden wir uns ohne Beeintrichtigung der 


ist, so ist auch jede Function von 7 und g ein Differen- 


All- 
gemeinster 
Differential- 
parameter. 
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Allgemeinheit auf den Differentialparameter Jp selbst beschrinken 
kénnen. Ausftihrlich geschrieben hat er die Form: 


Op ” OD wy 
Bay ees 
a+y%)? 


Wir kénnen nun nach den Differentialparametern fragen, die auch 
gp’, p” u.s. w. enthalten. Zu dem Zweck haben wir auch die Incre- 
mente yon gy”, gp”... zu beriicksichtigen. Sie ergeben sich aus (2) 
sofort, wenn wir darin g durch g’, y’... ersetzen. Aber wir brauchen 
die Rechnung nicht durchzufiihren. Denn offenbar finden wir wie 
oben, dass die gesuchte Function 8 frei von 2, y und Integral 
eines simultanen Systems analog (3) ist. Dieses System besitzt die 
EE ace fond 
PR? ONS OSE 
Integral, das gm”, eines, das g’” u. s. w. enthalt. Diese aber kénnen 
wir sofort angeben. Denn alle diese Integrale sind ja auch fiir sich 
Differentialparameter. Hs geniigt also, dass wir einen speciellen 
Differentialparameter kennen, der g, g’, g’, einen speciellen, der 
9, 9, » , p” enthalt, u.s. w. Solche kennen wir in der That. Ist 
g eine Invariante, so ist auch, wie wir gefunden hatten, 


Integrale --, ferner pg, 4g. Endlich besitzt es noch ein 


(1 ++ y"*)? 
eine Invariante. Setzen wir diese ftir gm, so ergiebt sich analog, 
dass auch 
ve: 
ap = A(Mo) = = : 
LE eee 


eme Invariante ist. Daher ist 4° ein Differentialparameter, der 
auch g” enthilt. Entsprechend ist 4°9 = 4(4(4q)) ein Differential- 
parameter, der auch g” enthalt u. s. w. 

Mithin hat der allgemeimste Differentialparameter die Form 


dr ar 
Q(r, GRO) GIR) 22 02 —, 4g, A’gp, Pr poe 


d. h. der einzige wesentliche Differentialparameter ist Ag selbst. Jeder 
Differentialparameter ergiebt sich dadurch, dass wir eine beliebige 
Function aus ihm, aus seinen Wiederholungen und aus Differential- 
invarianten bilden. 
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Wir bemerken noch, dass sich 4g auch so schreiben lisst: 
_dy 
Ag= as? 
also der allgemeinste Differentialparameter so: 
ar" dr dp dy 
Ata age grt Pages Ga oo) 

Nehmen wir an, wir kennten nur die niederste Differential- 
invariante yr und den niedersten Differentialparameter 4g. Alsdann 
sind damit alle Differentialinvarianten gegeben. Denn wenn wir 4 


auf m =r anwenden, so geht die Differentialinvariante he 
2 dr ae 
Wenden wir 4g auf gy = an, so geht entsprechend hervor u. s. w. 


hervor. 


Hs sind ry und 4g Lésungen des vollstiindigen Systems 


ot Cie 
Cx Z, Cy , 
? Va 
of exile ro Op ip iGyp 
geratage Ot ad) agent PY G—1 oO 


Zur Auffindung aller Differentialivarianten hiitte es also geniict, nur 
eine einmalige Erweiterung vorzunehmen und das Increment von gp’ fiir 
Og = 0 hinzuzufiigen. Eine athnliche Bemerkung gilt tiberhaupt fiir 
Gruppen. Die grosse Bedeutung des Differentialparameters tritt hier 
klar hervor. 


Die Differentialinvarianten und Differentialparameter der betrach- Coxe 
teten Gruppe spielen eine wesentliche Rolle in der Theorie der ebenen Curven. 
Curven. Denn die Frage, wann gwe: Curven mit emander congruent 
sind, kommt darauf zuriick, wann sie durch eine Bewegung in ein- 
ander tiberfiihrbar sind. Da die obigen Differentialinvarianten eben 
bei den Bewegungen invariant sind, so ist klar, dass zwei Curven nur 
dann congruent sind, wenn in entsprechenden Punkten beider die 
Differentialinvarianten dieselben Werte haben. Da aber von vorn- 


herein die einander entsprechenden Punkte nicht bekannt sind, so 


: ct . x . an 
gehen wir so vor: Liings der einen Curve indert sich 7 sowie Fie 


. iin” © : 
Es ist also 7; eme Funetion von 7: 


(4) a = (fr). 


Ebenso lings der zweiten Curve. Sollen sie congruent sein, so muss 
also dieselbe Relation (4) fiir die zweite Curve bestehen. Dies ist 
aber auch hinreichend fiir die Congruenz, sobald wir voraussetzen, dass 


Lie, Continuierliche Gruppen. 43 
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die Curven nicht Bahncurven einer eingliedrigen Untergruppe der 
Gruppe der Bewegungen, also weder Kreise noch Geraden, sind. Denn 
sobald dies nicht der Fall ist, geht die eine Curve bei unserer Gruppe 
in genau oo® yerschiedene Curven tiber (vgl. Satz 7, § 1 des 12. Kap.). 
Fiir alle diese Curven muss die Relation (4) bestehen. Andererseits 
ist (4) eine Differentialgleichung dritter Ordnung in w, y und definiert 
daher gerade oo* verschiedene Curven. Die Relation (4) besteht daher 
sicher und nur fiir die Curven, die mit der gegebenen ersten con- 
gruent sind. 

Wenn dagegen die beiden betrachteten Curven Bahncurven sind, 
so gehen sie bei der Gruppe in nur oo? Lagen iiber und die obigen 
Schliisse sind hinfallig. Aber hier erledigt sich die Sache sofort: Die 
betreffenden Curven sind Kreise oder Geraden, deren Congruenz- 
kriterien trivial sind. Nur die Geraden, die nach den imaginaren 

youd. Kreispunkten gehen, die Minimalgeraden: 
y — i” = Const. 
sind hierbei besonders zu besprechen. Die Geraden jeder dieser beiden 
Scharen sind nur unter sich congruent, da die Gruppe der Bewegungen 
die Kreispunkte in Ruhe lasst, sodass also jede Minimalgerade zwei in- 
finitesimale Bewegungen gestattet. Hs ist also nicht exact, wenn man 
zuweilen sagt, dass zwei Geraden stets mit einander congruent sind. 
Der Ausnahmefall der Minimalgeraden tritt in unserer Invarianten- 
theorie insofern in Evidenz, als fiir ihn die Differentialinvarianten 


EAR Bedeutung verlieren, indem 1+ y?—0 wird. Doch 


verzichten wir hier darauf, zu zeigen, wie diese Ausnahmefille natur- 
gemass aus unserer Theorie heraus entwickelt werden kénnen und sich 
zugleich als die einzigen ergeben. Wir thun dies vielmehr in dem 
nichsten Problem, bei der Betrachtung der Curven im Raume, weil 
dort die Sachlage nicht von vornherein so einfach ist wie hier. 


§ 2. Differentialinvarianten der Raumcurven bei der Gruppe der 
Bewegungen. 


eg = Wir wenden uns also jetzt zur Gruppe aller Bewegungen im 

im Raume. Raume (wv, y, 2). Wir haben zwar diese Gruppe bisher nicht ein- 
gehender besprochen, doch ist sie leicht analog der Gruppe der Be- 
wegungen in der Ebene (§ 3 des 4. Kap.) abzuleiten. Man findet, 
dass sie aus allen Translationen und Rotationen besteht, also die 
Form hat: 


DY Vet) YDE 2G? = UT Nae a 
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Zwei Gebilde sind congruent, wenn sie vermége einer Transformation 
dieser Gruppe in einander tibergehen. 

Wir suchen zuniichst wieder Differentialinvarianten dieser Gruppe. 
Da wir Anwendungen auf die Curventheorie im Raume machen wollen, 
so haben wir uns vorzustellen, dass zwischen den Coordinaten a, y, 2 
zwei Relationen bestehen. Hs ist am tibersichtlichsten, 2, y, 2 als 
Functionen einer Hiilfsgrésse 2 aufzufassen, von der vorausgesetzt: 
wird, dass sie sich bei der Gruppe nicht dindert, und dementsprechend¥rweiterung 
Seay Whee o 
Giow ai? dae aie 
dies im Grunde genommen einfach darauf hinaus, dass wir die Incre- 
mente der Differentiale dz, dy, dz, d’x... im den Bereich der Be- 
trachtung ziehen. Durch Benutzung der Hiilfsverinderlichen 4 wird 
nur das Rechnen mit Differentialen vermieden. 

Bei der Berechnung der Incremente machen wir davon Ge- 
brauch, dass 


die Incremente von u. s. w. zu berechnen. Hs kommt 


ist. Demnach lauten die erweiterten infinitesimalen Transformationen, 
wenn die Differentiation nach 4 durch den Accent angedeutet wird 
1 Bee of 7 Pes Of 
und p’ fiir agi P fiir By? US W. steht *): 
Pp q a 
UT Oa OG al YD a ed ei 
OR tel AC ae tg ae LA Ma els a 
ur —— Zp + gr —~ ap = vr’ — Zp + pas 
Wir suchen nun Differentialinvarianten, d. h. Functionen f(x, y, 2 ,piterentiak 
x,y, 2, x,y", &...), die zunichst bei diesen erweiterten infinitesi- 
malen Transformationen invariant bleiben. Offenbar sind sie frei von 
xz, y, 2. Hs handelt sich dann noch um die Integration des voll- 
stindigen Systems: 
ed eg Pe 
(5) eg— yr+ wf’ — yor” + za i 0, 
grep tar — ap" +---=0. 
Beriicksichtigt man nur die ersten Differentialquotienten, so hat man 
ein zweigliedriges vollstindiges System vor sich mit der einen Losung 


gy? + y? 4. Z?. 


_ *) Wir wollen nicht unterlassen, darauf aufmerksam zu machen, dass die 
folgenden Betrachtungen sich ohne Miihe auf die Gruppe der Bewegungen in 
Riumen von héherer Dimensionenzahl verallgemeinern lassen. 


43 * 
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Nimmt man auch die zweiten Differentialquotienten hinzu, so erhalt 
man ein dreigliedriges vollstindiges System in sechs Veranderlichen. 
Es besitzt also drei Lésungen, darunter die obige. Zwei von jener 
unabhingige sind offenbar: 

“aa + yy + Z Le yi + y + gee. 
Uberhaupt sieht man: Der Ausdruck 
(6) a ge o(*) +- y y) fe LQ) gi’) 
ist eine Lésung des vollstindigen Systems (5). Nehmen wir alle 
Differentialquotienten bis zu den n*™ mit, so liegt ein dreigliedriges 


vollstiindiges System in 3n Veranderlichen vor. Es hat also 3n — 3 
yon einander unabhangige Lésungen. Solche aber sind folgende Aus- 


driicke x: 
Oi, 
@io, Wo2, 
Ora7e ase ev 2a3 
D) 14, Go4, Wey, 


ine tose 5 33 


O1n; OO2n 5 3n- 


Dass sie von einander unabhingig sind, sieht man sofort. 


Aber diese Differentialinvarianten kénnen wir nicht simtlich ver- 

werten. Denn wenn wir die Bedingungen fiir die Uberfiihrbarkeit von 

Curven in einander aufstellen wollen, so. haben wir zu bedenken, dass 

Von dex eine Curve sich nicht andert, wenn man die Hiilfsverainderliche 4 durch 
ca eee eme beliebige Function von 4 ersetzt. Wir diirfen daher nur solche 
Differential- Differentialinvarianten benutzen, die sich nicht andern, wenn A irgend 
mo Seine Transformation, also auch insbesondere irgend eine infinitesimale 


Transformation 

OA = a(Ajdot 
erfahrt. Es ware demnach unsere Aufgabe, aus den 2” — 3 Func- 
tionen (7) alle die Functionen zu bilden, die ungeiindert bleiben bei 
der infinitesimalen Transformation 


(8) du=0, dy=0, dg =0, JDA—a(A)dt, 


welchen Wert auch die Function a(A) haben mag. Wir werden aber 
spiter gar nicht alle Functionen jener ,, gebrauchen, die bei (8) in- 
variant sind, sondern kommen — wie sich zeigen wird — mit den 
sechs ersten w, allein aus, also mit 
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(9) @it, Dio, yx, Woo, Wy5, Wye. 


Fiir diese gestaltet sich die Rechnung so*): 

Ganz analog der Formel (2) haben wir zur Berechnung der In- 
eremente der Differentialquotienten hier, wo 4 die unabhiingige Ver- 
iinderliche ist, die Formel 


(10) A eee: » dda 


Setzen wir hierin nach einander gleich 2, 2’, 2’, so kommt, da 
0x = 0, 0A = a(A)dt ist: 


07 = —a dt, 
f 108 : ts , 
Oa” = 2" wt, 
ur doa” wr? 
ac = a —ax aot. 


Dabei bedeutet @ den Differentialquotienten von a nach 4. Diese 
recurrierenden Formeln lefern nach einander: 

oe =—27 a Ot, 

OF == —=—(4 e + 22 a \ot, 

On == —(a + Bax" a" + Ba" a’) dt. 
Analoge Formeln bestehen in y und z, und der Wert (6) von wx zeigt 
daher, dass die Functionen (9) durch (8) die Incremente erfahren: 


-0@,, = — 20 w,, 0, 


OW. = — (a @,, + 3a’ w9) dt, 
00, = — 2(0 4, + 2a Wg.) dt, 
ay 00,3 = — (a, + 300, 4+ 40’ 0,,)d, 
03 = — (Wy + 30%» + o' @45 + 5a’ ws) dE, 
0 @ 3 = — 2(0" @,3 + 3a, + 3a’ w55) dt. 


Die Function f jener sechs Gréssen @ soll nun die Relation 
QI or 
f= i) ik = O 
i 2) be, Cin, 


fiir alle Werte der Function « erfiillen. Sie zerfallt daher in die drei 


einzelnen Forderungen: 


*) Factisch suchen wir die Differentialinvarianten einer sogenannten wnend- 
lichen Gruppe, da «(A) alle méglichen Werte haben kann. Dennoch aber ist die 


obige Rechnung elementar. 
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a G) Cf of of 
Af Qo + 304» gt + 4a oe + 405 Le ae 5 og Dae aa 


‘ 0 
+ 60;; pt 0s 
0 é 
BFS oy gh + Bens gt + 30n Za + (Bd. +.) go 
0 
+ 60,3 2% = 0, 


Diese drei Gleichunger bilden ein vollstindiges System, denn es ist 
(AB)=— Bf, (AC)=—2Cf, (BC)=0. 


Dass sie linear sind, hatte man tibrigens aus gewissen allgemeinen 
Uberlegungen heraus vorhersagen kénnen. Weil sie linear sind, sind 
sie auch integrabel. Zur Integration beginnen wir mit der dritten 
Gleichung Cf =0. Sie besitzt die Lésungen: 
Se rae ase 
== = 2 
U = O19 @13 — G1 Wo5, UV == O13" — 001; 33. 

Wenn wir unter f eine Function von diesen fiinf Gréssen allein ver- 
stehen, so nimmt die zweite Gleichung Bf =O die Gestalt an: 


of of 
O15, + 2%250- +3 (49” — 01») Ce, om Bw 
O19 Oo 
Sie besitzt die Lésungen: 
ee 2 
11, W = @ 19" — 41 Wo9, 
g9=v—vw, b= 3wo, — Um,,. 


Sobald f eine Function von diesen vier Gréssen allein ist, nimmt die 
Gleichung Af =O die Form an: 


0 0 0 0 
20 ae + bw st + 14g ch + oy fF. 


Thre Lésungen sind die gesuchten Functionen. Als soleche kénnen wir 
folgende wihlen: Zunichst 

Ww 

ou? 
Diese Grésse ist nichts anderes als der reciproke Wert des Quadrates 


des Kriimmungsradius r der betrachteten Raumeurve, d.h. die Kriimmung: - 


Ferner ist eine Lésung: 


Differentialinvarianten der Raumcurven bei der Gruppe der Bewegungen. 679 
yw? 
w> 
Sie stellt nichts anderes dar als das Quadrat des Differentialquotienten 
aus dem Kriimmungsradius r und der Bogenliinge s: 


: ‘ ads we 
Endlich ist auch: 
a 
@,, Ww" 


eine Lésung. Es ist dies das Quadrat der Torsion t der Raumcurve: 


-V 


Dass diese Gréssen in der That die angegebene geometrische Be- 
deutung haben, erkennt man, wenn man sie ausrechnet, indem man 
etwa fiir den Augenblick 4 mit der Bogenlinge identificiert. Wir sind 
hier naturgemiss gerade auf diese fiir die Curventheorie so wichtigen 
Ausdriicke geftihrt worden, und zwar haben wir ihre Werte aus- 
gedriickt durch die Differentialquotienten der Coordinaten nach einer 
beliebigen Hiilfsvariabeln 4, wiihrend man sonst wenigstens die Torsion 
nur wit Benutzung der Bogenlinge als unabhingiger Veranderlicher 
zu berechnen pflest. 


a 
0,,W 


Aus dem Bisherigen ergiebt sich, dass jede Differentialinvariante 
von héchstens dritter Ordnung einer Raumcurve gegeniiber der Gruppe 


der Bewegungen der Ebene eine Function von 1, = und 7 ist. Da 


z. B. auch der Radius der Schmiegungskugel eine Differentialinvariante 
ist, denn er dndert sich nicht bei emer Bewegung, und zwar eine 
Differentialinvariante dritter Ordnung, weil die Schmiegungskugel durch 
vier consecutive Punkte der Curve bestimmt ist, so folgt hieraus, dass 


der Radius der Schmiegungskugel eine Function von 7, - und + allein 


ist. In der That kennt man eine solche Beziehung. Wir kénnen nun 

aber sehen, dass wir im wesentlichen auch alle héheren Differential- 

invarianten der Curve gefunden haben. Dies erkennen wir so: 
Zuniichst kénnen wir abzahlen, wie viele Differentialinvarianten Anzahl der 

es tiberhaupt giebt. Wir hiatten Soene die Differentialinvarianten in imvarianten. 

allerdings weniger symmetrischer Weise auch dadurch bilden kénnen, 

dass wir y und ¢ als Functionen von a betrachteten und die Incre- 

mente der Differentialquotienten von y und # nach # mit hinzu- 

nahmen, denn unsere Differentialinvarianten sind die, welche von der 
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Wahl der unabhingigen Veranderlichen 4 unabbingig sind, d. h. welche 
nur die Differentialquotienten der Coordinaten untereinander enthalten. 
Gehen wir dabei bis. zu den * Differentialquotienten, so erhalten wir 
aus den 6 infinitesimalen Transformationen der Gruppe ein 6-gliedriges 
volistiindiges System in 3-+ 2m Verinderlichen. Es besitzt 3-+ 2n—6, 
also 2m — 3 von einander unabhangige Lésungen. 

Wir erkennen somit, wenn wir nun zu unserer Fassung der Auf- 
gabe zurtickkehren: Es giebt gerade 2m — 3 von einander unabhingige 
Differentialinvarianten in 2, y, 2; v7, y', 75 .... a, y™, 2, die von 
der Wahl des Parameters unabhingig sind. Fiir n =3 haben wir 


drei, namlich die oben gefundenen 7, qe & Bei Hinzunahme der 


héheren Differentialquotienten treten mit jedem Schritt zwe: Invarian- 
ten hinzu. Wir kénnen nun leicht ein Mittel zu ihrer Berechnung 


finden. 


Differential- Wir suchen zu dem Zweck Differentialparameter. Wir fragen also 


parameter. 


nach einer Function 8 der Veriinderlichen, des Differentialquotienten 

I we . . * . 
und von 9, 9, gm .... derart, dass, wenn  irgend eine Differential- 
invariante bezeichnet, auch $2 eine solche ist. Hs ist, wie wir oben 
sahen, 


, _ _ao@ ,don 
(10) 00 ae Pore 


Bei einer infinitesimalen Transformation der Gruppe der Bewegungen 
ist 0A = 0. Ferner soll p eine Invariante, also dg = 0 sein. Daher 
kommt auch dg’—0O. Ferner ist stets: 


(12) dg” pd oo wank 


dhi. © ee 

und hieraus folgt, dass auch dg” = 0 ist, u.s.w. Mithin ergiebt sich 
zunichst, da die Function 2 bei den infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe, wenn diese durch Hinzunahme der Transformationen der 
Differentialquotienten und von g, g’, q’... erweitert werden, invariant 
bleiben muss, dass 2 eine beliebige Function der ,, und von g, g’, g”... 
ist. Aber § soll ferner von der Wahl des Parameters 4 unabhingig 
sein, Um die hieraus folgenden Bedingungen abzuleitenh, setzen wir 
wie oben unter (8): 


da=dy=dz=—0, JA=—a(A)lde, 


sodass wieder die Relationen (11) fiir die da, bestehen. Ferner folgt 
dann aus (10), da dg =O sein soll, dass 
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dg =—=— ag dt, 
dg” = — (a y+ 2a "dt, 


Og” = gets (0c + 30g” + B} ag”) dt 


ist. Nullsetzen des Incrementes von 8 giebt also: 


pe Ke) 00, G2) ow Olas ia ale" 
Diag Ft ay OO — Bg OY F ely”) — 
(13) Ss 
CQ wero Ch) eer root 
— ar (0"g' + Bag” + Bag”) —--=0. 


Cg 
Wir haben hieraus 2 zu bestimmen. Zunichst wollen wir annehmen, 
der gesuchte Differentialparameter enthalte von x, y, 2 und @ keine 
hdheren als die ersten Differentialquotienten. Dann haben wir nach 
(11) folgende Gleichung zu betrachten: 


rd 7,02 os 
Og’ 


0. 


2 «04; = +a 
« lasst sich streichen, und wir finden, dass 8 eine Function von 
a 
Vou 
allein ist. Bei unserer Raumcurve ist nun, wenn s die Bogenlinge 
bedeutet : 


Ape 


d Sa Ea RE mae 
GH VEY Fe = Voy, 


sodass wir 
49 
74) ——— ds 
schreiben kénnen. Dieser Differentialparameter lehrt also: Sobald 


: : F : d ; : 
eine Invariante ist, ist auch = eme Invariante. 


Wir sehen: Ist gm eine Invariante n'*™ Ordnung, so ist offenbar 


d : ess : é 
ia eine von » + 1** Ordnung. Nun kennen wir die Invariante zweiter 


‘Ordnung r sowie die beiden Invarianten dritter Ordnung o und t. 


Es sind also 


ar dt 

Sand & 
Invarianten vierter Ordnung, ebenso 

ar dr 

ds*’ ds? 


Invarianten fiinfter Ordnung u. s.w. Offenbar sind sie auch samtlich 
yon einander unabhingig. Nach unserer obigen Abzadhlung kennen 
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Al- wir also auch alle Differentialinvarianten. Die allgemeinste von der 


gemeinste 


Differential Wop] des Parameters unabhdngige Differentialinvariante ist mithin eine 


invariante. 
beliebige Function von 
dr. Or. «On 


Wie 5 aay et ee 
EROS 7a OS aero 2 
dt dt 
uo ds’ ds? 


Wir hitten sie auch durch Integration der Gleichungen finden kénnen, 
die aus den obigen Af = 0, Bf = 0, Cf = 0 hervorgehen, wenn die 
Incremente der hodheren w, mit berticksichtigt werden. Die Glei- 
chungen werden aber alsdann sehr compliciert. Man sieht also, wie 
ausserordentlich sich die Benutzung des Differentialparameters Jo 
bewahrt. 


ae Wir kénnen nun auch den allgemeinsten Differentialparameter auf- 


gemoeinster 
Differential- stellen. Offenbar naimlich ist auch 


parameter, a 
2 = = ub 
ay = 449= 73 


ein Differentialparameter, denn, wenn g eine Invariante ist, so ist J 
auch eine, daher auch J’?g. Entsprechend ist 2°99 = 444@ eine 
Invariante u.s.w. Nun kénnen wir die obige Gleichung (13) allge- 
mein integrieren. Sie wird erfiillt durch die gefundenen Differential- 
invarianten sowie durch die Differentialparameter 


Ag, 29, Ay---. 


Die Gleichung (13) zerfallt, da sie fiir alle Functionen «(4) bestehen 
soll, in eine ganze Reihe von Gleichungen, die offenbar samtlich von 
einander unabhingig sind. Gehen wir bis zu der zu a” gehbrigen 
und suchen wir solche 8, die keine héheren als die n*™ Differential- 
quotienten von x, y, 2, y enthalten, so liegen gerade m von einander 
unabhingige Gleichungen vor, die ein »-gliedriges vollstandiges System 
bilden *) in den Verinderlichen 


@1, @jg Wo,, 


15 oe, 53, 


in Oe2n, O3n , 


p 9p... 9, 

*) Wiirden sie kein solches bilden, so wiirden sie noch weniger gemeinsame 
Lésungen besitzen. Da aber gerade die fiir ein vollstandiges System hinreichende 
Anzahl von Lésungen vorhanden ist, wie sich zeigt, so kann man daraus schliessen, 
dass wir es in der That mit einem vollstiindigen System zu thun haben. Eine ana- 
loge Bemerkung gilt an anderen Stellen des Textes. 
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d.h. in 38n—3+n-+ 1—4n—2 Veriinderlichen. Es besitzt also 
4n — 2 — n= 3n — 2 von einander unabhiingige Lisungen. Solche 
sind aber die 2n — 3 Invarianten sowie g und die » Differential- 
parameter Jy, 4°p.. Aq. Dies sind gerade 3n — 2. Wihlen wir 
m beliebig hoch, so ergiebt sich folglich: Der allgemeinste Differential- 
parameter ist eine beliebige Function von 


dr ar ay 

PL ORES 2. Wasts dss? 
dt d’t 

_ wie ase y 


9p, 49, 4p, A’g---. 


Man sieht hieraus, dass unsere Gruppe nur einen wesentlichen Wesent- 


licher 


Differentialparameter Ag besitzt. Denn wenn 4p ein Differential-Ditorentiar 
parameter ist, so ist von vornherein klar, dass jede Function von den 
Differentialinvarianten, von g, 49, J’o. 
parameter ist. 

Die Ergebnisse haben eine grosse Bedeutung fiir die Theorie der 
Raumcurven. Wir werden sehen, dass fiir das Problem der Uberfiihr- 
barkeit von Raumcurven in einander vermége einer Bewegung, d. h. fiir 


das Problem der Congruenz yon Raumeurven nur die drei Differential- 


.., auch ein Differential- 


invarianten 7, : und t in betracht kommen (sobald sie nicht ihren 


Sinn verlieren), da alle anderen Differentialinvarianten Functionen von 
diesen und ihren Differentialquotienten nach s sind. 


Wir wollen nun die Aquivalenztheorie fiir Rawmeurven zuniichst 
weniger methodisch angreifen, indem wir uns auf solche Curven  be- 
schriinken, bei denen die von uns betrachteten Differentialinvarianten einen 
Sinn haben. Dass es Curven giebt, bei denen dies nicht der Fall ist, 
und wie man alle diese Curven finden sowie ihre Aquivalenztheorie 
entwickeln kann, zeigen wir erst im nichsten Paragraphen. Unsere 
jetzigen Betrachtungen sollen nur vorliufig orientieren. ; 

Wir schicken dabei einen Satz voraus, von dem wir einen Special- 
fall schon als Satz 7 in § 1 des 12. Kap. gegeben haben: 

Satz 1: ,Gestattet ein Gebilde q von eimander unabhingige imfinite- Austihrung 


simale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, so nimmt es ber Aus- incr 
fiikrung aller Transformationen der Gruppe genau co’—* verschiedene au ote 
Lagen an, und wumgekehrt. 

Ein Gebilde 7 nehme nimlich bei der r-gliedrigen Gruppe gerade 
oo”’—% yerschiedene Lagen F” an. Alle F” bilden alsdann eine in- 


variante Mannigfaltigkeit. Jedes E” wird bei den co” Transformationen 
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der Gruppe in nur oo” Lagen tibergeftihrt, daher bei je oo? Trans- 
formationen 7,, 7,, T, der Gruppe in dieselbe Lage F'”. Alle oo! 
Transformationen 7’, 7-1, T,T—1... fiihren F” in sich tiber. Offenbar 
thun dies keine anderen, da sonst I” weniger als co’—% Lagen insge- 
samt erhielte. Jene co? Transformationen der Gruppe, die F’ in Ruhe 
lassen, bilden natiirlich eine Untergruppe mit paarweis inversen Trans- 
formationen, die von g infinitesimalen Transformationen erzeugt wird. 
Mithin gestattet jedes ’’, insbesondere auch F, genau gq von einander 
unabhingige infinitesimale Transformationen der Gruppe. 

Wir werden den Satz, den wir in speciellerer Form schon 6fters 
verwertet haben, fiir die Raumcurven benutzen. — 


Sollen zwei Raumcurven einander congruent sein, so werden 
jedenfalls die Differentialinvarianten in entsprechenden Punkten beider 
Curven gleiche Werte haben miissen. Dazu ist notwendig, dass ins- 


dr ; é : : 
besondere 7, qq? ™ mm einem Punkte der einen Curve dieselben Werte 


wie in dem entsprechenden Punkte der anderen haben. Nun ist von 
vornherein nicht bekannt, wie sich die Punkte beider Curven ent- 


sprechen. Wir kénnen daher nur soviel sagen: Liings der einen Curve 

dr : 1 = : 
werden qe und ¢ mit 7 variieren, ebenso lings der anderen, wenn wir 
zunichst von dem Fall, dass 7 constant ist, ausdriicklich absehen. 


2 . dr : i 
Langs der einen Curve werden also qg Und + gewisse Functionen von 


ry sein: 
Relationen 


ar 
Differential Gp tO Om): 
invarianten. 


Soll die zweite Curve mit der ersten congruent sein, so miissen natiir- 
lich bei ihr genau dieselben Relationen bestehen. 
Nun aber kénnen wir zeigen, dass umgekehrt eine Curve, lings 


deren 7 nicht constant ist, dann und nur dann mit der ersten Curve 
: ef adr .. : 

congruent ist, wenn bei ihr | dieselbe Function f(r) von r und + 

dieselbe Function (7) von r ist wie bei der gegebenen*). Denn 

einerseits werden die beiden obigen Gleichungen sicher von allen 


Curven erfiillt, die mit der gegebenen congruent sind. * Andererseits 


*) Hoppe hat schéne Untersuchungen tiber die Curven angestellt, die durch 
zwei Gleichungen von der Form 


d 
Bat, t= 90) 


definiert werden. Vegl. Crelle’s Journal Bd. 60, 
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aber auch nicht von anderen Curven ausser diesen; und das sieht man 
durch eme Abziihlung ein: Jene beiden Gleichungen stellen nimlich 


zwei Differentialgleichungen dritter Ordnung zur Bestimmung von y 
und g als Functionen von a dar und driicken also ea und oe und 
ebenso die héheren Ditferentialquotienten durch die niederen Differen- 
tialquotienten aus. Wenn man also die 6 Werte von y, ¢, ay 2s iat 


d* 3 ‘ : 
und da: {ir einen bestimmten Wert 2 von x giebt, so sind auch die 


2 


hoheren Ditterentialquotienten fiir 2 = a, gegeben und y und z werden 
somit bestimmte Potenzreihen nach ~—a,. Es sind also die Functionen 
y und 2 von x nur und gerade von 6 Constanten abhingig, d. h. es 
giebt co® verschiedene Curven, die unseren beiden Forderungen ge- 
niigen. Hs geht aber die erste betrachtete Curve nach Satz 1 bei 
allen Transformationen der 6-gliedrigen Gruppe der Bewegungen in 
gerade oo® verschiedene Lagen iiber, denn sonst miisste sie mindestens 
eine infinitesimale Transformation der Gruppe gestatten, also langs ihr 
jede Ditferentialinvariante einen constanten Wert haben und demnach 
insbesondere gegen die Voraussetzung r constant sein. Die co® Inte- 
graleurven jener beiden Differentialgleichungen sind demnach gerade 
die co® mit der gegebenen Curve congruenten Curven. 


Betrachten wir jetzt zweitens eine Curve, lings deren r constant Brealey 
ons 
ist. Sie kann nur mit solchen Curven congruent sein, lings deren r 


ebenfalls constant und zwar von derselben Grosse ist. Es ist dann 


: é mene : dr adr 
lings der Curven die Differentialinvariante 7 — 0, ebenso 7, u. s. w., 


; ee Ree : a*t 
sodass nur noch die Differentialinvarianten tT, u. s. w. als 


T 

ds’ ds? 
veranderlich langs der Curven iibrig bleiben. Ist, wie wir zuniachst 
ausdriicklich voraussetzen wollen, t nicht lings der Curven constant, 
so verfahren wir so: Sind zwei Curven oa congruent, bei denen 


y constant ist, so andern sich t und $ |. lings der Curven, es wird 


dt 
also ds bei beiden eine Function von tr sein, und zwar bei beiden die- 


selbe Function von tT: 

= =f(t). 
Wenn umgekehrt bei zwei Curven 7 denselben constanten Wert a hat 
und bei beiden zwischen oe und der nicht constanten Torsion 1 dieselbe 


ds 
vorstehende Relation gilt, so sind beide Curven congruent. Um dies 


Specialfall 
r = Const., 
t = Const. 
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einzusehen, bemerken wir: Unsere Relation ist eine gewdhnliche 
Differentialgleichung vierter Ordnung, die Gleichung ra eine von 
dritter Ordnung. Sie besitzen gerade oo® gemeinsame Integralcurven, 


dy dz dy 
durch aa? An Wat 


73 
denn r = a bestimmt und die Gleichung fiir 


at jiebt {2 als Function von “% und den niederen Differentialquo- 

ds © dxc* ae 

tienten von y und zg nach z. Wenn man also fiir c=, den 6 Gréssen 
dy dz d’y dy 

Y> ®) Ga? da? da® da? 

auch alle tibrigen Differentialquotienten bestimmte Werte, sodass y 

und zg bestimmte Potenzreihen nach w—«, werden, die von 6 will- 


kiirlichen Constanten abhingen. Es giebt also genau co® verschiedene 


bestimmte Werte beilegt, so haben fiir x = x, 


: GE cc 3 ; 
Raumeurven, bei denen y= a und > die gegebene Function f(@) ist. 


Andererseits, da kee der Curven eine infinitesimale Bewegung ge- 
stattet, weil sonst auch t constant ware, so wird eine solche Curve 
nach Satz 1 bei der Gruppe der Bewegungen in gerade oo® Curven” 
tibergefiihrt, die simtlich die Relationen erfiillen, weil sie eimander 
congruent sind, Mithin geben unsere beiden Bedingungen in der That 


6 


gerade und nur oo® einander congruente Curven. 


Drittens ist der Fall zu betrachten, dass + und +t constant sind, 
sodass alle iibrigen Differentialinvarianten = sre es --+ Null werden. 


Sollen zwei Curven, bei denen 7 und t constant sind, eimander con- 
gruent sein, so muss 7 ebenso wie t bei beiden tibereinstimmende 


. Werte haben. Dies reicht aber auch zur Congruenz aus. In diesem 


Falle namlich sind beide Curven Schraubenlinien auf congruenten 
Rotationscylindern mit gleicher Steigune. 

Wir heben schliesslich noch einmal ausdriicklich hervor, dass 
diese vorliufigen Betrachtungen nicht erschépfend sind, denn es kann 
z. B. bei einer Curve sehr wohl vorkommen, dass die Differential- 
invarianten ihren Sinn verlieren. Sie sind ja in Bruchform dargestellt, 
sodass der Fall des Verschwindens der Nenner besonders zu unter- 
suchen wire. 

Wie wir nun vorzugehen haben, um sicher zu sein, auch alle 
Méglichkeiten zu umfassen, wollen wir im nichsten Paragraphen zeigen. 


_§ 3. Congruenzkriterien der Raumcurven. 


Wir beginnen die Betrachtung der Raumcurven von Neuem und 
von einem anderen Punkte aus: 
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Zunichst fassen wir irgend eine Curve ins Auge, die keine infini- 
tesimale Bewegung gestattet. Sie nimmt dann nach Satz 1 des vorigen 
Paragraphen bei allen Transformationen der Gruppe gerade co® ver- 
schiedene Lagen an. Hs existieren also in diesem Falle gerade oo! 
Curven, die der betrachteten congruent sind. * 

Sie werden durch Differentialgleichungen definiert, welche die 
héheren Differentialquotienten von y und z nach w durch die niederen 
ausdriicken, Wir fragen nun, durch wie viele Differentialgleichungen 
sie definiert werden und von welcher Ordnung diese Differential- 
gleichungen sind. Oftenbar reicht eine Differentialgleichung nicht aus, 
da es sich um die Bestimmung zweier Functionen y und g yon « 
handelt. Es sind also mindestens zwei Differentialgleichungen er- 
forderlich, von denen eine nicht eine Folge der anderen sein darf. 
Nehmen wir an, die niedrigsten von einander unabhingigen unter 
diesen Differentialgleichungen, welche co® Curven definieren, seien von 
mr und n‘* Ordnung, und es sel m<m. Die aus diesen beiden 
Differentialgleichungen durch Differentiation nach x hervorgehenden 
werden von der n*™ Ordnung an alle Differentialquotienten von y und 
2 nach a durch die niederen bestimmen, wahrend die erste mit 
den aus ihr durch Differentiation gebildeten etwa noch den m*, 
(m + 1) --- (n — 1) Differentialquotienten von z nach «& liefert, 
sodass also zunachst die (7 + m) Gréssen 


durch keinerlei Relation gebunden sind. Kame nun aber noch eine 
dritte Differentialgleichung von mn‘ oder hoéherer Ordnung hinzu, so 
wiirde sie Relationen zwischen den n*"' und héheren Differentialquo- 
tienten herstellen. Fiihrten diese nicht zu Relationen zwischen nie- 
deren, so wire die dritte Differentialgleichung tiberfltissig; ftihrte sie 
aber zu Relationen zwischen den oben angegebenen (nm + m) Gréssen, 
so existierte gegen die Voraussetzung eine Differentialgleichung ausser 
der von m*** Ordnung, die von niederer als n‘** Ordnung ware. 


Also wird unsere Curvenschar durch jene zwei Differential- 
gleichungen allein definiert und es kénnen die Werte jener obigen 
(n + m) Grossen fiir 2 = % beliebig gewahlt werden. Dadurch sind 
aber alle iibrigen Differentialquotienten mitgegeben, sodass y und 2 
als Potenzreihen nach x— a, mit n+ m willkiirlichen Constanten 
erscheinen. Weil es sich nun um gerade oo® Curven handelt, so muss 


demnach 


Curve, die 
keine inf. 
Bewegung 
gestattet, 
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sein. Da m <n ist, so sind folglich vier Méglichkeiten vorhanden: 4 

a) Die oo’ Curven sind durch eine Differentialgleichung nullter 
Ordnung, d. h. eine Gleichung zwischen 2, y, 2 allein, die ee Flache 
darstellt, und durch eine Differentialgleichung 6%" Ordnung definiert. 

b) Bie sind durch eine Differentialgleichung 1* und eine 5** Ord- 
nung, 

°) durch eine 2%" und eine 4** Ordnung, 

d) durch zwei Differentialgleichungen dritter Ordnung definiert. 

Diesen vier Fallen entsprechen wesentlich verschiedene Arten von 
Curven, die wir nun nach einander zu untersuchen haben. Hs ist 
dabei zu bemerken, dass die Differentialgleichungenpaare, da sie jedes- 
mal eine invariante Schar von oo® Curven darstellen sollen, bei den 
Transformationen invariant sein miissen, die aus denen der Gruppe 
durch Erweiterung um die Transformationen der Differentialquotienten 
hervorgehen. Um also diese Systeme von Differentialgleichungen auf- 
zustellen, haben wir die bei den erweiterten infinitesimalen Transfor- 
mationen der Gruppe invarianten Gleichungenpaare aufzusuchen. 


Vier Fille. 


s ; ; : ‘ : : dy dz 
Tnvariante Deuten wir x, y, 2 sowie die Differentialquotienten “2, “... 
Paare von hee? leo 2 


uleichungen SOWeit Wir. sie brauchen, als Coordinaten der Punkte eines Raumes 
von geeigneter Diensiensaeanl so stellen die gesuchten Systeme von 
Differentialgleichungen jedesmal eine invariante Mannigfaltigkeit in 
diesem Raume gegeniiber der erweiterten Gruppe dar. Wir haben 
aber in Kap. 16 eine allgemeine Theorie zur Bestimmung’ aller dieser 
invarianten Mannigfaltigkeiten entwickelt. Danach ergeben sie sich 
durch Aufstellen von Relationen zwischen den Invarianten und durch 
Nullsetzen aller Determinanten gleicher Reihenzahl der Matrix der er- 
weiterten Gruppe. Diese Gleichungen wollen wir, soweit wir sie nach- 
her gebrauchen, nunmehr entwickeln. 

Wir wollen allgemein setzen 


ay x ang 
da °"? gun me 
Dann ist 
dYn—1 — Ynda = 
also 
5 ES xi dbx 
Yn = dx Yn “ax 
und analog 
ree adz,_ 4 doa 
1 ea da an ax 
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Hiernach berechnen sich die Incremente der Differentialquotienten bei 
den infinitesimalen Transformationen der Gruppe der Bewegungen ohne 
Miihe. Die einmal erweiterte Gruppe lautet: 
Pp qg r 

yp — tg— 1+ W)G — Han 

2G t+ nod @ ieee: 5 

ne — 2p ~- WG + CL + 4"), 
wenn q, fiir sf und 7, fiir ae gesetzt wird. Diese einmal erweiterte 

Si et 


Gruppe besitzt, wie wir ja auch schon wissen, keine Invariante, weil 
die fiinfreihigen Determinanten der Matrix: 


1 0 0 0 0 

oe aan 0 0 0 

0 0 1 0 0 
Mee tee LE Yee 

| oO cee a, — 
— Zz 0 x Yi 21 1+ 2? 


nicht identisch Null sind. Daher finden wir invariante Gleichungen 
zwischen 2, Y, 2, ¥,, 2 nur durch Nullsetzen aller Determinanten 
gleicher Reihenzahl. Setzen wir alle fiinfreihigen gleich Null. Hine 
liefert gleich Null gesetzt *): 
1+ y,? + 4? =0, 

und man sieht, dass dann alle fiinf anderen auch verschwinden, weil 
sie den Ausdruck 1 + y,? + 2,7 zum Factor haben. Die vierreihigen 
Determinanten sind alsdann nicht samtlich auch Null. Man erkennt, 
dass tiberhaupt nicht alle vierreihigen Determinanten gleichzeitig Null 
sein konnen. 

Erweitern wir die Gruppe zweimal, indem wir auch die Incre- 


mente von y, und 4% hinzunehmen, so erhalten wir eine Gruppe mit 
der Matrix: 


ae 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 ) 
0 0 1 0 ) 0 0 
y —@ se tn eet CP — BY. 2H, %,— 21 Yo 
ih 5 ee nas és =) 
ae 0 x YW L424 24,4. + 1% 32, 2, 


*) Genau genommen wiirde noch zu untersuchen sein, ob nicht die Schar 
a = Const., die durch die Wahl von w& als unabhingiger Veranderlicher hier ver- 
loren geht, invariant ist. Man sieht sofort, dass sie es nicht ist. 


Lie, Continnierliche Gruppen. 44 
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Diese 6-gliedrige Gruppe in 7 Verinderlichen besitzt, da nicht alle 
6-reihigen Determinanten der Matrix identisch verschwinden, gerade 
7 — 6 = 1 Invariante, nimlich, wie wir schon wissen, den Kriimmungs- 
radius 7. v = Const. stellt also eine invariante Differentialgleichung 
zweiter Ordnung dar. Alle 6-reihigen Determinanten der Matrix ver- 
schwinden, wie man leicht berechnet, nur dann, wenn entweder 


Ly? + 247?=0 und 4,4 + 2% —9 


oder aber wenn 
Yo == & = 0 


oder endlich wenn gleichzeitig 
De a ee ee ee 
ist. 


Ferner ist noch zu bemerken: EHrweitern wir bis y3, 2,, SO er- 
halten wir eine 6-gliedrige Gruppe in 9 Veranderlichen mit 9—6=3 


Invarianten, naimlich 7, S und t. Nullsetzen aller 6-reihigen Deter- 


minanten der Matrix liefert, wie der Leser selbst berechnen mége, 
ausser anderen Relationen stets y, == 2 = 0. 

Erweitern wir allgemei bis zu y,, 2,, so erhalten wir eine 
6-gledrige Gruppe in 2” + 3 Veranderlichen mit 2” — 3 Invarianten 


- dr @r il 
. as? ids" dst—2’ 
dt os 
Ts Fe owe 8 Saat 

$5 ds 


Die 6-reihigen Determinanten der sich hier ergebenden Matrix ver- 
schwinden nur dann samtlich, wenn — unter anderen — die Rela- 
tionen Y, = 2, = 0 bestehen, da dies schon im Fall n =83 gilt. 

Vorstehende Ergebnisse geniigen zur Durechfiihrung unserer Theo- 
rien. Wir bemerken nur noch, dass wir eine Curve, fiir die 


1 + y,’ + 24? = 0, 
d. h. das Bogenelement 


Vda? + dy? + d2=0 
ist, oder, was dasselbe ist, deren Tangenten den imaginaren Kugel- 
Minimal- kyeis schneiden, eine Minimalcewrve nennen. Uberall da, wo sie im 
Folgenden auftritt, halten wir uns nicht weiter mit ihr auf, da wir 
die Minimalcurven nachher fiir sich eingehend zu betrachten gedenken. 


Erledigung Wir suchen zunichst ein invariantes Paar von Differential- 


der vier 


valle. gleichungen ftir den obigen Fall a). Daselbst ist die eme Gleichung 
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die einer bei der Gruppe invarianten Fliiche. Da eine solche nicht 
existiert ausser der unendlich fernen Ebene, die wir, wie alle unend- 
lich fernen Curven, hier ausser betracht lassen, so ist Fall a) un- 
moglich. 

Im Fall b) handelt es sich um eine Differentialgleichung erster 
und eine fiinfter Ordnung. Als solche erster Ordnung ergiebt sich 
nach Obigem nur diese: 


1+y+ 4? =9. 


Die fraglichen Curven sind demnach Minimaleurven. 

Im Fall ¢) fragt es sich, welches invariante System von Differen- 
tialgleichungen, deren eine von zwetter, deren andere von vierter Ord- 
nung ist, existiert. Erstere Gleichung geht entweder durch Constans- 
Setzen der einzigen Invariante zweiter Ordnung 


ry = Const. 


hervor oder ist durch Nullsetzen der Determinanten zu bilden. Dies 
liefert aber, wie bemerkt wurde, auf einmal gwei Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung y, = 2 —=O,.was nicht sein soll, oder aber eine 
erster und eine zweiter 


Lt yy +47=0, 4142+ 1% =9, 
was ebenfalls ausgeschlossen ist. Es bleibt also nur die Annahme 
yr = Const. 


Die hinzutretende Differentialgleichung vierter Ordnung macht sicher 
nicht alle 6-reihigen Determinanten der Matrix gleich Null, da Null- 
setzen dieser stets y, = % =O ergiebt. Die fragliche Gleichung ist 
daher eine Relation zwischen den Differentialinvarianten bis zur vierten 


dr d'r dt dr 


e Sr Sa is ds 7 ae 


2 . 
und = = 0 ist, so bleiben nur t und oe t ist nicht constant, denn 


Da aber 7 = Const. ist, also 


Ordnung: 


t = Const. gabe eine Differentialgleichung dritter Ordnung. Mithin 
lautet die gesuchte Gleichung vierter Ordnung 


Im Falle d) endlich handelt es sich um zwei Differential- 
gleichnngen dritter Ordnung. Diese sind als Relationen zwischen den 


ore : : : dr : 
Differentialinvarianten bis zur dritten Ordnung 7, 7,, t zu bilden, denn 


Nullsetzen der Determinanten wiirde ja Differentialgleichungen zweiter 


Ordnung y, = % = 0 ergeben. Da ferner 7 nicht constant ist, denn 
44* 
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y = Const. ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, so bleibt 
die Annahme: 


=f), += v0"). 


ura ie Wir kommen jetzt zu den Cwrven, die eine und nur eine imnfinite- 


eine inf. 

Boweaims simale Bewegung culassen, daher nach Satz 1 des vorigen Paragraphen 

. bei der Gruppe gerade je oo® verschiedene Lagen annehmen. Wir 
finden, dass sie durch eine Differentialgleichung m‘* und eine n‘* Ord- 


nung (n >m) bestimmt werden, wobei 
m+n=5 


ist. Demnach liegen hier von vornherein drei Méglichkeiten vor: 

a) Die co? Curven werden durch eine endliche Gleichung und 
eine Differentialgleichung 5** Ordnung bestimmt, 

b) durch eine 1** und eine 4 Ordnung, 

ce) durch eine 2** und eine 3' Ordnung. 

Jedesmal sind die betreffenden Gleichungensysteme der erweiter- 
ten Gruppe der Bewegungen invariant, da die Schar der oo? Curven 
bei der Gruppe der Bewegungen invariant ist. 

Fall a) ist wieder ausgeschlossen, da keine im Endlichen gelegene 
invariante Flache existiert. 

Im Fall b) ist die Differentialgleichung erster Ordnung nach 
Obigem die der Minimaleurven. 

Im Fall c) kann die Differentialgleichung zweiter Ordnung nur 
durch Constans-Setzen der Differentialinvariante zweiter Ordnung r ge- 
bildet werden, denn Nullsetzen aller 6-reihigen Determinanten wiirde 
ja entweder wieder die JDifferentialgleichung erster Ordnung der 
Minimalcurven oder aber zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
Yo = & =O liefern, was beides nicht erlaubt ist. Wir haben somit 
anzunehmen : | 

y = Const. 


Dass wir die Differentialgleichung dritter Ordnung nicht durch Null- 
setzen der Determinanten der Matrix erhalten, wissen wir schon. Des- 
halb ist diese Gleichung eine Relation zwischen den Differential- 


invarianten bis zur dritten Ordnung. Nun ist aber + = Const. und 
dr en : Rie : Aa ces 
ds — Y, sodass als einzige Invariante nur + tibrig bleibt. Mithin ist auch 


t = Const. 


Schraubon- 


linion, Diese Curven sind Schraubenlinien. 
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Wir kommen zu den Curven, die zwei infinitesimale Bewegungen Curve, dic 
gestatten, also nach Satz 1 des vorigen Paragraphen vermige der Bewougn 
Gruppe der Bewegungen gerade je cot Lagen annehmen. Diese werden re 
durch eine Differentialgleichung m'* und eine n* Ordnung bestimmt, 
wenn 


mtn=4 


ist. Hs ergeben sich hier wieder drei Méglichkeiten: 

a) Die oot Curven sind durch eine endliche Gleichung und eine 
Differentialgleichung 4** Ordnung bestimmt, 

b) durch eine 1*" und eine 3** Ordnung, 

c) durch zwei Differentialgleichungen 2‘ Ordnung. 

Fall a) ist wieder ausgeschlossen. 

Fall b) giebt wieder Minimalewrven. 

Im Fall ¢) kénnen die beiden Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung nicht durch Constans-Setzen von Differentialinvarianten hervor- 
gehen, da es ja nur eine Differentialinvariante zweiter Ordnung giebt. 
Hs sind vielmehr alle 6-reihigen Determinanten gleich Null zu setzen. 
Dies giebt entweder den ausgeschlossenen Fall der Differentialgleichung 
der Minimalcurven oder aber die beiden Differentialgleichungen 


Up == == 0 
mit der Nebenbedingung 
Leyte g, Se 0, 


d. h. die Geraden des Raumes, die keine Minimalgeraden sind. Zwei 
Geraden, die keine Minimalgeraden sind, sind also congruent, wie wir 


schon wissen. 
Endlich mag eine Curve drei infinitesimale Bewegungen zulassen. Curve, dic 


Sie nimmt dann insgesamt oo* verschiedene Lagen an. Diese werden Bowostn 
durch eine Differentialgleichung erster und eine zweiter Ordnung © 
definiert werden, deren erste die der Minimalcurven ist. 

Also ergiebt sich, wenn wir alles zusammenfassen, der 

Satz 2: Zwei Curven im Raume, die keine Minimalcurven sind Gesamt- 
und bei denen r den Kriimmungsradius, s die Bogenlinge, + die Torsion ~ 
bezeichne, sind dann und nur dann mit einander congruent, wenn ent- 


weder bei beiden dieselben Relationen : 
r = Const., = = f(r) (c + Const.), 


oder bei beiden dieselben Relationen : 
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d : . Y 
ar 4), c= u(r) (r+ Const), 
oder beiden dieselben Relationen 
y = Const., + = Const. 


bestehen, oder endlich beide Geraden sind. 


§ 4. Congruenzkriterien der Minimalcurven. 


Es bleibt nun nur noch die Untersuchung der Minimalcurven 
iibrig, die durch die Differentialgleichung 
1+ 4) + 27 = 0 


oder 


(14) da? + dy? + dz =0 


definiert sind. Fir sie verlieren die Differentialinvarianten r, t u. s. w. 


ihre Bedeutung, wegen der Art, wie /1-+ y,2 + 2,? in ihnen auftritt. 
Aber wir wissen auch, dass die Minimalcurven die einzigen sind, fiir 
die wir noch eine Invariantentheorie zu entwickeln haben. Bisher hat 
man eine solche Theorie noch nicht gegeben. Indem wir sie hier 
aufstellen, fiillen wir also eime wesentliche Liicke m der bisherigen 
Kriimmungstheorie der Raumeurven aus. Wir geben ja tiberhaupt, wie 
nochmals betont werden midge, die Kriimmungstheorre in einer solchen 
Form, dass sie ebenso fiir die imagindren Curven wie fiir die reellen 
Curven gilt. 
Wir kénnten unter der Voraussetzung, dass 


L+y +4’? =0 


und, wie durch nochmalige Differentiation folgt, 


YiYo + 2,2 = 0 
u. s. w. gesetzt wird, also Relationen zwischen den Grdéssen y,, y,..., 
21, ~~. hergestellt werden, die die Elimination der einen Hilfte der- 
selben gestattet, die Invarianten der erweiterten Gruppe berechnen 
und damit eime Congruenztheorie der Minimalcurven schaffen. Aber 
diese Methode ist unbequem und nicht elegant. : 

Wir schlagen einen anderen Weg ein. 

Ks ist, wenn lings einer Minimalcurve 


Gleichungen 
einer 
Minimal- 


curve, La o(s), y = B(s) 


gesetzt und damit eine Grésse s als Hiilfsveriinderliche eingefiihrt 
wird, wegen 
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dea =iVda' + dy 


aif Vo + pds. 

Legendre bemerkte zuerst, dass man diese Formeln fiir beliebige 
Minimaleurven durch andere ersetzen kann, die kein Integralzeichen, 
sondern nur Differentiationszeichen enthalten. Enneper und Weier- 
strass gaben alsdann diesen Formeln die zweckmissige Gestalt: 

x = (1 — s*)F'(s) + 2s F'(s) — 2F(), 
(15) ty = (1 + s*) FF’ (s) — 2s F"(s) + 24s), 

@= 2sF"(s) — 2F'(s), 
wobei allerdings zu bemerken ist, dass die Genannten nie explicite 
itiber Minimaleurven reden und mit diesem Begriffe tiberhaupt nicht 
operieren. Diese Formeln geben den allgemeinen Ausdruck fiir eine 
beliebige Minimalcurve, wenn F' irgend eine Function des Parameters 
s bedeutet, — aber mit einer Ausnahme: Die Minimalgeraden sind in 
dieser Form nicht mit inbegriffen. Es geht dies aus folgenden Be- 
merkungen hervor: 


auch 


Die Tangente der Curve (15) wird in Punkte (s) bestimmt durch 


; de 1A. -$? dy  1-+s3? 
(16) a came ar 8, 


Wenn umgekehrt eine beliebige Minimalcurve vorliegt, die keine Ge- 


- “ae dx ve 
rade ist, so kann angenommen werden, dass bei ihr qz Varuert. Hs 


: dx eS 6 : 
kann dann insbesondere 7 ——j,— gesetzt werden, unter s eine 


Hiilfsveranderliche verstanden. Aus der Gleichung (14) folgt dann 


auch der vorstehende Wert von = z wird lings der Curve eine 


; : dz : : 
Function von s sein, also auch dz. Indem man dann ds gleich einer 


Function 2F'(s) setzt, kommt man riickwirts zu den Formeln (15). 
Bei einer Minimalgeraden jedoch ist diese Uberlegung nicht richtig. 
Somit sind in der Form (15) alle Minimalcurven mit Ausnahme der 
Minimalgeraden dargestellt. 

Nun spielen bei unserem Problem die Minimalgeraden tiberhaupt inher 
eine Ausnahmerolle. Die Minimalgeraden sind die Geraden nach dem 
imaginaren Kugelkreis, Hine Bewegung fiihrt offenbar jede Minimal- 
gerade wieder in eine solche iiber. Da die Gruppe der Bewegungen 
die Punkte des Kugelkreises in allgemeinster Weise dreigliedrig unter 
einander transformiert (vgl. das Beispiel S. 549 zu § 5 des 19. Kap.), 
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so lasst sich durch. Bewegung jede Minimalgerade so transformieren, 
dass sie die Richtung irgend einer anderen Minimalgeraden erhialt. 
Weil ferner die Gruppe der Bewegungen alle Translationen enthilt, so 


 folgt, dass sie jede Minimalgerade in jede andere tiberzufiihren ver- 


Deutung 
von s. 


Deutung 
von s und F, 


mag. Die co® Minimalgeraden, die durch die Differentialgleichungen 


1+y?+4?=—9), 
Yo = by = O 


definiert sind, sind mithin stmtlich mit einander, aber mit keer anderen 
Curve congruent. 

Deshalb kénnen wir weiterhin von ihnen absehen. Kiinftig ver- 
stehen wir unter einer Minimalcurve stets eine solche, die keine Ge- 
rade ist, die wir uns also in der Form (15) vorgelegt denken kénnen. 


Die Gleichungen (16) bestimmen die Richtung der Tangente der 
Minimalcurve (15) im Punkte (s). Diese Tangente ist eine Minimal- 
gerade, sie trifft den Kugelkreis in einem gewissen Punkte. Mithin, 
da ihre Richtung nur von s, nicht auch von der Function & abhingt, 
kénnen wir s als die Coordinate emes Punktes des Kugelkreises deuten. 
Ferner sind die Coefficienten von 2, y, 2 in der Gleichung der Schmie- 
gungsebene der Minimalcurve im Punkte (s) der Curve proportional 
den Determinanten der Matrix 


(de dy ds 
| ds ds ds 
ld? dy =d42 ‘ 
| as ds? ds? 


also proportional 
1—s?, —i(1+s), 2s, 

sodass die Gleichung der Schmiegungsebene*), wie man _ weiterhin 
findet, so lautet: 

(17) (1 — s*)xy — 111 + 58*)y + 253 = — AF(s), 

wenn Y, y, 3 laufende Coordinaten bezeichnen. Diese Ebene enthiilt 
zwei aufeinanderfolgende Tangenten der Minimalcurve, also zwei un- 
endlich nahe Minimalgeraden und berithrt deshalb den Kugelkreis in 
dem soeben mit der Coordinate s belegten Punkt des Kugelkreises. 
Thre Gleichung ist bekannt, sobald die Werte von s und F(s) be- 
stimmt gegeben sind. Wir kénnen daher s und F als die Coordinaten 
ciner Tangentialebene des Kugelkreises auffassen. Die Schnittgerade der 


“) Diese Darstellung der Schmiegungsebene sowie die folgende Deutung der 
Gréssen s und # riihrt von Lie her (vgl. Math. Ann. Bd. 14). 
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Schmiegungsebene (17) mit der benachbarten, d. h. die Minimalgerade, 
welche die Minimaleurve (15) im Punkte (s) beriihrt, erfiillt die Glei- 
chung (17) und die aus ihr durch Differentiation nach s hervorgehende 
Gleichung 


st + ish —34—=—2F'(s), 


ist also bekannt, wenn die Werte von s, I, F” bestimmt gegeben 
sind. Daher sind s, F, EF” als die Coordinaten einer Minimalgeraden ae 
aufzufassen. Obgleich wir oben die Minimalgeraden fiir sich behandelt =| 
haben, wollen wir daher spiter (S. 704) noch einmal darauf zuriick- 
kommen, indem wir s, F, F” als ihre Coordinaten auffassen. 

Stellt man zwischen s, F', F” zwei Relationen her, deren eine / 
als Function von s definiert: 


= F(s), 
wihrend die andere lautet: 
F dk 
aa 


so werden dadurch aus der Schar aller oo* Minimalgeraden (s, F, F’) 
gerade solche oo herausgegriffen, die eine abwickelbare Fliche bilden, 
deren Riickkehrkante die Minimalcurve (15) ist; und umgekehrt erhalt 
man so jede Minimalcurve. 

Nach diesen streng genommen fiir unser Problem nicht not- 
wendigen, aber interessanten Deutungen der in die Gleichungen (15) 
eingehenden Gréssen s, #, F’ kommen wir zur Entwickelung der 
Fheorie fiir die Congruenz von Minimalcurven. 


Die Gruppe der Bewegungen fiihrt jede Minimalcurve wieder in 
eine solche tiber, da sie ihre Differentialgleichung (14) invariant lisst. 
Die Minimaleurve (15), deren Punktcoordinaten durch s, F’(s) und die 
Ableitungen ausgedriickt sind, wird also durch eine Bewegung wieder 
in eine Minimalcurve iibergefiihrt, deren Punktcoordiaten analog 
durch s,, F,(s,) und die Ableitungen ausgedriickt seien. s, # sind die 
Coordinaten einer Tangentialebene des Kugelkreises. Die Bewegung 
fiihrt sie wieder in eine Tangentialebene (s,, /’,) des Kugelkreises 
tiber. Mithin sind s, und F,(s,) gewisse Functionen von s, E(s). DaTransforma- 
ferner s allein Coordinate eines Punktes des Kugelkreises ist, so ist vonsund/ 
s, eine Function von gs allein. Wir werden iibrigens nachher direct 
verificieren, dass s, nur von s, nicht auch von JL’ abhiangt. 

Zu jeder Transformation 7, der Gruppe der Bewegungen gehdrt 
hiernach eine Transformation T, von s und F. Diese bilden wieder i 
eine Gruppe und mit 7,7, = T, ist auch T,T, = Te. Beide Gruppen aes 
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sind eben isomorph, wie aus der begrifflichen Auffassung hervorgeht 
wie auch aus Satz 36, § 5 des 19. Kap. 
Berechnung 1 i o <O 
fier Gruppe Wir wollen nun diese Gruppe in s, F aufsuchen. Es geniigt, 
ins, © ihre infinitesimalen Transformationen zu bestimmen. Um die Incre- 
mente von s und / bequem berechnen zu kénnen, ziehen wir aus (15) 


gunaichst durch Elimination von F” und #” die Formel 


ea San 
Let eee vy Z, 


die auch aus (17) abzuleiten ist. Sie giebt: 
or=(s x+ $ iy — + 2) 0s 


Nach (15) hat der in der Klammer nee Ausdruck den Wert fF”. 
Hs kommt also 


(18) OF = Fos + 2s oa + 4 jay 


dy —+ dz. 


§ 


: Og. 


Wenn wir ferner 


setzen, so ist bekanntlich 


a doa 7 a08 
0% = —, 
19) dz dz 
( : aes doy wee aozg 
a See dz dz 


Uberdies haben wir schon oben in (16) gefunden: 
: DN) eet veh chests 
(20) oe Oe ee aaa 
Daher ist 

‘ iy eee 

(21) SA fa, 

und weiter 


(22) ds = — s*(da’'+ idy’). 


Gehen wir nun von einer infinitesimalen Translation p, q oder 
y aus. Bei ihr sind nach (19) die Incremente da und dy’ gleich 
Null, sodass nach (22) auch 06s =0 wird. Dies folgt iibrigens auch 
begrifflich daraus, dass die Translationen jeden Punkt (s) des Kugel- 
kreises in Ruhe eae _ Aus og folot nun: 


ee 


idy — 5 OZ. 
Bei p ist dx = dt, dy = dz = 0, also 


s 
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Bei g kommt 


bei 7: 


sodass wir aus p, g, 7 die drei infinitesimalen Transformationen der 
gesuchten Gruppe in s, F abgeleitet haben: 


et of td OF s of 
4 oF ale ek 9 oR 


9} 


Gehen wir von der infinitesimalen Rotation yp — aq aus, so 
giebt (19) 
dx=—ydt, dy¥=—wv dt, 
also (22): 
Os = is*(a + iy )dt 
oder nach (21): 
ds =is0t. 


Die Formel (18) giebt nun: 


s?* —1 stat 1. 
7 oe | = ia) dt. 


OF =(iF's + 


Setzen wir hierin die Werte (15) von w und y ein, so heben sich die 
Glieder mit #” und F’”, wie es sein muss, identisch fort und es kommt: 


Of == 4 Ot. 
Analog kommt bei zg — yr zuniichst nach (19): 
dx=xeydt, d¥=—=A+y")dt, 


also nach (22) und (20): 


daher nach (18), wenn darin schliesslich fiir y und ¢ ihre Werte aus 


(15) eingesetzt werden: 
OF = —isFot. 


Endlich giebt xr — zp ganz entsprechend 


dst t= 94, OF =sFOt. 


Abbildung 
da. Minimal- 
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Die drei infinitesimalen Rotationen liefern also die folgenden in- 
finitesimalen Transformationen der gesuchten Gruppe in s, P’: 


Damit ist die gesuchte Gruppe gefunden. Sie kann offenbar be- 
quemer so geschrieben werden: 


Of OT 2 ge ee 
(23) OF of oF 
of of of a ae 
Re Soe eee Se ee 


Jeder Relation zwischen s und Lf’ entspricht eine Minimalcurve, 


curven in denn durch eine solche Relation wird F als Function von s definiert, 


der Ebene. 


fiir welche die Gleichungen (15) eine Minimaleurve liefern. Durch 
Hinfiihrung der Bestimmungsgréssen s, I’ wird also jede Minimal- 
curve des Raumes in eine Curve der Ebene mit den gewdhnlichen 
Coordinaten s, F' abgebildet. Zwei verschiedenen Minimalcurven ent- 
sprechen zwei verschiedene Ourven der Hbene, und umgekehrt. Ftihrt 
man auf die Minimalcurven alle Bewegungen aus, so entsprechen 
diesen Transformationen in der Bildebene (s, F’) die Transformationen 
der soeben bestimmten Gruppe (23). Zwei Minimaleurven sind dann 
und nur dann congruent, wenn ihre Bildcurven vermége einer Trans- 
formation der Gruppe (23) in einander tiberfiihrbar sind. Dabei ist 
jedoch von den Geraden s = Const. in der (s, £)-Hbene ganz ab- 
zusehen, denn sie besitzen keine Gleichung von der Form F = f(s). 

Um die Aquivalenztheorie fiir die Curven bei der Gruppe (23) zu 


Ditterentia-entwickeln, haben wir zuniichst die Di/ferentialinvarianten dieser Gruppe 


in 


Gruppe 
rhe fy NE 


aufzustellen. Dazu erweitern wir die infinitesimalen Transformationen 


der Gruppe um die Incremente, die 7”, F”... erfahren, indem wir 
uns der bekannten Formel 
a(2 
5p) — G8 pen 498 
ds ds 


bedienen. Wir brauchen, da die Gruppe sechsgliedrig ist, die Er- 
weiterung nach der zu Anfang des ersten Paragraphen vorausgeschick- 
ten Bemerkung nur bis zu £'Y' vorzunehmen. Die erweiterte Gruppe 
lautet dann: 
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Setzen wir diese infinitesimalen Transformationen gleich Null, so 
liegt ein gerade 6-gliedriges vollstindiges System in 8 Verinderlichen 
s, F, F’.. F™ vor, denn die 6-gliedrige Determinante der Coefficien- 
ten von s, Ff, f’.. FY hat den nicht verschwindenden Wert 8 F’’”. 
Nach unserem allgemeinen Theorem 29, § 4 des 16 Kap., ist 


0 
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eine invariante Differentialgleichung, und zwar die einzige, die sich 
durch Nullsetzen von Determinanten ergiebt. Das vollstiindige System 
besitzt zwei von einander unabhangige Lésungen. Sie enthalten nur 

LEON PEG Fs FY" und erfiillen die beiden Differentialgleichungen: 
of 

Foe 


Af 2k e as + BEN OE AP ye 


Bf= Dele ee Cre fOr ie oo en 


(ORY ber eee it =0. 


Ks ist hier (AB) =O. Die beiden Differentialgleichungen bilden also 
ein vollstiindiges System. Die erste Gleichung besitzt offenbar die 
Lésungen: 
Fy FY FY! 

me Qh == 7s} = 5° 
F ey eee y iy ee 2 


== 


Verstehen wir also unter f eine Function von wu, v, w allein, so 
nimmt Bf =O die Gestalt an: 


und besitzt folglich die Lésungen 


AF’ w" FONE oe Biv 
ues ; 
VEN ae es es 16 FIV" 


Rr’? 


J,= 


J, = 


Dies also sind die beiden niedrigsten Differentialinvarianten. 
Die héheren ergeben sich, wie wir wissen, aus diesen beiden dureh 
Differentiation: 


add, dJ, 
J, = aa, J. = ay? vs 
Hiernach hat sich ergeben: 
od Die Gruppe (23) lisst folgende Differentialgleichungen’ invariant: 
Erstens die dritter Ordnung 
Hee (es 

dann die fiinfter Ordnung: 

J, == Const., 


ferner alle sechster Ordnung von der Form 


J; iat pd) = 0 


u. S. W. 
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Kine Minimalcurve wird durch eine Relation, die 7’ als Function 
von s ausdriickt, dargestellt. Gestattet sie keine infinitesimale Bewegung, 
so nimmt sie nach Satz 1 des § 2 bei der Gruppe der Bewegungen 
gerade oo® verschiedene Lagen an, deren Gesamtheit bei der Gruppe in- 
variant ist. Dasselbe gilt von den co® Bildeurven in der (s, 7’)-Ebene. 
Sie erfiillen eine invariante Differentialgleichung sechster Ordnung, die 
nach Obigem, da bei ihnen J; nicht constant ist, weil J; = Const. nur 
oo® Curven bestimmt, die Form haben muss 


Jj eral p (Js) = 0. 


Zwei Minimalcurven also, die keine infinitesimale Bewegung gestatten, 
sind dann und nur dann congruent, wenn bei beiden J, dieselbe Func- 
tion von J, ist. 

Gestattet eine Minimalcurve gerade eine infinitesimale Bewegung, so 
nimimt sie insgesamt bei der Gruppe der Bewegungen co® verschiedene 
Lagen an, nach Satz 1 des § 2. Der Inbegriff dieser ist invariant, 
entsprechend der Inbegriff der oo® Bildcurven in der (s, /’)-Ebene bei 
unserer Gruppe (23). Diese co® Curven werden daher durch eine in- 
variante Differentialgleichung fiinfter Ordnung definiert, die nach Obigem 
notwendig die Form hat: 


J, = Const. 
Fiir diese Curven ist J, = 0, denn es ist allgemein *) 
a uel ak 
5—_ 4 ; 
EO 2 -s 


Zwei Minimalcurven also, die gerade eine infinitesimale Bewegung zu- 
lassen, sind dann und nur dann congruent, wenn bei beiden J, den- 
selben constanten Wert besitzt. 

Gestattete eine Minimalcurve gerade zwei infinitesimale Bewegungen, 
so wiirden die oo* Bildeurven der co* Minimalcurven, in die sie nach 
Satz 1 des § 2 bei der Gruppe der Bewegungen iibergehen miisste, 
durch eine bei der Gruppe (23) invariante Differentialgleichung vierter 
Ordnung bestimmt. Da es aber eine solche nicht giebt, so folgt: Hs 
giebt keine Minimalcurve, die zwei und nur zwei von einander unab- 
hangige infinitesimale Bewegungen zulisst. 

*) Bei dieser Gelegenheit bemerken wir, dass wir uns die Aufsuchung von 
J, hiatten ersparen kénnen. Sobald man niimlich drei invariante Differential- 
gleichungen kennt, kann man nach einem Satze von Lie eine Differentialinvariante 
ohne jede Integration finden. Hier kennen wir schon die drei invarianten Differen- 


tialgleichungen Ff” = 0, J; = 0 und os =. Aus ihnen lasst sich nach dem 
8 


erwihnten Satze J, ohne Integration ableiten. 


Minimat- 
curve, die 
keine inf, 
Rewegung 
gostattot, 


Minimal- 
curve, die 
eine inf. 
Bewegung 
gestattet. 


Minimal- 
curve, die 
zwei inf. 
Bewegung 
gestattet. 
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Liesse endlich eine Minimalcurve gerade drei infinitesimale Be- 
wegungen zu, so wtirden wir durch ‘dasselbe Raisonnement auf die 
Differentialgleichung 

f= O 
gefiihrt, aus der folgt: 


F=a-+tbs+ cs’, 


wenn a, b, ¢ Constanten bedeuten. Diese Function F' aber giebt, in 
(15) eingesetzt, « = Const., y = Const., 2 = Const., d. h. kee Curven, 
sondern die Punkte des Raumes, die bei der Definition der Minimal- 
curven als Riickkehrkanten der Developpabeln, die den Kugelkreis ent- 
halten, zu den Minimalcurven gehéren. Dass die Punkte des Raumes 
eine invariante Schar bilden, ist allerdings trivial. 

Weitere Falle kommen nun nicht in Betracht, da es keine nie- 
deren invarianten Differentialgleichungen giebt. Wir haben also ge- 
funden: 

Cae Theorem 41: Setzt man, wenn F die Function F(s) in den 


ergebnis. 


allgemeinen Gleichungen 
x =(1 —s*)F'(s) + 2s F'(s) — 2F(), 
iy =(1+ s*)F"(s) — 2s F'(s) + 2F(s), 
2== 2sF"(s) — 2F'(s) 
erer Minimaleurve bedeutet, 


Ape eBay 


[geet ees 
ee gel ee ich: 
de = eg 
1BOO® Ss 


so sind zwei Minimaleurven dann und nur dann einander con- 
gruent, wenn 
entweder ber beiden dieselbe Relation 
Woes pe 
er J, — 9) =9 CY; == Const.) 
oder bet beiden J, denselben constanten Wert hat. 
Zwei Minimalgeraden sind einander stets congruent. 


Andere 7 ini 7 = 
re Was die Minimalgeraden anbetrifft, so wollen wir noch bemerken: 
aoe Ve k6énnen, wie wir auseinandersetzten, s, F, F” als die Coordinaten 


geraden. dieser oo® Geraden auffassen. Diese Coordinaten werden bei der 


Gruppe der Bewegungen durch die einmal erweiterte Gruppe (23), 
némlich durch die Gruppe 
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ak en of 
OF it OF’ 3° + 28 oF 


te cor + Of eg Of 
Os "3s + Psa f posret + 2B ae 


unter einander transformiert. Man zeigt sofort, dass diese Gruppe in 
s, I’, I” zwei Wertsysteme (s, F, F”) stets ineinander iiberzufiihren 
vermag. Damit wire ein zweiter Beweis dafiir erbracht, dass die 
Minimaleuryen siimtlich congruent sind. 


Noch Einiges mége tiber die in Theorem 41 ebenfalls als Aus- 
nahme auftretende Classe von Minimaleurven gesagt werden, fiir die pee 
J, constant ist. Wir integrieren die Differentialgleichung 


J, = Const. 
oder ; 


(24) 4 FY — 5 F™ = Scr” 


zunaichst unter der besonderen Annahme ¢ = 0. Im Fall ¢ = 0 lasst 
sie sich so schreiben: 
FY Puy 


4 Fie 5 ae ==() 


und daher sofort integrieren. Es kommt: 


thee . 
Er’ * == Const. s + Const., 


also 


= app tArtt+ Beste (a=- 9), 


wenn a, b, A, B, C die Integrationsconstanten sind. Setzen wir 
diesen Wert F in die Gleichungen oo der Minimalcurven ein, so 


ergeben sich, wenn man schliesslich = a 7 als Parameter ¢ einftihrt, 


die oo® einander congruenten oats 


a2=—6t +6b2+ 2(@—d?)F+2A—0), 
(25) iy=+6¢ —6b?+ 2(¢7+ 0)? + 244 0), 
z= -+ bat? — 4ab? — 2B, 


also Curven dritter Ordnung. Man kann iibrigens zeigen, dass dies 


Minimal- 


alle Minimaleurven dritter Ordnung sind. eters 
Im Falle c+-0 fiihrt die Integration der Differentialgleichung (24) ster oran. 


oder (24’) zu einem wesentlich anderen Ergebnis. Zuniachst lasst sich 
45 


Lie, Continuierliche Gruppen. 
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(24’) als Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen F”” und s 
auffassen. Sie liefert *): 


OR a (a Fas B) : 


2c(s — a)*(s — f)”’ 


wenn a, 6 die Integrationsconstanten bedeuten, die jedoch nicht ein- 
ander gleich gewihlt werden dtirfen, denn sonst kime der oben be- 
sprochene triviale Fall #”’’== 0. Hinige Quadraturen geben nun 


Fox ss (6— a)lg(s — a) + (s — p)lg(s — 6) + 
=gl6—@eG = 2) SG AG aan 
+ As? + Bs+ c| : 


wenn A, B, C Constanten bedeuten. Setzen wir diesen Wert in die 
Gleichungen (15) der Minimalcurven ein, so kommt: 


1 f—(@+8)s?+20-+e6)s—(@ +) | 1—aB, s—e ) 
al 2(e— a)(6—B) +p 8 s=pt 4-4}, 
_ tf (@+f)s*4+-2(1 — wf)s — («+ 8) nee 
a) yes a 2(s—a)(6—) shag {= pt atc}, 
pr ee, s*— ap Lie Sex ; 
Fa (6 — a) (8 — f) ee B 


Wird hierin ¢, d. h. J;, bestimmt gewahlt, so hegen oo® einander 
congruente Minimaleurven vor, die sonst mit keiner Curve congruent 
sind. Um die Gestalt dieser Curven zu erkennen, brauchen wir nur 
eine von den oo® zu betrachten, da sie alle einander congruent sind. 
Setzen wir also z. B. 


Ca==t f= —— ee C= eG), 
so kommt: 
ee = (Ig $4 im 
EMSS) patel yd 
i BS 1s?ti 
say or ee ie ME agate SC) Taye 
Hier ist aber 
9 F 1 
yg ae 


*) Leser, welche die ,,Diffgln. m. inf. Trf.“ kennen, werden die Integration 
mit Hiilfe der dort im 24. Kap. auseinandergesetzten Methoden leisten, indem sie 
bedenken, dass diese Differentialgleichung zwischen F’” und s die dreigliedrige 
Gruppe 

of ete » Of oof of 
— Sa ae Qf” = _ SS ” 
és as GR” Gea) gam 


gestattet, die von unserer erweiterten Gruppe tibrigbleibt, wenn die Incremente 
von s und J” allein ins Auge gefasst werden. 
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Mithin ast dies eine Minimaleurve, die auf einem Rotationseylinder 
hegt, eine Minimal-Schraubenlinie. Dies tritt noch mehr in Augen ee 


Schrauben- 


Schein, wenn man einen neuen Parameter ¢ einfiihrt, sodass eee 
2es set : 
eve phat cos t, —— autica ==> SNhth A 


wird, denn dann kommt: 


(27) e—=—-~t, pees eee 
$ Cc 


Auf jedem Rotationscylinder liegen offenbar oo! congruente Minimal- 
Schraubenlinien. Im ganzen giebt es co® solche Cylinder. Unter ihnen 
sind oo* einander congruent. Wir erhalten durch diese Abzihlung 
also, wie es sein muss, wieder oo® einander congruente Minimal- 
Schraubenlinien. Bei der Schraubenlinie (27) und also auch bei allen 


Curven (26) ist der Radius + des Rotationscylinders gleich ess 


also nach (24) 


Diese Bemerkung gestattet uns, J, fiir eine beliebige Minimalcurve Geometr. 
geometrisch zu deuten. Es lasst sich nimlich zunichst durch vier con- poate 
secutive Punkte einer gegebenen Minimalcurve eine Minimal-Schrauben- 
linie legen. Denn nach den Gleichungen (15) der Minimaleurve drticken 
sich die Coordinaten dieser vier Punkte durch s,, , Iy.. L,Y aus 


wenn s, der zum ersten Punkte gehérige Wert von s ist. Wenn man 
nun eine Function F(s) so wahlt, dass F, F.. FY fir s—=s, die 
Werte F,, F,..2,% annehmen und iiberdies F der Differentialglei- 
chung (24) unterwirft, nachdem darin J’ fiir J’ gesetzt worden, so 
wird dadurch # ebenso wie die Zahl ¢ vollkommen bestimmt. Die 


sich ergebende Function F setzen wir statt F in (15) ein. Die 
Gleichungen (15) stellen alsdann die Minimal-Schraubenlinie dar, die 
mit der gegebenen Minimalcurve an der Stelle (s)) vier consecutive 
Punkte gemein hat. Sie liegt auf einem Rotationscylinder mit dem 


: 1 : : 
Radius —- Hieraus folgern wir, da 8c der Wert von J; an der 


Stelle (s,) der Minimalcurve ist: 
Satz 3: Die in Theorem 41 mit J, bezeichnete Grosse ist gleich dem 


achtfachen reciproken Wert des Radius des Rotationscylinders, der mit der 
Ab * 


Deutung 
von J. 


Weitere 


Ausblicke. 
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Minimalcurve an der betreffenden Stelle & vier consecutive Punkte ge- 
mein hat*). 

Die Stellen der Minimaleurve, an denen J, = 0 ist, sind singular. 
Daselbst giebt es keine dreifach beriihrende Minimal-Schraubenlinie, 
sondern eine dreifach beriihrende Minimalcurve 3. Ordnung. 

Betrachten wir schliesslich ftinf consecutive Punkte einer Minimal- 
curve. Durch die vier ersten geht ein Rotationscylinder mit dem 
Radius 7, durch die vier letzten ein solcher mit dem Radius r + dr. 


Die Axen beider seien unter dem Winkel d® zu einander geneigt. 
Offenbar indert ee sich nicht bei Ausftihrung einer Bewegung, dies 
ist also eine Differentialinvariante. Zu ihrer Bestimmung sind fiinf con- 
secutive Curvenpunkte nétig, die sich nach (15) durch 5, Ly, fy... f)™* 


fo 5 ft UHAP : a ae : 
ausdriicken. Daher ist —~ eine Differentialinvariante sechster Ordnung 


in s und F, also eine Function von J, oder r und J,. Mithin ist J, 


eme gewisse Function von r und ~~. Auf ihre nahere Bestimmung 


gehen wir nicht weiter ein. 


Die Ergebnisse dieses Paragraphen sind auch fir gewisse reelle Ge- 
bilde practisch wichtig. 

Hinerseits n&mlich lassen sich nach einem Theorem von Lie aus jeder 
Minimalcurve oo* einander congruente durch Translation in einander tiber- 
fiihrbare reelle Minimalfldchen ableiten. Umgekehrt erhilt man so alle 
reelJen Minimalflichen. Jede Bewegung einer Minimalcurve giebt somit 
eine (unendlich vieldeutige) reelle “Transformation der reellen Minimal- 
fliichen. 

Wenn man andererseits jeden Punkt (x, y, 2) des Raumes durch 
einen Kreis in der (a, y)-Ebene mit dem Radius iz ersetzt, so geben die 
Bewegungen des Raumes alle Bertihrungstransformationen in der Ebene, 
die Kreise in Kreise und parallele Geraden in parallele Geraden tiber- 
fiihren. Bei dieser Abbildung giebt jede Minimaleurve eine Schar von 
Kreisen, deren Umhiillende eine sogenannte Richtungscurve ist. Mit dem 
Obigen ‘ist also ein wichtiges Aquivalenzproblem fiir diese Richtungscurven 
gelist. 

Endlich machen wir noch darauf aufmerksam, dass man in ent- 
sprechender Weise, wie wir es hier gethan haben, die Theorie der Aquiva- 
lenz der Minimaleurven gegentiber der allgemeinen zehngliedrigen Gruppe 
von conformen Punkttransformationen behandeln kann. Alsdann tritt an 
die Stelle der oben benutzten Gruppe in s, F' eine Gruppe in s, F, F”. 
Deutet man s, # wieder als Punktcoordinaten in der Ebene, so wird dies 
die allgemeine zehngliedrige Gruppe von Beriihrungstransformationen in 
der Ebene (vgl. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, zweiter Abschnitt, 


*) Diese geometrische Deutung hat Scheffers gegeben, 
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bearb. u. Mitw. v. Engel, Theorem 77, 8. 460). Es lassen sich ganz ent- 
sprechend ihre Differentialinvarianten aufstellen und Aquivalenzkriterion ent- 
wickeln. 

Wir gehen aber hier auf alle diese weiteren Probleme nicht cin. 


§ 5. Congruenztheorie der Flichen. 

Weniger ausfiihrlich, aber doch in allem wesentlichen vollstiindig 
wollen wir nunmehr das Problem der Congruenz der Flichen be- 
handeln. Wir bediirfen dabei wieder der Differentialinvarianten der 
Gruppe der Bewegungen, aber jetzt sind dies andere Differential- 
invarianten als friiher. 

Da wir nimlich nicht mehr Curven, sondern Flachen betrachten ‘ii Giormns 
wollen, so haben wir etwa 2 als Function von a und y zu betrachten* Bewesgn. 
und die Gruppe der Bewegungen um die Transformationen zu er- 
weitern, welche die partiellen Differentialquotienten von z nach w und 
y bei ihr erfahren. Setzen wir allgemein 


a, oy 7 q, 
Cre 072 Ca 
== he 5 ee 
Ox? OxOY Oy” 
Chris be id ee bre patie o ceee d 
das"? Oa®dy—”? Daoy? —"? Fys—% 


so erhalten wir die Incremente, welche p, qg u. s. w. bei den infinite- 
simalen Bewegungen erfahren, in dieser Weise: Hs ist 
dz=pdz + qdy, 

also 
(28) ddzg=dp-dx+dq-dy+ pddx + qdoy. 
Bei einer infinitesimalen Bewegung sind dw, dy, dz bekannte Func- 
tionen von w, y, 4. Vorstehende Gleichung zerfallt also, da immer 
dz = pdx + qdy au setzen ist, in zwei einzelne, da sie fir alle Werte 
von dz, dy identisch bestehen muss. Sie liefert also dp und dg. 
Analog erhalten wir aus den Formeln 

dp=rdaz-+sdy, dq=sdu + tdy 
diese: 


) ddp=odr-da+0s-dy+rddxz + sdoy, 
(29 


ddq =0s-dua+ dt-dy+sddxz + tddy 
und hieraus die Incremente von 7, s, ¢ u. s. w. Wir verzichten darauf, 


die Ausrechnung anzugeben. Durch Hinzufiigung der Incremente der 
D, I, %, 8, £ u. 8. w. zu den infinitesimalen Bewegungen und Nullsetzen 
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ihrer Symbole ergiebt sich ein vollstiindiges System, dessen Lésungen 
il-die gesuchten Differentialinvarianten sind. Wir wollen annehmen, die 
infinitesimale Bewegung 


of Df Boa ere eee 
bia 1 ng + oe Gie= 1), 222.0) 
habe durch die Erweiterung die Form erhalten: 


0 7) 
rt Se pm tS 4 ot 6, Ft oF + 


Ox pe 0g 
of 
+ «a ee see pot togt 
@—lo2 2G) 


Die unabhangigen Veriinderlichen des vollstiindigen Systems sind 
x, Y, 2, P, G, 7, &, t.... Da die sechsreihigen Determinanten der 
Matrix 

eee sa "Ee Tory) Mo toy ioe 


0 | 
ep) | p= 1726 


nicht identisch verschwinden, so ist das System gerade sechsgliedrig 
und besitzt 8 — 6 = 2 von einander unabhingige Lésungen, die keine 
hoheren als die zweiten Differentialquotienten von z enthalten. Diese 
Lésungen kénnen als die bekannten Ausdriicke der Kriimmungsradien 
R, und R, einer Fliche gewihlt werden, denn es ist klar, dass diese 
bei jeder Bewegung invariant bleiben. Ferner giebt es 12 —6=—6 
Differentialinvarianten dritter Ordnung. AR, und R, sind selbst welche. 
Ausser ihnen giebt es also noch vier. Man kann einsehen, dass es 
die Ausdriicke 


sind, wenn ds,, ds, die Bogenelemente der Kriimmungslinien in einem 
Flichenpunkte mit den Kriimmungsradien R, und R, sind. Nun kann 
es allerdings vorkommen, dass diese Ausdriicke der Differential- 
invarianten bei gewissen Fliichen ihren Sinn verlieren. Aber es 
existiert doch jedenfalls die gefundene Anzahl von Differentialinvarian- 
ten, mégen sie auch unter Umstinden nicht die angegebene geome- 
trische Deutung besitzen. 

Wir wollen die Differentialinvarianten dritter Ordnung kurz mit 
Ji, Jz, J;3, Jy bezeichnen. Relationen zwischen den Differential- 
invarianten stellen stets invariante Differentialgleichungen dar. 

Endlich bemerken wir noch, dass sich durch Nullsetzen aller 
sechsreihigen Determinanten der Matrix (80) sowie der bis zu héheren 
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Differentialquotienten reichenden Matricen gewisse einzeln invariante 
Gleichungensysteme ergeben werden *). 


Wir gehen nach. diesen Vorbemerkungen an unser Problem der 
Congruenz von Fliichen. 

Fiihren wir auf eine Fliiche alle Bewegungen aus, so geht sie in 
héchstens oo° verschiedene Flachen tiber. Nach Satz 1, § 2 dieses 
Kap., geht sie in gerade oo” verschiedene Flachen tiber, wenn sie 
gerade m von einander unabhiingige infinitesimale Bewegungen zuliisst. 

Alle Flichen, in die eine Flache bei der Gruppe der Bewegungen 
tibergeht, bilden eine bei der Gruppe invariante Schar. Sie wird 
durch ein System yon partiellen Differentialgleichungen zwischen ¢ 
und aw, y definiert sein, und dieses System bleibt invariant gegentiber 
der Gruppe der Bewegungen. 


Genitigen die Flichen der Differentialgleichung ee 


congruenter 
Flachen. 


Q(x, Y, 2) P,Q, 1, 8, t.. ) a) 

so geniigen sie auch allen aus dieser durch partielle Differentiation 
nach x und y hervorgehenden Differentialgleichungen. Wir kénnen 
uns daher alle Differentialgleichungen, denen unsere Flichenschar ge- 
niigt, so geordnet denken, dass partielle Differentiation einer derselben 
nach x oder y immer nur nachfolgende Differentialgleichungen -giebt. 
Bei dieser Anordnung werden einige von den niederen Differential- 
quotienten von zg (¢ mit inbegriffen) durch keine Relation verkniipft 
sein. Doch miissen alle Differentialquotienten durch héchstens 6 der- 
selben ausgedriickt sein. Denn wir kénnen uns die Lésung ¢ des 
Systems von Differentialgleichungen nach Potenzen von w, y etwa ent- 
wickelt denken, in deren Coefficienten dann die Differentialquotienten 
von gz nach # und y fiir c=y=O0 auftreten. Da es hochstens co® 
Flichen in der Schar giebt, so diirfen von diesen Coefficienten héch- 
stens 6 willkiirlich wahlbar sein. . 


*) Man wird wohl das Bediirfnis hegen, diesen invarianten Gleichungen- 
systemen, die sich durch Nullsetzen von Determinanten der Matrix emer Gruppe 
ergeben, einen besonderen Namen beizulegen. MHierzu empfiehlt sich die Bezeich- 
nung: singuldres Gleichungensystem. Aber im Text wollen wir diese Ausdrucks- 
weise noch nicht anwenden. Die singuliren invarianten Gleichungensysteme be- 
stimmen im Raume der Veriinderlichen der betreffenden Gruppe Mannigfaltig- 
keiten, die wir dementsprechend singuliire invariante Mannigfaltigkeiten nennen, 
Dabei leuchtet ein, dass eine singuliére invariante Mannigfaltigkeit in unendlich 
viele einzeln invariante Teilgebiete zerfallen kann. Im na&chsten Kapitel wollen 
wir zur Vereinfachung des Ausdruckes die Bezeichnung: singulair in dem soeben 
angedeuteten Sinne benutzen. 


Keine Diffgl. 
von erster 
od, zweiter 


Ordnung. 


Ditffgin. 
zweiter 


Ordunung. 
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Wenn aber die niedrigste Differentialgleichung von m** Ordnung 
ist, so sind alle niederen Differentialquotienten von ¢ durchaus beliebig. 
Da aber bis zu denen zweiter Ordnung schon 6 vorhanden sind, ném- 
lich z, p, g, 7, 8, t, so folgt, dass die niedrigste Differentialgleichung 
von hichstens dritter Ordnung sein muss. 


Sei zuniichst die Schar der Flachen, in die eine bei allen Be- 
wegungen tibergeht, durch keine Differentialgleichung von miederer als 
dritter Ordnung definiert. Alsdann sind es gerade oo° Flichen und 
keine der Flichen gestattet eine infinitesimale Bewegung. Die dritten 
Differentialquotienten a, b, c, d miissen dann aber simtlich durch die 
niederen ausdriickbar sein, weil sonst noch einige willktirlich wiiren, 
die Schar also aus noch mehr als co® Flaichen bestande. Hs existieren 
also dann vier Differentialgleichungen dritter Ordnung. Da ihre Differen- 
tiation nach a und y auch alle hdheren Differentialquotienten durch 
die niederen ausgedriickt giebt, so sehen wir, dass das ganze System 
von Differentialgleichungen nur aus den vieren von dritter Ordnung 
und den durch Differentiation aus ihnen hervorgehenden besteht, dass 
also die vier Differentialgleichungen dritter Ordnung die Flachenschar 
vollig bestimmen. Sie bilden ein invariantes Gleichungensystem in 
z, Y, 2, P, 4, %, 8, t, a, b, ce, d. Es wire zunichst denkbar, dass das 
System Gleichungen enthilt, die durch Nullsetzen aller sechsreihigen 
Determinanten der Matrix 

Epa Gs (me; a Oe FOR EE er Bay moe 

| i=1,2..6 | 
hervorgehen. Aber schon die gleich Null gesetzten Determinanten der 
kleineren Matrix (30) liefern Relationen zwischen den ersten und 
zweiten Differentialquotienten allein, was im vorliegenden Falle aus- 
zuschliessen ist. Mithin ist das gesuchte invariante Gleichungensystem 


durch vier Relationen zwischen den Differentialinvarianten zweiter und 
dritter Ordnung herzustellen. Sie haben notwendig die Form: 


(31) Jj = gj (Li, F,) G= 1, 2, 3, 4). 
Umgekehrt definieren vier solche Differentialgleichungen auch genau 
oo? Flichen. 

Zwei Hlichen, die nicht einer der sich nachher ergebenden be- 
sonderen Kategorien angehéren, sind also dann und nur dann con- 
gruent, wenn bei ihnen dieselben vier Relationen (31) bestehen. 


Es mége nun zweitens das System der Differentialgleichungen, 
die unsere Schar congruenter Flaichen darstellen, zwar Differential- 
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gleichungen gweiter Ordnung, aber keine erster Ordnung enthalten. Es 
bilden dann — wie stets — die Differentialgleichungen niederster, 

also hier die der zweiten Ordnung, fiir sich ein invariantes Gleichungen- 
system. Ks wire nun denkbar, dass dasselbe ganz oder teilweis durch ster 
Nullsetzen der sechsreihigen Determinanten der Matrix (30) hervor- 
ginge. Wir kénnen diesen Fall, wenn wir weitliufige Rechnungen 
umgehen wollen, so erledigen: 

In diesem Falle wiren ¢, p, q durch keine Relation gebunden. 
Wir kénnten also das betrachtete Wertsystem der x, y, 2, p,q, 7, 8, t, 
das ja ein krummes Flichenelement bis zu den infinitesimalen Gréssen 
zweiter Ordnung bestimmt, in der speciellen Form wihlen, dass 
“e=y =2=—0 und auch p=q =O ist, d.h. dass das Hloment im 
Anfangspunkt die (#, y)-Ebene bertihrt. Es bleiben dann als Be- 
wegungen nur die Drehungen um die g-Axe iibrig. Es miisste also, 
wenn eine invariante Gleichung zweiter Ordnung durch Nullsetzen der — 


of of 
Feo oy 
das betrachtete poe Flachenelement in Ruhe bleiben. Aber hier 
liefert die Formel (28) wegen dx” = ydt, dy =— xdt, 02 =O sofort: 


dp=qdt, dg—— pdt, 


Determinanten hervorginge, bei der infinitesimalen Drehung y 


ferner kommt aus (29) 
dr =2sdt, ds =(¢—r)dt, dt = — 2st. 


Kine Verwechselung von ¢ mit dem ¢ in d¢, der infinitesimalen Con- 
stanten, ist wohl nicht zu hgfiirchten. Wir haben also das bei der 
infinitesimalen Transformation 


yh — ao pg Ly Et 95h 4 (pn) 28 


invariante krumme Flichenelement zu bestimmen, bei dem w= y = 
= 2=p=—q=0 ist. Bei ihm muss offenbar 


s=0, r—t=0 
sein. Also ist es das Flichenelement eines Nabelpunkies. Die im vor- 
liegenden Falle zu betrachtenden Flaichen miissen also lauter Nabel- 
punkte besitzen. Sie sind daher bekanntlich Kugeln oder Developpa- 
beln, die den imaginiren Kugelkreis enthalten. Bei letzteren aber 
wire die Differentialgleichung erster Ordnung 


Bel SOU eal 


erfiillt, von der wir jedoch nach Voraussetzung absehen miissen. Mit- 
hin sind die hier betrachteten Flichen Kugeln. Bekanntlich ist ein Kugeln. 


Zweiter 
Fall. 
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allgemeines krummes Fliichenelement (@, y, 2, P, 9) "% 8; t) das eines 


Nabelpunktes, sobald 
8 t 


is 
Pape? | Oa (aided, 

ist. Dies sind also im vorliegenden Falle Differentialglecchungen zweiter 
Ordnung der Flichenschar. Ihre Differentiation liefert alle Differential- 
quotienten dritter Ordnung ausgedriickt durch die niederen. Also treten 
keine hdheren Differentialgleichungen als wesentlich neu. hinzu, wohl 
aber noch eine zweiter Ordnung. Denn eine Kugel nimmt bei allen 
Bewegungen nur co? Lagen an, da sie drei von einander unabhingige 
infinitesimale Bewegungen gestattet. Unsere Flachenschar besteht also 
aus nur oo® Flachen. Ligen nur die obigen beiden Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung vor, so blieben 2, p, g und etwa s will- 
ktirlich, d. h. es wiren co* Flachen vorhanden. Die also noch fehlende 
Differentialgleichung zweiter Ordnung kann nun nicht durch Null- 
setzen von Determinanten entstanden sein. Sie ist daher eine Relation 
zwischen den Invarianten FR, und [t,, die wegen der beiden ersten 
Gleichungen einander gleich werden, sodass sich R, = R, = Const. 
ergiebt. Die gesuchte dritte Differentialgleichung kann also symme- 
trisch so geschrieben werden: 


R, BR, = Const. 


In Worten: Zwei Kugeln sind congruent, wenn ihre Kriimmung die- 
selbe ist. 


Wir kommen jetzt zu dem Fall, das§ die Flichenschar zwar auch 
durch Differentialgleichungen zweiter und hdéherer Ordnung und keine 
erster definiert sei, dass sich aber die Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung weder ganz noch teilweise durch Nullsetzen von Determinan- 
ten der Matrix (30) ergeben. Sie mitissen Relationen zwischen den 
Differentialinvarianten #,, R, sein. Es kann also hier héchstens zwei 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung geben. 

Liegen wirklich zwei vor, so haben sie notwendig die Form 


a on 
R,=a, hk, =, 
in der a und b zwei Constanten bedeuten. Aber zwei solche Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung widersprechen sich, sobald nicht a= b 


ist. a= b jedoch fihrt zu R, = R,, d.h. wieder zu den schon be- 
sprochenen Kugeln. 

Wenn nur eine Differentialgleichung zweiter Ordnung vorliegt, so 
hat sie die Form: 


(32) Ch ea 
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Wir kommen. also zu den Weingarten’schen Fliichen*). Liegen ausserdem ane 

vier Differentialgleichungen dritter Ordnung vor, die notwendig die Form "chen. 
pias ‘Dp ° 9 

(33) J; = o(R,, R,) G=1, 2, 3, .) 


haben miissen **), so erhalten wir, da nur ¢, p, g und zwei der Gréssen 
r, 8, t beliebig bleiben, nur co® Fliichen. Jede dieser Flichen gestattet 
daher nach Satz 1, § 2 dieses Kap., eine infinitesimale Bewegung. 
Wenn umgekehrt eine Fliiche gerade eine infinitesimale Bewegung ge- 
stattet, so sind ihre Kriimmungsradien durch eine Relation verkntipft 
und es liegt dieser Fall vor. Zwei solche Flichen sind also congruent, 
wenn bei beiden dieselben Relationen (32) und (33) bestehen. Zwei 
der letzteren folgen durch Differentiation aus (32). 
Sodann ist anzunehmen, dass ausser 


OGM R50 


nur drei Differentialgleichungen dritter Ordnung vorkommen. Weniger 
sind nicht denkbar, da sich sonst mehr als oo® Flichen ergeben. Hier 
giebt es dann gerade oo® Fliichen. Keine derselben gestattet also 
eine infinitesimale Bewegung. Zwei Differentialgleichungen dritter 
Ordnung gehen durch Differentiation aus =O hervor. Die dritte 
ist also eime Relation 


DJ, J,, J3, Jy, Ry, Fs) =, 
ee nao bali ee. 
die iibrigens, da 2 —0O, le 0, Bi 
J,, J, etwa durch die tibrigen auszudriicken gestatten, auch einfach 
DJ, J3, R,) a 
geschrieben werden kann. Differentiation giebt alle vierten Differen- 
tialquotienten ausgedriickt durch die niederen ***). 


= 0 die drei Invarianten R,, 


Endlich kime der Fall, dass die Differentialgleichungen der Schar  Dittsin. 
congruenter Flaichen auch welche erster Ordnung enthalten. Da nun Ordnmeg. 


*) Siehe Weingarten, Crelle’s Journal Bd. 59. 

**) Sie kénnen nimlich nicht durch Nullsetzen von Determinanten der Matrix 
heryorgehen, da dies auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung, also die schon 
erledigten Kugeln geben wiirde. 

***) Wir bemerken beilaufig: Wenn eine Differentialgleichung 
2(R,, B,) = 0 
zu integrieren ist, so scheint es naturgemiss, zuniichst solche, Gleichungen 
OR, of 
Fd aye ea 
(as ee 


zu suchen, dass das System 2 = 0, = 0 gemeinsame Integralflichen besitzt. 


R,) =) 
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Developp. 
you 
Minimal- 
eurven. 


keine Differentialinvariante erster Ordnung existiert, so. miisste jede 
solche Gleichung durch Nullsetzen aller ftinfreihigen Determinanten 
der Matrix 
|S: ie Shee arg ahs 
(=; 20) 


hervorgehen. Dies liefert aber die Gleichung 
1 vin = ¢ rar 0, 


die alle den Kugelkreis enthaltenden Developpabelen darstellt. Jede 
solche Fliche ist die Developpabele einer Minimaleurve. Zwei solche 
Flichen sind congruent, wenn es ihre Riickkehrkanten, diese Minimal- 
curven, sind. Fiir die Minimalcurven aber haben wir eine vollstindige 
Congruenztheorie schon im vorigen Paragraphen aufgestellt. 


Die Gruppe der Bewegungen besitzt, wie hier anhangsweise bemerkt 
werden mag, noch andere Differentialinvarianten als die in diesem Kapitel 
betrachteten. Man kann insbesondere eine Grésse f einfiihren, die nicht 
transformiert werden soll, d. h. man kann zur Gruppe der Bewegungen in 
“, Y, @ noch die Gleichung f= f hinzufiigen und sodann die Differential- 
invarianten von der Form 


02 O24 Dip Op tari 
Q(x, mes Fa) Ze we yee By? sgn) 


aufsuchen. Diese Differentialinvarianten sind zugleich Differentialparameter, 
da df =O ist. Sie geben, sobald f eine Differentialinvariante ist, wieder 
eine Differentialinvariante. Man kommt -hier zu Differentialinvarianten, die 
u.a. in der Theorie der Orthogonalsysteme oder in der Mechanik auftreten. 


Kapitel 23. 


oe 


Uber die Invariantentheorie der ganzen Functionen und iiber die 
allgemeine Theorie der Differentialinvarianten beliebiger Gruppen. 


Schon oben bemerkten wir, dass zu jeder durch Differential- 
gleichungen definierten continuierlichen Gruppe Differentialinvarianten 
gehéren. Wie in den im vorigen Kapitel gegebenen Beispielen giebt 
es sogar mehrere Reihen von Differentialinvarianten, je nach den Ge- 
bilden, die man im Raume der Verinderlichen ins Auge fasst. In 
jedem einzelnen Falle kann man noch die Frage nach den Aquivalenz- 
kriterien zweier Gebilde stellen, und es ist uns, wie in jenen Bei- 
spielen, méglich, allgemein geltende Kriterien zu geben. 
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In der Geschichte der Mathematik ist, kann man wohl sagen, die 
von Gauss und Minding begriindete, von Spiiteren, wie Weingarten, 
Christoffel und Lipschitz weiter entwickelte Deformationstheorie das 
erste Beispiel einer Invariantentheorie und zwar bei einer gewissen 
unendlichen Gruppe*). Auch die von Beltrami und Lamé betrach- 
teten Differentialparameter sind Differentialinvarianten von Gruppen. 

Das zweite Beispiel ist die Invariantentheorie der Formen gegen- 
tiber der linearen homogenen Gruppe, die nach Vorarbeiten von Boole 
durch Cayley begriindet wurde und zu deren Aufbau namentlich 
Sylvester, Aronhold, Hermite, Clebsch, Gordan und Hilbert 
beigetragen haben. Diese Theorie ist niimlich, wenn man sie auf 
allgemeine analytische Functionen bez. Gleichungen anwendet, cine 
Theorie von Dz¢fferentialinvarianten. Beschrinkt man sich auf alge- 
braische Gebilde, so vereinfacht sie sich allerdings zu einer Invarianten- 
theorie der Verianderlichen einer Gruppe allein, nicht ihrer Differential- 
quotienten. Immerhin aber sind die Differentialparameter, die in der 
Theorie der Formen auftreten, wirkliche Differentialinvarianten. 

Die niichste Invariantentheorie ist die von Lie 1872 entwickelte 
Invariantentheorie der unendlichen Gruppe aller Beriihrungstransfor- 
mationen. 

Auch die schon langst begriindete Kriimmungstheorie der Curven 
und Fldchen gehért zu den Differentialinvarianten-Theorien. Wenn 
wir sie oben nicht als Beispiel aufgezihlt haben, so liegt das darin, 
dass man sich dieser Auffassung bisher nicht bewusst gewesen ist. 
Wir haben aber im vorigen Kapitel diese Theorie als eine solche 
der Differentialinvarianten der Gruppe der Bewegungen vollstandig 
entwickelt. 

Im gegenwirtigen Kapitel wollen wir zuniichst die Cayley’sche 
Invariantentheorie der Formen in der gekennzeichneten Auffassung be- 
sprechen. Dabei ist unser Hauptzweck, zu zeigen, dass dieselben 
allgemeinen gruppentheoretischen Gesichtspunkte, von denen aus wir 
sie behandeln, auch fiir andere Gruppen analoge Theorien geben. Die 
Ergebnisse sind selbstverstindlich nicht neu, aber die Form ihrer Ab- 
leitung diirfte es teilweise sein. 

Alsdann werden wir zum Schlusse des Kapitels fiir die Aufstellung 
allgemeiner Invariantentheorien bei vorgelegter Gruppe die massgeben- 
den Gesichtspunkte in Kiirze andeuten. 


#) Siehe Lie, Uber Differentialinvarianten. Math. Ann. Bad. 24. 
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§ 1. Allgemeines iiber die Invariantentheorie der binaren Formen. 


Liegt eine v-gliedrige Gruppe in ” Veranderlichen 2,.. 4%, vor: 
4 * 
pie PA ae Cineen) (Cah 2...) 


und giebt es eine bei der Gruppe invariante Schar von — sagen wir 
oo” — Mannigfaltigkeiten, so werden diese co” Mannigfaltigkeiten 
durch die Transformationen 7, der Gruppe unter einander vertauscht. 
Da die Mannigfaltigkeiten von m wesentlichen Parametern @,.. Gm ab- 
hingen, finden ihre Vertauschungen bei Ausfiihrung der Transforma- 
tion 7, der gegebenen Gruppe ihren Ausdruck in gewissen Transfor- 
mationen der Wertsysteme (a,.. Gm): 


Oe == (Gi ac Om, Cy 2 Cr) el ea 


Zu jeder Transformation 7, der gegebenen Gruppe gehért eine solche 
Transformation S, der Parameter a@,..@m. Die Gleichungen der S, 
enthalten ausser a,..@m noch die r willkiirlichen Constanten ¢,..¢,, 
die in den endlichen Gleichungen der gegebenen Gruppe auftreten, 
d. h. die Parameter der Gruppe, die aber nicht mit den Parametern 
Q,--+@m, der Schar von Mannigfaltigkeiten verwechselt werden diirfen. 
Man erkennt nun aus der begrifflichen Auffassung unmittelbar, dass mit 


fis Ee ———) YL 
auch 
SS neniGy 
Gruppe der] . 7 . s * 
fmuppe der ist, Die Transformationen S,... bilden daher eine Gruppe, die Gruppe 


der Parameter a,..@m. (Siehe Satz 36, § 5 des 19. Kap.) 
Wir haben dies in § 1 des 10. Kap. fiir den Fall ausfiihrlich 
dargestellt, dass die gegebene Gruppe nur zwei Verinderliche enthalt. 
Aber diese Beschrinkung ist bei den damaligen Betrachtungen so un- 
wesentlich, dass wir ohne weiteres die dortigen Ergebnisse, insbeson- 
dere die dort angegebene Methode der Berechnung der infinitesi- 
malen Transformationen der neuen Gruppe, verallgemeinern k6nnen. 
Wir wollen dabei ausdriicklich daran erinnern, dass die r Parameter 
der gegebenen Gruppe in der neuen Gruppe der Parameter der Schar 
nicht samtlich als wesentlich aufautreten brauchen. Die Gruppe der 
Parameter der Schar von Mannigfaltigheiten kann vielmehr auch weniger 
als r-gledrig sem. Aber sie ist stets (meroédrisch) isomorph auf die 
gegebene Gruppe bezogen. 
Aavvalenz Wenn es sich nun darum handelt zu entscheiden, ob wnd wann 
faltisketton 2wer Mannigfaltigkeiten der betrachteten Schar vermige einer Transforma- 
tion der gegebenen Gruppe in eimander iiberfiihrbar sind oder, wie wir 
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kurz sagen, ob sie mit einander diquivalent sind, so kommt dies auf 
ein von uns schon erledigtes Fundamentalproblem zuriick. Deuten wir 
nimlich a,..@m» als Coordinaten in einem Raume R,, von m Dimen- 
sionen, so wird jede der co” Mannigfaltigkeiten durch einen Punkt 
(@,..@») in diesem Raume dargestellt, und umgekehrt. Die Gruppe 
der Parameter der Schar stellt dann eine Gruppe von (héchstens 00”) 
Transformationen der Punkte des R, dar. Unsere Frage kommt 
mithin auf die hinaus, ob und wann zwei Punkte des Ry vermoge 
dieser Gruppe in einander iiberfiihrbar sind. Um dies zu entscheiden 
haben wir nach § 4 des 16. Kap. die kleinsten invarianten Mannig- 


faltigkeiten in diesem R,,, denen die betreffenden Punkte angehdren, 
za berechnen. Hin Punkt geht vermége der Gruppe des &,, nur in 
Punkte der ihm zugehérigen kleinsten- invarianten Mannigfaltigkeit im 
Ry, tiber. Einem Punkt allgemeiner Lage des R,, erteilt die Gruppe 
der Parameter eine gewisse Anzahl von einander unabhingiger Fort- 
schreitungsrichtungen. Fiir Punkte specieller Lage kénnen sich weniger 
ergeben. Wir finden diese Punkte bekanntlich durch Nullsetzen aller 
Determinanten gleicher Reihenzahl der Matrix der Gruppe. Dadurch 
werden invariante Gleichungensysteme gefunden, die wir wie schon in 
einer Fussnote 8. 711 singuldr nennen wollen. Die Punkte, deren 
Coordinaten a, a,.. a, diese singuliiren Gleichungensysteme erfiillen, 
heissen entsprechend singuldre Punkte. Jeder singulire Punkt stellt 
eine singuldre Mannigfaitigket in der Schar aller co” zu betrachtenden 
dar, d. h. eime, die mehr infinitesimale Transformationen der vor- 
gelegten Gruppe gestattet, als die allgemeine Mannigfaltigkeit der 
Schar. Wenn letztere gar keine infinitesimale Transformation der ge- 
gebenen Gruppe gestattet, so gestatten die singuliéren mindestens eine. 

Man sieht, dass das angeregte Problem nur eine andere Fassung 
eines friiher erledigten ist. Wir werden aber doch an einem wich- 
tigen Beispfele zeigen, wie sich die Ausfiihrung des entwickelten Ge- 
dankenganges darstellt. Dabei sei noch bemerkt, dass die endlichen 
Gleichungen der Gruppe der Parameter a,..a,, der invarianten Schar 
ohne Integration direct gefunden werden kénnen, sobald die endlichen 
Gleichungen der vorgelegten Gruppe bekannt sind. 

Vom Standpunkt der Gruppentheorie aus bietet das in Rede 
stehende Problem, wie gesagt, keine Schwierigkeiten dar und ist in 
allem wesentlichen langst erledigt. Aber man kann in bezug auf die 
auftretenden Functionen beschriinkende Voraussetzungen machen und 
dadurch unter Umstinden functionentheoretischen Schwierigkeiten be- 
gegnen. Denn wenn man allgemeine analytische Functionen zulasst, 
ist bei allen Operationen stillschweigend immer ein solcher Bereich 


Singuliire 
Mannig- 
faltigkeit. 


Lin. homog. 
Gruppe. 


Binire 
Form. 
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zu begrenzen, in dem sie sich regular und eindeutig verhalten. So 
lange man tiber die Functionen nichts ‘niheres weiss, kann man auch 
hieriiber nicht hinaus gehen. Sobald aber nur gewisse Arten von 
Functionen, etwa nur algebraische, auftreten, erhebt sich ein neues 
rein algebraisches Problem, fiir die Ergebnisse im ganzen Raume Li, 
allgemein giiltige Formeln zu finden. Insbesondere stellt sich dann 
das algebraische Problem, die den Punkten des &,, zugeordneten 
kleinsten invarianten und irreducibelen Mannigfaltigkeiten in unzwel- 
deutiger Weise darzustellen. 

Aber alle diese Fragen sind, obgleich sie bedeutende Schwierig- 
keiten machen kénnen, nicht solche, die der Gruppentheorie angehoren. 

In dem in diesem und dem folgenden Paragraphen zu gebenden 
wichtigen Beispiel nun bieten sich derartige algebraische Schwierig- 
keiten dar. Es ist nicht unsere Sache, auf diese genauer einzugehen. 
Vielmehr legen wir das Gewicht darauf, zu zeigen, welches die leiten- 
den gruppentheoretischen Gesichtspunkte bei dem betreffenden Problem 
sind oder doch sein sollten. 


Wir wollen ausgehen von der viergliedrigen linearen homogenen 
Gruppe in zwei Veranderlichen x, y: 


(1) e=0,0-+ By, ymax + py, 
deren Determinante mit 4 bezeichnet sei: 


A = a, 8, — a8, + 0. 


Wir wollen die Transformationen der Gruppe auf alle bindren Formen 
austiben. Unter einer bindren Form versteht man bekanntlich eine 
homogene ganze rationale Function in zwei Verinderlichen x, y. Es ist 
augenscheinlich, dass jede biniire Form bei linearer homogener Trans- 
formation der Verinderlichen wieder in eine binare Form tibergeht. 

Man kann nach allen Transformationen in w, y fragen, die jede biniire 
Form wieder in eine solche wberfiihren, und deren inverse Transforma- 
tionen ebenfalls diese Higenschaft haben. Da x, y selbst biniire Formen 
sind, so sieht man leicht, dass bei einer derartigen Transformation die 
neuen Vertinderlichen «, y’ binire Formen der alten sein miissen, und um- 
gekehrt. Dies ist aber nur dann méglich, wenn «’, y’ linear und homogen 
in #, y sind, wie in (1). 

Die Schar aller binirer Formen ist zwar der Gruppe (1) gegen- 
tiber invariant, aber sie hangt von einer wnendlichen Anzahl von Para- 
metern ab. Doch lasst sich unser Problem der Aquivalenz binirer 
Formen gegentiber der linearen homogenen Gruppe auf das Eingangs 
skizzierte Problem zuriickfiihren: 
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Hinerseits niimlich bemerkt man, dass eine binire Form nt” 
Grades 


= a,x" + (T)a,a"—ty as (3)a,a°—*y? salt. aye 


durch lineare homogene Transformation stets wieder in eine binire 
Form desselben Grades tibergeht. Wir kénnen uns deshalb auf die 
Betrachtung der biniiren Formen n*" Grades beschriinken, die nur von 
einer endlichen Anzahl von Parametern a), @,.- 4, abhiingen. 
Andererseits sieht man, dass die Aquivalenz von Formen gegen- 
iiber der Gruppe (1) sich deckt mit der Aquivalenz yon Gleichungen 


p = aya" + (f)a,ar—ty + (B)aja"—2y? + + + aay" 
zwischen «, y und q gegentiber der Gruppe in a, y, g, die aus der 
Gruppe (1) durch Hinzufiigung von 

¥=% 

hervorgeht. Wir haben also thatsiichlich eine Aquivalenzfrage von 
oo" +! Mannigfaltigkeiten im Raume der drei Coordinaten x, y, » vor 
uns. Damit aber haben wir genau den Ausgangspunkt dieses Para- 
graphen erreicht. 

Zu jeder linearen homogenen Transformation (1) gehért eine 
Transformation in @), a,..@,. Sie ist offenbar ebenfalls linear und 
homogen. Denn, wenn die Form g vermége (1) in 


i fee W ye Pr ae , Nn Ds NG Dis ow 
g-= a4 a (7) ay an ly 4- (5 )as2” 2y'2 = <2 =E Gn yf” 
iibergeht, so muss umgekehrt wieder aus g’ die Form @ vermége. der 
zu (1) inversen Transformation 


Beat setts gy See aye te 
= iar ae a! 


hervorgehen. Setzen wir aber diese Werte x, y in p ein, so kommt: 
fc = fi) \* > ry Oa r\” 
Bey) ta, (— Seay) 


Wenn wir hierin die Klammern ausrechnen, dann nach Potenzen von 
a, y ordnen und gliedweise mit g’ vergleichen, so tibersehen wir, 
dass ag, Q/..Qn linear und homogen in dy, a..% sind. Zugleich 
sehen wir, dass sich die endlichen Gleichungen der Gruppe der Para- 
meter @), @,-.@ ohne jede Schwierigkeit ergeben. 

Deuten wir a), 4..@n als gewéhnliche Coordinaten in einem 
Raume R,+1 von n-+ 1 Dimensionen, so wird jede Form n‘™ Grades 


Biniire 
Form 76D 


Grades. 


g durch einen Punkt (a), @,.-@n) des Rn+1 dargestellt. Zwei Formen x quivatonz 


sind dann und nur dann gegeniiber der Uinearen homogenen Gruppe (1) 
Gquivalent, wenn ihre Bildpunkte im #41 durch cine Transformation 


Lie, Continuierliche Gruppen. 46 


binéirer 
Formen, 
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der Gruppe der Parameter a, @,--4@, in einander tiberfiihrbar sind. 
Um dies zu entscheiden, ist nach § 4 des 16. Kap. die Zerlegung des 
R,+1 in lauter kleinste invariante Punktmannigfaltigkeiten zu be- 
wirken. Dazu haben wir nach Theorem 29 jenes Paragraphen die 
Determinanten der Matrix der Gruppe der Parameter gleich Null zu 
setzen, sowie die eventuell vorhandenen Invarianten J(a), @,.. Gn) ZU 
berechnen, die sich, wie stets, als beliebige Functionen einer gewissen 
endlichen Anzahl von Invarianten darstellen. Durch Nullsetzen der 
Determinanten der Matrix ergeben sich siguldre Gebilde und zu ihnen 
Singulixe oehoren singuldre Formen. Da eine allgemeine Form n*™ Grades keine 
infinitesimale lineare Transformation zulisst (sobald n > 2 ist), so sind 
diese singularen Formen als die gekennzeichnet, die bei mindestens 
einer infinitesimalen linearen homogenen Transformation in sich tiber- 
gehen. Ferner die Invarianten der Gruppe der Parameter bestimmen 
sich, da diese Gruppe auch linear und homogen ist, aus vollstindigen 
Systemen von linearen Differentialgleichungen, deren Coefficienten in 
Mp, %,-+ 4, linear und homogen sind. Aber die Lésungen eines solchen 
Systems lassen sich bekanntlich immer bestimmen. Ihre Berechnung 
kann nur algebraische Schwierigkeiten ‘machen. 
Es ist dies eine Bemerkung, die fiir die ganze Invariantentheorie 
der biniren, ternaren u. s. w. Formen gilt: Alle in betracht kommen- 
den Invarianten lassen sich rein algebraisch bestimmen. 


_Quadra- Fassen wir ein einfaches Beispiel ins Auge: Bei der quadratischen 
tische Form. =) 


Form 
—— 4 ¢ 2 
p =a xv? + 2a,cy + ay 


lautet die Gruppe der Parameter, wie man sofort berechnet, so: 
. Fi 1 3 
6 = Fi (B." ag — % By a, + 7 ay), 
, 1 
(3) ty = a (— 2B, BoM + (eB: + 08,)a, — 2er, ota5), 


1 
de = x (By? — 0B, a, + o,7 ay). 


Wir kénnen auch nach der in § 1 des 10. Kap. angegebenen 
Methode die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe (3) direct 
aus denen der Gruppe (1): 

(U’) yp “p—yq xq apt yg 


berechnen. Wir haben danach zu setzen: 


Op = 2(a,xdu + a,(ady + you) + agydy) + 
+ x da) + 2xyda, + y?da, 
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und hierin unter 02, dy die Incremente bei einer der infinitesimalen 
. i 

Transformationen (1’) zu verstehen. Alsdann muss 0 fiir alle Werte 

von «, y Null sein. Danach zerfillt dg =O in drei von a, y 

freie Gleichungen zur Bestimmung von da), Oa,, Oa,. Gehen wir z. B. 

von yp aus, so ist dv = ydt, dy = 0, also zu setzen: 


2(axy + ay)dt + wv da, + 2xryda, + y?da,=0. 
Hieraus folgt einzeln: 
0a =0, dOa=—a, Ja,=— 2a. 
In dieser Weise finden wir als infinitesimale Transformationen der 
Gruppe (3) der Parameter diese: 


dy ae ag; a 
= 24,25 + 2a, 56 
eae gt 


Die letzte infinitesimale Transformation erteilt dem Punkte (ay, a,, a) 
des gewohnlichen Raumes #,, in dem wir die quadratischen Formen 
als Punkte abbilden, die Fortschreitung lings des Radiusvectors des 
Punktes. Daraus folet, dass die kleinste invariante Mannigfaltigkeit 
.eines Punktes stets den Radiusvector des Punktes enthalt, also ein , 
Kegel ist. Dies wird durch die Berechnung verificiert: Die Gruppe 
besitzt keine Invariante, da die dreireihigen Determinanten der Matrix 


0 —& —2a, 
— 2, 0 2 ay 
—2a, —a, 0 


— 2a —2a, — 2a, | 


nicht samtlich identisch Null sind. Ihr Nullsetzen liefert den in- 
varianten Kegel zweiten Grades 
Ay, — a,” = 0 

als singulires Gebilde. Alle zweireihigen Determinanten verschwinden 
nur fiir den Anfangspunkt, dessen Invarianz bekannt ist. Zwei quadra- 
tische Formen also, die nicht durch Punkte jenes Kegels dargestellt 
werden, sind stets in einander tiberftihrbar. Zwei solche, die durch 
Punkte des Kegels dargestellt werden, ebenfalls. Letztere sind wegen 


Ay M, — 4,” = 0 die rein quadratischen }ormen (Vaya + Vagy) Bei 
46° 
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allen oo* linearen homogenen Transformationen nimmt eine allgemeine 
quadratische Form nur oo® Werte an. Sie gestattet daher eine infini- 
tesimale lineare homogene Transformation. Dies ist iibrigens auch 
anders leicht einzusehen. Die rein quadratischen Formen gestatten 
zwei unabhingige infinitesimale Transformationen. 

Es kommen, wie sich zeigte, nur solche kleinste invariante Mannig- 
faltigkeiten in betracht, die aus Strahlen durch den Anfangspunkt be- 
stehen, also durch homogene Gleichungen zwischen a), @,, a2 dar- 
gestellt werden. Diese aber sind durch ihren Schnitt mit der unendlich 
fernen Ebene vollig definiert. 

In der unendlich fernen Ebene sind a,, a,, a, als homogene Coor- 
dinaten des Punktes aufzufassen, in dem der Strahl vom Anfangspunkt 
zum Punkt (a, a,, a,) des R, diese Ebene trifft. Statt also im Raume 
R, die klemsten invarianten Mannigfaltigkeiten zu suchen, kénnen wir 
uns darauf beschrinken, sie in der Hbene mit den homogenen Coor- 
dinaten @), @,, @ aufzusuchen. Durch einen Punkt dieser Hbene 
werden dann die Form g sowie alle Formen Ag dargestellt, in denen 
4 ein von 2, y unabhangiger beliebiger Factor ist. Die Ersetzung des 
R, durch die Kbene kommt also darauf hinaus, dass man Formen, die 
sich nur um einen Zahlenfactor unterscheiden, als dieselben auffasst, 
sodass nur noch die Verhiltnisse der Parameter a,, a,, a in betracht 
kommen. Nebenbei bemerken wir, dass wir der hier betrachteten 
Gruppe schon 6fters begegnet sind. 


Die vorstehenden Auseinandersetzungen gelten nun auch fiir 
Formen beliebigen Grades: 


p= aye" + (f)aar—ty $+ any". 


Die Gruppe der Parameter a), a@,..a, enthilt alle Transformationen, 
die den Punkt (a, @,..@,) im R,4, mit den gewohnlichen Coordinaten 
My, @,.. 4, lings seines Radiusvectors fortfiihren. Denn bei der Trans- 


formation 
edn, yay 


geht gm in A—”- @ tiber, sodass 
EDs a, Pen 
dy =A Og, Cy = 1a ie Oe 


Pesan wird. Deshalb werden auch hier die Invarianten homogen von nullter 
annig- ‘ A f F : a a : 
faltigkeit Ordnung sein, die klemsten invarianten Mannigfaltigkeiten aus Strahlen 


von 


Strahlen. durch den Anfangspunkt bestehen und durch den Schnitt mit dem un- 
endlich fernen Raume R,, von » Dimensionen bestimmt. Im R, spielen 


Allgemeines tiber die Invariantentheorie der biniiren Formen. T25 


My My++ Ay die Rolle von homogenen Coordinaten. Wir beeintriichtigen 
mithin die Allgemeinheit nicht, wenn wir nur die Verhiiltnisse der Para- 
meter Ay, Ay.. Ay als wesentlich auffassen. 
Es deckt sich das Aquivalenzproblem mit dem folgenden: Hs Aduivalenz 


wird gefragt, ob die Gleichung in a, y Gleicbgn. 


P = Myx" (F)aa"—ty a 0 
durch eine lineare homogene Transformation (1) in die Gleichung in a’, y’ 
of aie + (Haiaiy-+ + + ays —0 
iiberftthrbar ist. Da naimlich g vermdge der fraglichen Transforma- 
tion wieder in eine biniire Form mn Grades tibergeht, so sind die 
beiden Gleichungen nur dann fquivalent, wenn die beiden Formen 
und g’ mit einander Aquivalent sind. 

Wir wollen einmal die Invarianten der Gruppe der Parameter ins Rationale 
Auge fassen, die rational sind. Jede solche wird sich als ein Quotient 
aus zwei ganzen Functionen darstellen, die vom selben Grade homo- 
gen sind: yy 

2 he ae 
Da die Gruppe der Parameter linear und homogen ist, so bleibt J bei 
einer Transformation S derselben in der Weise invariant, dass U wie 
auch V sich mit einem von den Parametern a), @,..@, unabhangigen 
Factor 9 reproduciert: 
U’=oU, V'=ol. 

Der Factor 9 hangt nur von «@,, f;, a, B,, den Parametern der 
Gruppe (1), ab. Da diese in den Gleichungen der Gruppe der Para- 
meter, also in den Ausdriicken ftir a,, a,'..@, als Factoren in Form 
von Briichen mit den Nennern 4” auftreten, deren Zihler vom ni" 
Grade in «,, B,, @, 6, sind, so erkennt man, dass, wenn U vom 
m= Grade in a, a... ist, @ eine rationale homogene Function vom 
—nm" Grade in o,, B,, %, B, mit dem Nenner 4” ist. 

Es giebt nun oo® lineare homogene Transformationen, bei denen 


O(@, By, %, Bz) = 1 
ist. Sie bilden eine Untergruppe, da sie simtlich U invariant lassen. 
Diese Gruppe hat offenbar paarweis inverse, die identische und infinite- 
simale Transformationen. Sie enthalt aber nicht alle Transformationen 
w= 1a, y= Ay; 


denn bei allen diesen kann @ nicht gleich Kins bleiben, da_ hier 
a, = 4, Bi =0, o =0, 6, =A ist. Nach Theorem 16, § 4 des 
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Specicllo 5, Kap., ist die Untergruppe mithin die specielle lineare homogene 


lin. homog. 


Gruppe. Gruppe. Sie ist durch die Forderung: ° 
A = 0; By — OB, = 1 


definiert, sodass also @ eine Function von 4 allein und offenbar von 
der Form 


—nm 


Oa 


ist. 

Die rationalen Invarianten J der Gruppe der Parameter a,, a,..Qn, 
die sich ergeben, wenn wir die Verdnderlichen x, y der allgemeinen 
linearen homogenen Gruppe (1) wnterwerfen, sind mithin Quotienten 

U 
Bet 
von ganzen Invarianten U, V i Gruppe der Parameter a), a,..n, die 
sich ergeben, wenn wir die Verdnderlichen x, y nur der speciellen linearen 
homogenen Gruppe wnterwerfen. 

Das Ergebnis ist auch umkehrbar. Niamlich jede Invariante J 
der Gruppe der Parameter bleibt insbesondere auch bei den Transfor- 
mationen dieser Gruppe invariant, die zur speciellen linearen homo- 
genen Gruppe in 2, y gehdren und natiirlich fiir sich eine Unter- 
gruppe. bilden, ist also eine Function aller Invarianten dieser Unter- 
gruppe der Gruppe der Parameter. Soll sie bei der ganzen Gruppe 
der Parameter invariant sein, so muss sie bei der ungedndert bleiben, 
die zu xp + yq gehort und bis auf einen Zahlenfactor die Form 


0 
% 54, + 4 50 AREr ta 
hat, d. h. sie muss von nullter Ordnung homogen in a, @,.. Qn» sein. 
Bezeichnen wir die Untergruppe der Gruppe der Parameter, die 
zur speciellen linearen homogenen Gruppe in #, y gehért, als die 
pocells specielle Gruppe der Parameter, so sehen wir also: Die Invarianten der 
Parameter allgememen Gruppe der Lee sind identisch mit den von nullter 
Ordnung homogenen Invarianten der speciellen Gruppe der Parameter. 
Eguanicn Da die Invarianten der speciellen Gruppe der Parameter an sich 
epeetallen Interesse haben, werden wir kiinftig von der speciellen linearen homo- 
genen Gruppe: 


(4) ee mr+ py, y= @# + Boy, 
A= 0B, — 08, = 1 
ausgehen. Wir sind dann sicher, auch die fiir das Aquivalenzproblem 


bei der allgemeinen linearen homogenen Gruppe in betracht kommen- 
den Invarianten zu finden. : 
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Wir bemerken dabei noch, dass sich nach Satz 13, § 6 des 
20. Kap., soviele von einander Paphangige Invarianten, als es tiber- 
haupt giebt, stets homogen wiihlen lassen. Die Invarianten der spe- 
ciellen Gruppe der Parameter sind diejenigen Functionen, die von den 
Vertretern der Theorie der bin’ren Formen als Invarianten bezeichnet 
werden. Die von nullter Ordnung homogenen heissen bei ihnen ab- 
solute Invarianten. Vom allgemeinen Standpunkt der Gruppentheorie 
aus sind letztere die Invarianten gegentiber der allgemeinen Gruppe 
der Parameter. 


Handelt es sich um die Aquivalenz einer Reihe von Wormen Aie5e) 

y, wv... mit anderen q, w’..., so werden wir die Reihe p, w... teihen. 
auch schon dann mit der Reihe g’, w’... aquivalent nennen, wenn 

eine lineare homogene Transformation existiert, die m, p... in dg’, uy’... 
iiberfiihrt, da wir festgesetzt haben, dass nur die Verhialtnisse der 
Coefficienten a), a,..@n, do, b,. On, ... jeder einzelnen Form in be- 
tracht kommen sollen. Um dies ineealeesproblet zu behandeln, 
haben wir a, a,..@, unter sich homogen, ebenso }), 0,.. 0m unter 

sich homogen u. s. w. anzunehmen, also die speciellen Gruppen der 
Parameter @, @,.-@n,, ferner 0), 6,..0m U. 8. W. ZU einer einzigen 
Gruppe zusammenzufassen, deren infinitesimale Transformationen also 

die Summen der entsprechenden infinitesimalen Transformationen der 
einzelnen speciellen Gruppen der Parameter eu und hinzuzufiigen: 


of 
iin tat eine ee 


u. s. w. Die Formenreihen sind Pe dty 9 wenn die Wertsysteme 
: : T Live Nite gat el 
(@y 2 Qy2-- Gn, by: by:..2bm, ...) in die Wertsysteme (ay 2a, :..: an, 
by: by :..:bn, ..-) vermége der so gebildeten Gruppe tiberftihrbar 
sind. Wir peaien dies nachher an einigen Beispielen erliutern. 


§ 2. Weitere Ausfiihrungen und Beispiele. 


Ehe wir zu den Beispielen iibergehen, wollen wir noch die mit Mit Hormon 


: Syd : bya Li Heer, 
einer bintiren Form invariant verkniipften Functionen besprechen. reainh ey 
Liegt nimlich eine Form 


QS Fn (Thayar—ty +--+ ay" 


vor, so kann man sich nach Functionen fragen, die erstens von ihr 
abhiingig sind, d. h. also, welche die Form 
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EG, Y, Qj, Gys+ On 


haben, und die zweitens mit p bei der ‘speciellen linearen homogenen 
Gruppe in 2, y invariant verkniipft sind. Wenn, um dies deutlicher 
auszudriicken, m bei einer speciellen linearen homogenen ‘Transforma- 
tion von x, y in 


y a een y ut) Up LS, 
yp = ale" + (falarty + + + aly 
iibergeht, so soll gleichzeitig J’ im 
| {ue eee oi , 7 Vg 
EP = Pe ey 5 Ay ye 1 Oye 


iibergehen. Natiirlich sind diese Functionen £” von besonderer Be- 
deutung fiir die Theorie der bin’ren Formen. Insbesondere pflegt man 
in dieser Theorie solche Functionen /” zu suchen, die wieder binidre 
Formen-sind. Man nennt sie dort Covarianten. Wir bemerken aber, 
dass sie nichts anderes sind, als Invarianten. Die Functionen I’ 
miissen nimlich invariant sein gegentiber der Gruppe in den »-+ 8 
Verinderlichen w, y, d, @.-Gn, die dadurch entsteht, dass man zu 
den speciellen linearen homogenen Transformationen von x, y die zu- 
gehérigen linearen homogenen Transformationen von a), @,..@» hinzu- 
fiigt. Dass die so entstehenden Transformationen auch eine drei- 
gliedrige Gruppe erzeugen, ist begrifflich klar und wurde in § 1 des 
10. Kap. in Satz 2 ausgesprochen. 

Man kann offenbar auch die mit emer Rethe von Formen op, wv... 
mvariant verkniipfien Functionen aufsuchen. Man wird alsdann nach 
den Invarianten der dreigliedrigen Gruppe fragen, die aus der spe- 
ciellen linearen homogenen Gruppe in w, y hervorgeht, wenn man die 
Transformationen der Coefficienten a), a,..@,, ferner by, b;..0m U. 8. W. 
der Formen g, ~... mitberiicksichtigt. 

Alle diese allgemeinen gruppentheoretischen Uberlegungen sollen 
an den einfachsten Beispielen, an quadratischen, cubischen und bi- 
quadratischen Formen erliutert werden. 

Dabei bemerken wir, dass man von vornherein gewisse diese 
Formen betreffende Ergebnisse ohne Rechnung angeben kann, indem 


man die Theorie der projectiven Gruppen der Geraden benutzt. 
Hine Lorm nimlich: 


Pee 
stellt gleich Null gesetzt eine Gleichung n‘™ Grades fiir 2 dar, und 


wir wissen, dass die Aquivalenz von Formen sich mit der dieser Glei- 
chungen deckt. Wenn wir «, y als homogene Punktcoordinaten auf der 
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Geraden deuten, so wird die Gleichung gy = 0 gerade m Wurzelpunkte 

auf der Geraden haben. Sind diese gegeben, so sind auch die Ver- 
haltnisse von a, @,..@, bekannt. In dieser Auffassung ist also die ,%0™ 
Form ni” Grades durch n Punkte der Geraden dargestellt. Die specielledurch n Pkte 
lineare homogene Gruppe in a, y ist ferner in dieser Auffassung die dargostelt. 
allgemeine projective Gruppe der Geraden (vgl. § 4 des 5. Kap.) 

Zwei Formen n' Grades sind dann und nur dann vermége der spe-- 

ciellen linearen Gruppe einander &quivalent, wenn die » Wurzelpunkte 

der einen durch projective Transformation der Geraden in sich in die 

n Wurzelpunkte der anderen iiberfiihrbar sind. Nach Satz 1, § 1 des 

5. Kap., sind daher zwei lineare oder zwei quadratische oder zwei 
cubische Formen mit getrennten Wurzelpunkten stets mit einander 
aiquivalent. Aus Satz 5 ebendaselbst folgt ferner, dass nur solche 
Formen, die héchstens zwei getrennte Wurzelpunkte besitzen, infinite- 

simale specielle lineare homogene Transformationen in sich gestatten. 

Hs sind dies die oben als singuldr bezeichneten Formen. Hierher ge- Singulire 
héren alle linearen und quadratischen, ferner diejenigen cubischen 


Formen, die einen rein quadratischen Factor enthalten: 


(Ax + wy)’ (9x + oy), 
ferner diejenigen biquadratischen, die entweder zwei rein quadratische 
Factoren haben: 

(Ax + wy)’ (ox + oy)? 
oder aber einen rein cubischen Factor besitzen: 

(Aw + uy) (oe + oy) 
u. s.w. Natiirlich gehéren hierher auch alle Formen n'™ Grades, die 
ne Potenzen linearer Formen sind, also (Aw + wy)’, (Ax-+ wy)* us. w. 

Wir wenden uns jetzt zur Besprechung der einzelnen Formen. 

Dabei deuten wir a, a,.-@, wie im vorigen Paragraphen auseinander- 
gesetzt wurde, als homogene Punktcoordinaten eines nur n-fach aus- 
gedehnten Raumes. Dann kommen fiir die Aquivalenzfrage, wie gesagt, 
nur die in @..@, von nullter Ordnung homogenen Invarianten und 
iiberhaupt die homogenen invarianten Gleichungensysteme in betracht. 


1. Beispiel: Quadratische Form. _ Quadra- 


tische Form, 


Wir haben schon das Aquivalenzproblem einer quadratischen Form 


p =a + 2ary + ay’ 
besprochen. Wir recapitulieren unsere Ergebnisse kurz mit den durch 
die Auffassung von a, 4, a als homogenen Parametern gebotenen 
Abiinderungen. 
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Hier lautet die specielle Gruppe der Parameter: 


Tip Re 
 % aq, — 2% 5a, 
of of 
20 50, T 20, 50 
of of 
—2 1 Ba, ay oa, 


Nullsetzen der infinitesimalen Transformationen giebt ein nur zwel- 
gliedriges vollstiindiges System mit einer Lisung, der Invariante*) 


Dog = 2G, — a,°). 


Deuten wir a, @,, @ als homogene Punktcoordinaten in der Ebene, 
so giebt diese Invariante nur gleich Null gesetzt eine invariante Curve, 
einen Kegelschnitt. Er ist der Trager der rein quadratischen Formen. 
Zwei allgemein gewihlte quadratische Formen sind einander stets 
iquivalent. Fiigen wir zur Gruppe noch 


7) 7] 0 

A ie + 4 Se + a, i 
hinzu und setzen dann alle dreireihigen Determinanten der Matrix 
gleich Null, so ergiebt sich nichts Neues. Also sind zwei quadratische 
Formen nur dann nicht allgemein, wenn Dy bei ihnen Null ist. Zwei 
solche rein quadratische Formen sind stets mit einander Aquivalent. 
Dass jede quadratische Form eine infinitesimale specielle lineare homo- 
gene Transformation zuliisst, wurde schon oben bemerkt. Insbesondere 
die rein quadratischen Formen gestatten deren zwei von einander un- 
abhingige. Suchen wir die mit einer quadratischen Form invariant 
verkniipften Functionen, so haben wir die Invarianten der Gruppe in 
L, Y, A, M%, A zu bestimmen: 


wa hoa ee 
YP % Ca, oa 0a, 
6 of ¢ of 
OB UG ety a + 2a, Ba 
of 0 
Se ee 
MO Seca’ Da, Seem 


Nullsetzen dieser drei infinitesimalen Transformationen giebt ein drei- 
gliedriges vollstindiges System in fiinf Veriinderlichen 2, y, a), a,, do, 
das also zwei von einander unabhingige Lésungen besitzt. Solche 
kennen wir aber schon, nimlich die Form @ selbst und die Invariante 
Dy. Mit einer quadratischen Form ist also keine andere biniire Form 


*) Wir wihlen die Bezeichnungen in Einklang mit den in der Theorie der 
binéren Formen gebriiuchlichen. 
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Form invariant yerkniipft ausger den trivialen, die Functionen von 
g sind. 


2. Beispiel: System von zwei quadratischen Formen cab 
quadratische 
pS aya* + 2aay + ay? a 
v= ba? + 2b, ry + dy’. 
Hier haben wir zur Entscheidung der Aquivalenzfrage die Gruppe zu 
betrachten: 


ee eg BO of 

neg z bab, ot, 

Bee et of af: 

EO Pe > Se SS eel pail 

eo Cay ts a 5 Cty 2b, 0b, + 2, 0b, 
oak of i of 
2% da, — % Ba, eo isms 


Die infinitesimalen Transformationen stellen gleich Null gesetzt ein 
dreigliedriges vollstandiges System in 6 Verinderlichen a, a,, do, 
by, 0,, 6, dar. Hs giebt also drei von einander unabhiingige In- 
varianten. Zwei kennen wir schon, nimlich 
Dg = 2 (aya, — ay"), Dy = 2(0,, — 6,7), 
wihrend eine dritte diese ist: 
Agy = ab, — 2a,b, + ab, 


Homogen von nullter Ordnnng in a, a,, a wie b), b,, b, ist nur 
die Invariante: 


Apu 


oie, Dy 


In a, %, G Wie in b, b,, b, homogene invariante Gleichungen sind 
also diese: 


Dpg=0, Dy=0, J = Const., 


sowie solche, die sich ‘durch Nullsetzen der fiinfreihigen Determinanten 
der Matrix der Gruppe ergeben, nachdem zur Gruppe 


of we of ts of 


a ae 2 bu, 
by a +b, a a 


hinzugefiigt worden ist. Aber diese fiinfreihigen Determinanten lie- 
fern, wie die Ausrechnung zeigt, die 6 Relationen 


Dob) Agy — a Dy) = 9, Dy Agy ay b, Do) =0, 
Dg (hAgy — % Dy) = 9, Dy (a, Agy — b, Dy) = 9, 
Dg (b,Agy — Dy) =0, Dy(a,Agy — b,Dy) = 0. 
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Wenn also eine der beiden Gréssen D,, Dy nicht Null ist, so mtissen 
by, b,, be proportional a,, a,, a2 sein. “Aber diesen Fall schliessen wir 
natiirlich aus. Es ergeben sich also keine neuen invarianten Glei- 
chungen. Nullsetzen aller vierreihigen Determinanten giebt, wie man 
leicht sieht, ebenfalls kein neues invariantes Gleichungensystem. Die 
beiden quadratischen Formen g und w sind durch Punkte der Ebene 
mit den homogenen Coordinaten a), @,, a bez. by, 0, b, dargestellt. 
Joy = Const. stellt eine invariante Zerlegung der Schar aller Punkt- 
paare dar. Also folgt: Ein allgemein gewihltes System von zwei 
quadratischen Formen ist in ein anderes soiches dann und nur dann 
tiberftihrbar, wenn Jyy bei beiden denselben Zahlenwert hat. Geome- 
trisch ist Jy leicht zu deuten. Denn die Bildpunkte von » und y 
werden ja durch die allgemeine projective Gruppe des Kegelschnittes 
D, = 0 unter einander transformiert. Die Bildpunkte von g und » 
bestimmen nun eine Gerade, die den Kegelschnitt in zwei Punkten 
trifft. Alle vier Punkte besitzen ein augenscheinlich invariantes 
Doppelverhialtnis. Es muss also Jgy eine Function des Doppelverhalt- 
nisses sein, welches die Bildpunkte von m und w und die Schnittpunkte 
ihrer Geraden mit dem Kegelschnitt bestimmen. Besonderer Art sind 
nur die Paare von Formen, von denen eine, etwa , rein quadratisch ist 
(Da= 0), oder die alle beide rein quadratisch sind (Dp, =0, Dy = 0). 
Kin solches Paar ist nur, aber auch stets in ein ebensolches tiber- 
fiihrbar. 

Die mit g und wp invariant verkniipften Functionen sind die In- 
varianten der Gruppe in 2, Y, Q, G4, M, by, 0,, bs: 


af 9, of ar of 
YP Oda... ~ tee , = Sone 2b, Ob, 
of e ee oe eon: 
vp — Yd 2 My Ody + 2a, - 2b, om + 20, ee 
Mane ee ai a ROT: of 
Ee ig Baas = Coa 


Nullsetzen giebt ei dreigliedriges vollstandiges System mit 8—3—5 
unabhangigen Liésungen. Aber wir kennen schon ftinf solche, nimlich 
y, v, Dy, Dy, Agy. Jede andere ist folglich eine Function von 
diesen fiinfen. Wir wollen dies an einem Beispiel illustrieren: Die 
Formen g und # sind durch Punkte der Ebene dargestellt, die der 
projectiven Gruppe des Kegelschnittes unterworfen sind. Bei dieser 
Gruppe ist Pol und Polare invariant verkntipft. Also ist mit den 
beiden Punkten auch der Pol ihrer Geraden invariant verkniipft. Er 
stellt aber wieder eine quadratische Form @ dar. Sie ist somit in- 
variant mit g und w verkniipft und folglich eine Function von 
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9p, ¥, Dy, Dy, Agy. In der That beweist man, worauf wir nicht 
eingehen, dass 


Dy gp om 2Agypy wee Dow? 
das Quadrat einer quadratischen Form ist, die eben durch den Pol 


der Geraden dargestellt wird, welche die Bildpunkte von gm und » 
verbindet. 


3. Beispiel: Cubische Form 
— aS € 2 2 Aye 3 
= Ayu" + 3a,x°y + 3a,cy" + asy’. 


Hier ist die specielle Gruppe der Parameter, wie man nach bekannter 
_Methode leicht findet, diese: 


of Of. mint eo: 

“0 Fa, 29 5a, Os 0 As 

ts Ud of of of 

9% Ba, ie ene 2a, oS ba 
of of of 
— AG nd ae 
2; da,“ 0a, 8 ba, 


Nullsetzen dieser infinitesimalen Transformationen giebt ein drei- 
eliedriges vollstindiges System mit einer Liésung: 
3 22 Lone 
Ro = — 2 {6a,a,a,a, — 4a,a,° — 4a,°a, — a,’a,” + 3a,?a,"}. 
Deuten wir a, 4, a, a als homogene Punktcoordinaten im gewohn- 
lichen Raume, so stellt nur Ry, =O eine invariante Fliche in diesem 


Raume dar. Denn andere invariante Flichen kénnten nur solche sein, 
welche die Determinante der Gruppe, die nach Hinzuftigung von 


of of 
My 5g. ah +a oh Et ay se 


hervorgeht, zum Verschwinden bringen. Dies liefert genau Ry = 0. 
Nullsetzen aller dreireihigen Unterdeterminanten dagegen giebt die 
invariante Curve 
6,0. 0, == A, 0, 

Nullsetzen aller zweireihigen Determinanten liefert nichts. Die in- 
variante Curve ist eine Raumcurve dritter Ordnung, die invariante 
Flache ist von vierter Ordnung. Wir haben hier die allgemeine pro- 
jective Gruppe jener Raumcurve dritter Ordnung vor uns (vgl. das 
Beispiel § 3 und § 4 des 16. Kap.). Bei ihr bleibt die Flache der 
Tangenten der Curve in Ruhe. Mithin ist Ry = 0 diese Developpabele 
der Curve. Zwei cubische Formen, deren Bildpunkte weder auf der 
Curve, noch auf der Flache liegen, sind stets mit einander aquivalent. 
Da die Punkte der Developpabelen bei der Gruppe zwei von einander 


Cubische 
Form. 


Dis- 
criminante. 


Hesse’sche 
Form, 
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unabhiingige Fortschreitungsrichtungen erfahren, so sind sie alle mit 
einander iiquivalent. Sie stellen somit co? cubische Formen dar, .die 
unter sich fiquivalent sind. Ebenso geben die Punkte der Curve oo+ 
cubische Formen, die nur unter sich aquivalent sind. Die besondere 
Art dieser Formen liegt auf der Hand: Die ersteren sind die oo* 
cubischen Formen mit rein quadratischem Factor: 


(4a + wy)’ (ee + oy), 
die letzteren die oo? rein cubischen Formen: 
(Az + wy)’. 
Beides sind singuliére Formen, die ersteren gestatten eine, die letzteren 
zwei von einander unabhingige infinitesimale Transformationen der 


speciellen linearen homogenen Gruppe. Wir sehen auch: Rk = 0 ist 
die Bedingung dafiir, dass die cubische Gleichung g = 0 eine Doppel- 


uv) “ A A A S = 
wurzel = hat. Daher heisst R die Diseriminante der cubischen 


Form 9. 
Um die mit einer cubischen Form invariant verkniipften Functionen 
zu finden, bilden wir die dreigliedrige Gruppe in %, Y, dp, G1, Ms, Gs: 


of of of 
yp “= yo 9 aah ee eas 
of of of of 
LP — YY — 3M 1 Ba, os ee 3 Da, 
atl of ef 
ot eA er Prange C1 br ocn Os Fa, 


Nullsetzen hefert ein dreigliedriges vollstindiges System mit 6—3—=3 
von einander unabhangigen Loésungen. Hine ist g, eine zweite &,- 
eine dritte folgende: 


Ay = 2{ (aot, — 4°)" + (Ayd3 — A, 4) ZY + (ay a3 — a,*)y*\ 


Mit jeder cubischen Form ist also diese binare Form 4, invariant ver- 
kntipft. Man nennt sie die Hesse’sche Form. Hieran kniipfen wir die 
Bemerkung: Hine cubische Form q mit der Hesse’schen Form 4,==0 
kann durch die specielle Gruppe der Parameter nur in eine solche 
cubische Form g’ tibergefiihrt werden, deren Hesse’sche Form 4y durch 
diese Gruppe aus 4y hervorgeht, d. h. deren Jy ebenfalls identisch Null 
ist. Alle cubischen Formen also, deren Hesse’sche Form identisch ver- 
schwindet, bilden fiir sich eine invariante Schar. Aber 4, = 0 stellt 
drei Bedingungsgleichungen zwischen a), @,, 4, @3; dar, von denen 
zwei von einander unabhingig sind. Mithin haben wir hier eine in- 
variante Schar von oo' cubischen Formen vor uns, die mit der einzigen 
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derartigen Schar, die wir oben fanden, tibereinstimmen muss. Daher: 


Das identische Verschwinden von 4, ist die Bedingung dafiir, dass 
ein reiner Cubus ist. 


4, Beispiel: Biquadratische Form rae ie 
tische Form. 
p = ax* + 4a,a%y + aay? + dasay® + ayy* 


Die dreigliedrige Gruppe der Parameter ist hier diese: 


— a Timer peal of 

— hdc DOF : of of 

(5) 4a) bat, sn Oe Ti A Os pg oh eye, 
Be of of of 
oe Ga, 2 Da, outers ay doers 


Die Invarianten der Gruppe erfiillen ein dreigliedriges vollstindiges 
System in fiinf Verinderlichen. Es giebt also zwei von einander un- 
abhangige: 

i = 2(a,a, — 4a,a, + 3a,”), 

J = 6 (Gy Gq44 — M43” — Ay7A, — a,° + 20,4205), 


deren letztere sich auch so schreiben lasst: 


jJ=6/a, a a 


Gg Og MN 


Als von nullter Ordnung homogene Invariante geht daher die Function 


48 


hervor. In dem Raume RF, von vier Dimensionen mit den homogenen 
Punktcoordinaten a, ..a, bleiben demnach die oo dreifach ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeiten 


ae 
— = Const. 
4 


einzeln invariant. Fiigen wir zur Gruppe noch 


oe 


hinzu und setzen wir dann die vierreihigen Determinanten ihrer Matrix 
gleich Null, so ergiebt sich ein invariantes Gleichungensystem. Hs 
hat, wenn die obigen Bezeichnungen 7, j sowie die folgenden spater 
wieder auftretenden Abkiirzungen 
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0) = 2(Gy a, — a"), On = 2 (dg, — 5”), 
0; = (GAs — A, My), 03 = (4, ay — Ay Cz), 
30, = A)d + 2a,a, — 3a,” 


benutzt werden, die Form: 


(6) On? — G3) = 0° Ck 07a, 374): 
Entweder ist also 

(6) i=j=0 

oder 


6") Jbeboh nh oh ee 


Die Gleichungen (6’) definieren eine invariante zweifach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit. Dasselbe thun die Gleichungen (6”), wenn 
i und j nicht beide Null sind, denn. die fiinf Gleichungen (6”) redu- 
cieren sich auf nur zwei von einander unabhangige, wie man leicht 
einsieht. Wir haben also zwei verschiedene invariante Mannigfaltig- 
keiten von zwei Dimensionen erhalten. Dass sie wirklich verschieden 
sind, erkennt man z. B. daraus, dass der Bildpunkt der Form 2?y? 
zwar auf der einen (6”), nicht aber auf der anderen (6’) liegt, wahrend 
umgekehrt fiir die Form wy zwar (6’) erfiillt ist, aber die 0, den ay 
nicht proportional sind. 

Nullsetzen aller dreireihigen Determinanten giebt 


(7) 6, = 0, = 0, = 0, = 0,—0. 


Von diesen Gleichtngen sind nur drei von emander unabhangig. Sie 
stellen also eine invariante Curve dar und zwar eine Curve vierter 
Ordnung im f,. Nullsetzen aller zweireihigen Determinanten liefert 
nichts. Wir finden also: 

Zwei allgemein gewihlte biquadratische Formen sind einander 


iquivalent, sobald bei beiden . denselben Wert hat. 


Besondere Formen sind nur die singuldren, die entweder durch 
die Punkte der Mannigfaltigkeit (6°) oder die der Mannigfaltigkeit (6”) 
oder die der Curve (7) dargestellt werden. Solche, die den beiden 
ersteren Arten angehéren, gestatten eine, solche der letzten Art zwei 
infinitesimale specielle lineare homogene Transformationen in sich. 
Nach den diesen Beispielen vorausgeschickten Bemerkungen sind diese 
singuliren Formen die von den Gestalten: 


(Ax + wy)’ (o% + oy), (Ax + wy)? (ox + oy)’, 
(Aw + wy)’. 
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Die der ersten Gestalt werden durch die Punkte der Mannigfaltigkeit 
(6°) dargestellt, da z. B. xy einen Bildpunkt auf (6’) hat. Die der 
zweiten Art, zu denen z. B. ay? gehirt, erfiillen (6), die der letzten 
Art notwendig (7). 

Die Bedingung dafiir, dass die biquadratische Gleichung mo = 0 


eme dreifache Wurzel # habe, ist mithn 7—j =O, die Bedingung 


dafiir, dass sie zwei Doppelwurzeln habe, ist, dass die 0 den a pro- 
portional werden, die Bedingungen dafiir, dass sie eine vierfache 
Wurzel besitze, wird durch die Gleichungen (7), unter denen drei von 
einander unabhiingige sind, ausgedriickt. 

Man vermisst hierbei den Fall, dass gm =O eine Doppelwurzel 
habe. Das liegt darin, dass die Formen 


(Ax + wy)’ (ow + oy) (ax + By) 


kee singuliren sind. Da es deren oo® giebt und da sie nur wieder 
mit solechen fquivalent sein kénnen, so erfiillen ihre Bildpunkte eine 


invariante dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit _— Const. Um den 


Wert der Constanten zu finden, brauchen wir 7 und j nur fiir eine 
soleche Form, etwa fiir «’y(x + y), zu berechnen. Wir finden: 


oder: 


Dies ist also die Bedingung dafiir, dass m = 0 eine Doppelwurzel hat. 
Deshalb heisst R die Discriminante von gy. Die Curve (7) der rein, Dis 
biquadratischen Formen kann in Parameterdarstellung so geschrieben 
werden: 

4 


G@=—t, & Pt, -% =P, agit, a=. 


Ihre Tangenten erzeugen natiirlich eine invariante Mannigfaltigkeit. 
Es ist dies die der Formen mit rein cubischem Factor 


(4a + wy)*(ow + Sy), 
d. h. die Mannigfaltigkeit (6’). Denn zwei benachbarte Punkte der 
Curve (7) stellen zwei Formen 
(Aa + wy), ((A+da)a + (w+ du)y)" 
dar. Jede Form auf der durch beide Punkte bestimmten Tangente 
ist additiv aus diesen beiden gebildet, besitzt also den Factor 


(Ax + wy)’. 


Lie, Continuierliche Gruppen. AQ 


Hesse’sche 
Form. 


Symbolik. 
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Wollen wir schliesslich die mit der biquadratischen Form @ in- 
variant verkniipften Functionen finden,\so haben wir die Invarianten 
der dreigliedrigen Gruppe in %, Y, M, 4, 4, 3, @ Zu suchen, die 
entsteht, wenn wir die infinitesimalen Transformationen (5) zu denen 
der speciellen linearen homogenen Gruppe 

U DANN Darya 
addieren. Nullsetzen der infinitesimalen Transformationen giebt ein 
dreigliedriges vollstandiges System in sieben Veridnderlichen, sodass 
vier von einander unabhingige Invarianten vorhanden sind. Drei sind 
uns schon bekannt, nimlich die Form @ selbst, sowie die friiheren 
Invarianten 7 und j. Hine vierte ergiebt sich in dieser Gestalt: 
A= 6x" + 40,2%y + 60,a°y* + 40,zy° + d,y", 

in der 0), 0,..0, die oben eingefiihrten Gréssen bedeuten. Es ist 
diese mit der biquadratischen Form qm invariant verbundene ebenfalls 
biquadratische Form die sogenannte Hesse’sche Form yon g. Alle bi- 
quadratischen Formen g, deren Hesse’sche Form identisch Null ist, 
bilden fiir sich eine invariante Schar. Nach (7) sind dies die rein 
biquadratischen Formen. Ferner lehrt (6”), dass man die Formen g, 
die das Quadrat quadratischer Formen sind, auch dadurch definieren 
kann, dass fiir sie p: J eme von z, y freie Grosse ist. 


Wir bemerkten schon, dass die in der Theorie der binaren Formen 
auftretenden Invarianten aus vollstandigen Systemen gefunden werden, 
deren Coefficienten linear und homogen in den Variabeln und Para- 
metern sind, und dass sie sich daher stets bestimmen lassen. Es folgt 
dies andererseits auch daraus, dass uns die endlichen Gleichungen der 
betreffenden Gruppen bekannt sind. In der Theorie der Formen 
benutzt man nun eine besondere Symbolik, um die Invarianten zu be- 
rechnen. Die Moglichkeit dieser allerdings auf das Specialgebiet be- 
schrinkten Symbolik hat den folgenden Grund: 

Liegt etwa eine Form n*™ Grades 


oS ae + (Saarmty to aah 


vor, so deuten wir sie als Punkt eines Raumes R, von m Dimensionen 
mit den homogenen Coordinaten a), a,..@n. Die Punkte dieses Raumes 
werden dann durch die lineare homogene Gruppe dieser Parameter 
QM, @,.-+G, unter einander transformiert. Insbesondere werden alle 
oot Formen, die »** Potenzen von linearen Formen sind: 


(Aw + wy)”, 


durch die Punkte 
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Ay = A", a, =A 1, 26. On = BW" 


einer Curve n** Ordnung dargestellt, die in keiner nur (nm — 1) fach 
ausgedehnten ebenen Mannigfaltigkeit liegt und augenscheinlich bei 
der Gruppe invariant ist. Ihre Punkte werden also unter sich trans- 
formiert. Wenn man nun nur diese Transformationen der Punkte der 
Curve kennt, mit anderen Worten, wenn man nur die Transforma- 
tionen der linearen Formen Ax + wy kennt, so kennt man auch die 
ganze lineare homogene Gruppe im R,. Denn jede (mn — 1)fach aus- 
gedehnte ebene Mannigfaltigkeit M/,_,; schneidet die Curve in n 
Punkten, deren Transformationen bekannt sind, sodass also auch, da 
die M,—; durch diese m Punkte véllig bestimmt wird, die Transfor- 
mationen der ebenen M,—;, mithin auch die aller Punkte des f,, be- 
kannt sind. Rechnerisch lasst sich die Gruppe der Parameter von 
aus der Gruppe der Parameter von Ax+ wy so ableiten: Letztere 
Gruppe bestimmt 2’ und w’ als lineare homogene Functionen von A 
und w. Also werden sich 


PL Get Te Pee OY 
linear und homogen durch 
he Ae a ee ah 


ausdriicken. Setzen wir in diesen Ausdriicken fiir diese beiden Werte- 
reihen bez.: 


und: 


so erhalten wir die gesuchte Gruppe im f,. 

Dies ist in der Hauptsache der Grund dafiir, dass man bei der 
Berechnung der Invarianten eine solche Symbolik anwenden darf, bei 
der die Form g durch die specielle (Ax + wy)” ersetzt wird. 


§ 3. Differentialparameter in der Invariantentheorie der binéren 
Formen. 


Nur kurz sollen jetzt die Differentialparameter in der Invarianten- Pifferential- 
theorie der biniren Formen oder also die Differentiationsprocesse be- 
sprochen werden, durch die man aus bekannten Invarianten neue 
findet. 

Angenommen, es sei eine Reihe von Formen 9, p... gegeben. 

Es handelt sich alsdann um die Frage, ob es einen Ausdruck 8 giebt, 
der eine Function der Veranderlichen ~, y und der Coefficienten 
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(yy Gy-++, Oo) b,... der Formen sowie einer Anzahl von Functionen 
®, ®#... und ihrer Differentialquotienten nach x, y, dg, @y..-, 0, Duss 
sein soll und der eine mit g, #... invariant verkniipfte Function 
darstellt, sobald ©, #... irgend welche mit pg, w... invariant ver- 
kntipfte Functionen bedeuten. Existieren solche Ausdriicke 2, die wir 
Differentialparameter nennen, so fragt es sich, wie man sie methodisch 
simtlich bestimmen kann. 

Es giebt eine ausserordentlich grosse Anzahl von Differential- 
parametern. Zu ihrer Bestimmung kénnen wir ein Verfahren ein- 
schlagen analog dem im letzten Kapitel. Wir begntigen uns aber damit, 
nur einige der einfacheren und wichtigeren unter diesen Differential- 
parametern abzuleiten. 
Es miége J eine mit den Formen , ~... invariant verkntipfte 
Function sein. Alsdann erfahren die Differentialquotienten von J ge- 
wisse Transformationen bei der dreigliedrigen Gruppe, die aus der 
speciellen linearen homogenen Gruppe in w, y hervorgeht, wenn man 
Transformationen der Parameter a), @,..., 0), b,... der Formen g, yw... 

Incremente mitberiicksichtigt. Um insbesondere die Incremente jener Differential- 


der Diffquot. 


einer quotienten bei den infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe zu 
Invariante. 


berechnen, gehen wir aus von der Formel: 
dd = J,dx + J dy + dada +--+ dA,db, +---. 


Hierin bedeutet J mit angehangtem Index den partiellen Differential- 
quotienten von J nach der durch den Index angegebenen Grosse. Er- 
fahren nun bei einer infinitesimalen Transformation der Gruppe 
HY, Ay =. 2, 0p...) die Incremente 025.0% ,0. G5 wasy) O05 anny) CONC oIeDE 
sich, da 

ddJ =dddJ =0 


ist, weil J invariant, also OJ = 0 ist, die Formel: 


8) i = 0d, du + ddydy + dda, day +--+ 05, db +--- 
+ddda+ dyddy+ dadda+t+--+ dJ,ddb+---. 


Diese Relation muss fiir alle Werte von 2, y, a..., 0)... bestehen. 
Rechnet man die Gréssen ddz, ddy, dda,..., ddb)... aus, so er- 
halt man rechts einen in dz, dy, da,..., db)... linearen und homo- 
genen Ausdruck, dessen simtliche Coefficienten also Null sein miissen. 
Dies liefert die Werte von ddz, Ody, Oda,..-, Odz,--+. Man be- 
merkt, da Ow und dy lineare homogene Functionen von a, y allein, 
ferner da)... soleche von a... allein u.s. w. sind, dass dJ,, ddy 
lineare homogene Functionen von J,, Jy allein, dd,,... soleche von 
J,,... allein u. s. w. werden. 
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Wenn z. B. 
(9) 0 ay = ») Vi G4 Ot (i = 0, (beer ) 


ware, so kiime sofort: 


(10) Ty = — SI yng dt (b= 0,1.). 


Wir wollen nun nach den Differentialparametern 2 fragen, die 


von &, y, M-.., b)..., von einer beliebigen mit m, »... invariant 

verkniipften Rancid J, sowie deren ersten partiellen Differential- quieter 
parameter 

quotienten J,, Jy, Ja,..., Jy... abhingen. Zu verlangen haben wir,°"ster Ordn. 


dass 2 unter a areola OJ =0 bei den infinitesimalen Teanee 
formationen der Gruppe invariant bleibe. Es ist aber 


aes OQ 
ioe dx + ody + oda +. EOE 
062 


se 7 OI + a5 7 ode + 55 18d, + oF plone ae FI, + 


C 


Mithin muss 8 den drei ae oe Die 
geniigen, die durch Nullsetzen der drei um die Incremente von 


J, Jz, Jy, Ja,-.-, Jv,... erweiterten infinitesimalen Transformationen 
unserer Gruppe hervorgehen. Diese Bedingung ist auch — wie man 
zeigen kénnte — hinreichend. Man kann ferner einsehen, dass diese 


drei Differentialgleichungen ein dreigliedriges vollstindiges System 
bilden. Doch gehen wir an dieser Stelle auf den Nachweis nicht ein, 
der sich ganz allgemein, bei beliebiger Gruppe, fiihren lisst. 

Die Anzahl der von einander unabhingigen Differentialparameter 
erster Ordnung mit nur einer Invariante J ist hiernach endlich und 
lasst sich sofort berechnen: Wenn die Form gm vom n,'", ~ vom 
n*" Grade ist u. s. w. und wenn im ganzen m Formen g, wy... vor- 
liegen, so hat das vollstandige System 


2+ (m+ 1) + (m +1) +--+ Gm + 1) 
Sa (et 1) + (tg 1). ++ + Mm + by, 
5 + 2m + 22; 
unabhingige Verinderliche, daher giebt es 


2+ 2m + 22n; 


also 


yon einander unabhingige Differentialparameter erster Ordnung mit 
nur einer Invariante J. Von diesen ist eine grosse Anzahl frei von 
Ix, Jy) Jag +++) J++ Alle diese von ihnen freien, die wir wneigent- 
liche Differentialparameter nennen kénnen und die mit pg, ~... in- 


Evectanten. 
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variant yerkniipfte Functionen sind, erftillen ein dreigliedriges voll- 
stindiges System mit nur : 
unabhiingigen Veranderlichen. Ihre Zahl betragt somit 


m + DN;. 


Also ist jeder Differentialparameter erster Ordnung mit nur einer 
Invariante J der m Formen g, #... eine Function von (m + Dp) 
mit m, wv... invariant verkntipften Functionen und (2 + m-+ 2m) 
eigentlichen Differentialparametern. Letztere Zahl ist gerade so gross 
wie die der Veranderlichen und Parameter. 

Fassen wir den Specialfall ins Auge, dass nur zwei Formen n*™ 
Grades m und w vorliegen: 


p = a,x" + (G)aa—ty +--+ any", 
= ba” + ()eae—y +--+ bry". 


Unter den Differentialparametern, die es hier giebt, sind es nament- 
lich zwei, die in der Theorie der binaren Formen eine Rolle gespielt 
haben, nimlich die sogenannten Evectanten: 


A(J) = Ta. 0 =f: Tu, 0, =— Rc = Ja, Vn; 

BJ) == Jy, + Jy, ay -+- ee + Jo, Aine 
Dass sie in der That Differentialparameter sind, ist leicht einzusehen, 
denn wenn d)..d@, die Incremente (9) erfahren, so erfahren b,..b, diese: 


db: = Sy bjdt (b= 0, 1..n). 


Demnach und nach (10) wird also: 


=SJos, beats Ju, Ox) 


a = Sie Ta dt +s, 750} 
0 0 


Dieser Ausdruck aber ist identisch Null, also 


OAS) =a10e 
Analog ist 
OBJ) = 0. 


Da die besondere Form der Constanten »,; hier keine Rolle ge- 
spielt hat, so sehen wir: Liegt iryend eine lineare homogene Gruppe 
in 2 + 1 Veriinderlichen a)..an vor und ist J eine Invariante zweier 
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Wertsysteme (a ..d,), (0).. bx), so sind A(J) und B (J) Differential- 
parameter der Gruppe. 


Bisher haben wir nur specielle Fille von Differentialparametern 
besprochen.- Wir kénnen die Betrachtungen nach mehreren Rich- 
tungen hin verallgemeinern. 

Zunichst kénnen wir Differentialparameter suchen, die auch von ea 
den héheren Differentialquotienten der Invariante J abhiingen. Dabei 2 Ord. 
haben wir unsere Gruppe zu erweitern durch Hinzunahme der Trans- 
formationen, welche die hdheren Differentialquotienten von J erfahren. 

Um die Incremente dieser hdheren Differentialquotienten bei den in- 
finitesimalen Transformationen der Gruppe zu bilden, gehen wir von 
den Formeln aus: 


AIT, = Ixy AX + Ixy dy + Ira, UO ick 
dd, == xy dx = Jy, dy = J ya day ie brea) 
AS = I xa,4% + I ya,dy + Faa,bdy + ++, 


die wir variieren. Die erste liefert z. B.: 
d0d, = OT xed + OSzydy + OSrq,day) + +++ + 
+ Jreddx + Jrjddy + Jra,ddd)++--. 


Da uns 0J,, Ox, dy, Oa,... bekannt sind, so erhalten wir hieraus, 
wenn wir alle Differentiationen ausgefiihrt haben, eine in dz, dy, da)... 
lineare homogene Gleichung, die fiir alle Werte von dz, dy, da... 
bestehen muss. Sie liefern daher die Werte von Odzx, Odzy, OS xa,°+*- 
Entsprechend berechnen sich die Incremente der iibrigen zweiten 
Differentialquotienten. Man iibersieht, dass sie sich linear und homo- 
gen durch die zweiten Differentialquotienten von J ausdriicken. Die 
gesuchten Differentialparameter zweiter Ordnung sind nun die In- 
varianten der durch Hinzunahme der Transformationen der ersten und 
zweiten Differentialquotienten von J erweiterten Gruppe. Der allge- 
meinste ist demnach eine beliebige Function einer leicht zu berech- 
nenden endlichen Anzahl von Differentialparametern. Sie bestimmen 
sich wieder aus einem dreigliedrigen vollstiindigen System von linearen 
partiellen Differentialgleichungen, deren Coefficienten linear und homo- 
gen in @, Y, M.---, Oy---, J und den Differentialquotienten von 
J sind. 

Entsprechendes gilt von den héheren Differentialparametern. Ihre 
Berechnung bietet nur algebraische Schwierigkeiten. Die Anzahl der 
yon einander unabhangigen ist stets endlich. 
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Wenn wir mit 4,(J) und 4,,(J) Differentialparameter n'* und 
mt Ordnung bezeichnen, so ist offenbar 4,(4,J) ein Differential- 
parameter (n + m)'* Ordnung. Man erhiilt also eine grosse Anzahl 
hoherer Differentialparameter durch Differentiationsprocesse. Ja, man 
kénnte zeigen, dass von einer gewissen Ordnung an alle héheren in 
dieser Weise gefunden werden kénnen, doch wollen wir darauf hier 
noch nicht eingehen. Hin analoges Theorem fiir die Differentialinvarian- 
ten gilt bei beliebigen endlichen continuierlichen Gruppen, worauf wir 
im nichsten Paragraphen zuriickkommen. 

OREO Man kann endlich Differentialparameter suchen, welche die Differen- 


parameter 


nero en Halquotienten von mehreren Invarianten J, K... enthalten. Man hat 
Tnvarianten.zy dem Zweck dasselbe Verfahren wie bisher einzuschlagen. Die 
Gruppe wird durch Hinzunahme der Transformationen von J, K... 
und ihrer Differentialquotienten erweitert, und die gesuchten Differen- 
tialparameter sind die Invarianten der so entstehenden dreigliedrigen 
Gruppe. Wieder ist die allgemeinste von n** Ordnung eine beliebige 
Function einer gewissen endlichen Anzahl von einander unabhingiger. 
Zu diesen Differentialparametern gehért z. B. der in der Theorie der 


ceeet;,, biniren Formen als m'* Uberschiebung hezeichnete: 


Oeeds CO” K BESS Gn TK Oe ™m 
Utd, K) = 0 hess () ry Gun 


: oe. 
Ox” Oy™ 1 ox™— Oy dxdy™—1 sitcecs oy” axa™’ 


deren Invarianz leicht nachzuweisen ist. 


Auf die Berechnung der Differentialparameter gehen wir nicht 
naher ein. Die Betrachtungen der drei letzten Paragraphen be- 
zwecken ja nur, einen Uberblick tiber die leitenden gruppentheore- 
tischen Gesichtspunkte zu geben, nicht aber einen Abriss der Theorie 
der biniren Formen zu liefern. Die Probleme, die sich stellen, bieten, 
wie wir gezeigt haben, vom gruppentheoretischen Standpunkt aus 
keine Schwierigkeiten dar. Wohl aber kénnen bedeutende algebraische 
Hindernisse auftreten. Um diese bequem zu iiberwinden, hat man 
von der dieser speciellen Theorie eigentiimlichen symbolischen Be- 
zeichnungsweise der Formen Gebrauch zu machen. 

Noch sei bemerkt: Wir betonten tiberall, dass die Anzahl der 
von einander unabhingigen Invarianten endlich ist, dass also jede In- 
variante durch eine endliche Anzahl von Invarianten ausdriickbar ist. 
Wir sagen deshalb, im vorliegenden Problem besitze die betrachtete 
invariante Schar von Mannigfaltigkeiten gegentiber der linearen homo- 

Endliches genen Gruppe ei endliches Formensystem. 


Eormen- 


system. Dies darf nicht mit der in der Theorie der binaren Formen von 
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Gordan und anderen gebrauchten Bezeichnung eines endlichen Formen- 
systems verwechselt werden. Dort stellt man sich vielmehr das alge- 
braische Problem, alle ganzen rationalen Invarianten ganz und rational 
durch eine endliche Anzahl solcher auszudriicken. 


- Nur ganz kurz deuten wir an, wie sich gruppentheoretisch die In- 
variantentheorie der terndren Formen darstellt. 

Verstehen wir unter x, y, 2 homogene Punktcoordinaten, unter 
wu, wu, w homogene Liniencoordinaten in der Ebene mit gemeinsamem 
Coordinatendreieck, so stellt eine ternire Form 

bw” 
o= Anayse! CG +khk+1=n) 


ikl 


Ternare 
Formen. 


gleich Null gesetzt eine Curve n*** Ordnung dar, ferner die ternére Form 


gH) 
y= > Anwviw' G@+k+i=m) 


tkl 


gleich Null gesetzt eine Curve n'** Classe und schliesslich die Form 


1..n1..m Pe slau 


1= > > Witt, oor vi y* 2! ul v wt ( 
ototr=m 


tkl got 

einen Connex (n, m) dar. 74—=O giebt bei festgehaltenen #, y, 2 eine 
Curve m** Classe, bei festgehaltenen wu, v, w eine Curve mu Ordnung. 

Diese Gebilde werden unter einander transformiert, sobald man auf 
die Ebene eine projective Transformation austibt. Bei dieser werden 
x, y, & lmear und homogen transformiert und zwar, wie wir annehmen 
kénnen, durch eine Transformation der speciellen linearen und homogenen 
Gruppe in w, y, 2. Ferner werden nach § 2 des 19. Kap. auch 
u, v, w durch die hierzu dualistische lineare homogene Transformation 
unter einander vertauscht. Geht die Form y dabei etwa iiber in diese: 


BS ane Hera) 
rot 1 EST) PT, 77 
1 = > > Miss, goo yet ’eo'e0"*, 


ikl @ot 


so werden die Parameter 2’ gewisse Functionen der urspriinglichen 2 sein. 

Man findet sie, indem man in y statt x, y, 2, wu, v, w ihre Werte in 

den transformierten Veriinderlichen einsetzt, und darauf y mit 7 ver- 
gleicht. Die 2 sind offenbar ebenfalls lineare homogene Functionen der Y%. 

Sie bestimmen also auch eine lineare homogene Transformation. Alle so 

sich ergebenden linearen homogenen Transformationen bilden wieder eine 
Gruppe, die (specielle) Gruppe der Parameter. Zwei Formen x und ¥ sind Gruppe 
iquivalent, wenn die zugehdrigen Wertsysteme (2f) und (2’) der Parameter Semel 
vermige der Gruppe in einander iiberfiihrbar sind, sonst nicht. Damit 
kommen wir wieder zum Problem der kleinsten invarianten Mannigfaltig- 
keiten bei der Gruppe der Parameter im Raume der Parameter zurtick, 

das erledigt ist. 
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Die Formen » und w, die, gleich Null gesetzt, Curven n‘** Ordnung 
bez. m** Classe darstellen, sind Specialfille der allgemeinen Form y. Fiir 
ihre Parameter A bez. A gilt also auch das soeben Gesagte. Noch ist zu 
bemerken, dass bei der Aquivalenzfrage wieder nur diejenigen kleinsten 
invarianten Mannigfaltigkeiten in betracht kommen, die durch homogene 
Gleichungen in den Parametern ausgedriickt werden. Von den Invarianten 
der Gruppe der Parameter spielen also nur die von nullter Ordnung homo- 
genen eine Rolle. 

Die infinitesimalen Transformationen der Gruppe der Parameter er- 
geben sich durch die in § 1 des 10. Kap. auseinandergesetzte Methode wie 
bei den biniiren Formen. 


Beispicl: 5 ‘ OE el Se . = ave e, 
Rogeee Betrachten wir als einziges Beispiel die cubische terndre Form: 
Form, 1, 2,3 
Q == > Aj xt yz! (2 + k + |= a): 
ikl 


die, gleich Null gesetzt, eine beliebige Curve dritter Ordnung in der Ebene 
darstellt. Die cubische Form g hat offenbar insgesamt zehn Parameter 
Agog, Ago - - At1z- Bei der speciellen linearen homogenen Gruppe 
in #, y, 2, die 8-gliedrig ist, werden sie einer 8-gliedrigen Gruppe von 
Transformationen unterworfen. Wire diese Gruppe nimlich weniger als 
achtgliedrig, sc miisste eine allgemeine ebene Curve dritter Ordnung wenig- 
stens eine infinitesimale projective Transformation zulassen, was bekanntlich 
nicht der Fall ist. Die Gruppe der Parameter besitzt also 10 — 8 = 2 
Invarianten, darunter eine homogene J, d. h. eine, die auch bei der in- 
finitesimalen linearen Transformationen, die den A; ihnen proportionale 
Incremente erteilt, nimlich bei dieser: 


Of 
> A542 


invariant bleibt. Diese Invariante J ist also fiir die Aquivalenz ausschlag- 
gebend: Zwei allgemeine ebene Curven dritter Ordnung sind durch pro- 
jective Transformation in einander iiberfiihrbar, wenn die Invariante J bei 
beiden denselben Zahlenwert hat, sonst nicht. Die Bedeutung von J ist 
leicht zu ersehen: Bekanntlich ist der Wert des Doppelverhiltnisses der 
vier Tangenten, die man von einem Punkte aus an eine allgemeine Curve 
dritter Ordnung ziehen kann, von der Lage des Punktes unabhingig, also 
durch die Curve selbst gegeben. Andererseits andert er sich natiirlich 
nicht bei projectiver Transformation. Es ist das Doppelverhiltnis demnach 

die Invariante J. . 
Nicht allgemeiner Lage sind nur die Curven dritter Ordnung, die wir 
Se ade nach unserer Terminologie als singuldr bezeichnen miissen, nimlich die- 
" jenigen, fiir welche alle vierreihigen Determinanten der Matrix der um 


= of Re Z 2 : ; ae 
> Ain AS vergrésserten Gruppe verschwinden, die also eine infinitesi- 
ek 
male projective Transformation in ‘sich gestatten. 


Nach § 4 des 3. Kap. aber muss sich jede ebene Curve, die cine in- 
finitesimale projective Transformation gestattet, nicht transcendent und 
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weder Gerade noch Kegelschnitt ist, notwendig bei geeigneter Coordinaten- 
wahl auf die Form 


ar yta gts == Const. 


bringen lassen, in der A, + 4, + A, = 0 ist. Die Constante rechts lisst 
sich sofort durch projective Transformation gleich Hins machen. Daher 
folgt: Jede ebene Curve dritter Ordnung, welche eine infinitesimale pro- 
jective Transformation gestattet, kann auf die Form: 


gebracht werden. Alle solche Curven sind also mit einander iiquivalent. 
Bekanntlich liasst sich andererseits jede Curve dritter Ordnung mit Spitze 
bei geeigneter Coordinatenwahl auf diese Gleichung bringen. 

Sobald also gy =O eine Curve dritter Ordnung mit Spitze darstellt, 
ist m nur mit solchen, aber auch mit allen solchen cubischen Formen g’ 
aiquivalent, die gleich Null gesetzt ebenfalls eine Curve dritter Ordnung 
mit Spitze darstellen. 

Aber g =O kann nun auch zerfallen. Zerfillt die Curve in einen 
Kegelschnitt und eine schneidende (nicht beriihrende) Gerade, so ist die 
Form g mit jeder derartigen, bei der dasselbe eintritt, iquivalent, weil es 
stets eine projective Transformation giebt, die einen gegebenen Kegel- 
schnitt mit Secante wieder in einen gegebenen Kegelschnitt mit Secante 
tiberfiibrt. 

Wenn go =O einen Kegelschnitt mit Tangente darstellt, so ist @ 
wieder mit jeder Form q’ iiquivalent, bei der dasselbe gilt. 

Ebenso, wenn g =O drei ein wirkliches Dreieck bildende Geraden 
darstellt. 

Ferner gilt dasselbe, wenn gm =O drei durch einen Punkt gehende 
verschiedene Geraden liefert. 

Ferner auch, wenn » =O eine Doppelgerade und einfache Gerade 
darstellt, also gm das Product aus einer rein quadratischen und einer 
linearen Form ist. 

Schliesslich, wenn g ein reiner Cubus einer linearen Form. ist. 

Alle diese Falle also mtissen sich durch Nullsetzen aller Determinanten 
gleicher Reihenzahl der Matrix ergeben. Unsere friiheren Resultate aber 
haben uns der factischen Ausrechnung dieser Determinanten iiberhoben. 

Weiter wollen wir hier auf die terniren Formen nicht eingehen. 


§ 4. Das allgemeine Aquivalenzproblem. 


Vorgelegt sei eine r-gliedrige Gruppe X,f...X,f in einer 
gewissen Anzahl von Verinderlichen. Deuten wir diese Verinder- 
lichen als gewéhnliche Punktcoordinaten in einem Raume von ent- 
sprechender Dimensionenzahl, so stellt die Gruppe eine Gruppe von 
Transformationen dieses Raumes dar. Liegen in diesem Raume zwei 
Mannigfaltigkeiten vor, so erhebt sich die Frage, wie man entscheidet, 
ob sie durch eine Transformation der Gruppe in einander tberftihrbar 
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Aquivalente sind, ob sie also vermége der Gruppe mit einander dquivalent sind. 


Gebilde. 


Besonderer 
Fall. 


Gruppe 
der 


Parameter. 


Dieses Aquivalenzproblem soll hier in grossen Ziigen erledigt werden. 
Beispiele hierzu haben wir in dieser Abteilung schon mehrere gegeben. 

Zuniichst lasst sich ein besonderer Fall dieses Problems als wesent- 
lich einfacher als der allgemeine Fall abtrennen. Gesetzt namlich, es 
sei uns bekannt, dass die beiden zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten 
zu einer bei der Gruppe invarianten ebenfalls bekannten Schaar von 
oo” Mannigfaltigkeiten gehéren, die von m wesentlichen Parametern 
Q,-++-Am abhingt, so bemerken wir, dass jede Transformation der 
Gruppe diese co” Mannigfaltigkeiten unter einander vertauscht, also, 
da letztere durch die Wertsysteme (a,...4m) bestimmt werden, eine 
Transformation in @,...@,  bewirkt. Alle diese Transformationen 
von @,...@, stellen, wie man begrifflich sofort einsieht, wieder eine, 
und zwar eine héchstens r-gliedrige Gruppe dar, die Gruppe der Eanes 
meter dy... dm. (Vgl. Satz 36, § 5 des 19. Kap.) Das Aquivalenz- 
problem kommt also auf das Peahlom zurtick, zu entscheiden, ob zwei 
Wertsysteme (a, ...@m), (@,'..-@m) durch die Gruppe der Parameter 
in einander iiberfiihrbar sind. Sie sind es, wenn im Raume der m 


‘Parameter a,... @» der Punkt (a,’...a@,) der kleinsten bei der Gruppe 


Allgemeines J} 


Problem. 


der Parameter invarianten Manniefaltigkeit des Punktes (a@,...4a,) an- 
gehdrt. Das Problem reducirt sich hier auf das der Bestimmung der 
kleinsten mnvarianten Mannigfaltigkeiten im Raume (a,...a@,) bei der 
Gruppe der Parameter. Dies Problem wurde aber im 16. Kap. allge- 
mein erledigt. In den ersten Paragraphen des gegenwartigen Kapitels 
haben wir Beispiele hierzu betrachtet *). 

Sehen wir von diesem Specialfall ab, so fiihren uns die folgenden 
Uberlegungen stets zum gewiinschten Ergebnis, eine endliche Anzahl 
von Kriterien fiir die Aquivalenz zweier Mannigfaltigkeiten aufzustellen. 
Diese Uberlegungen werden durch die im vorigen Kapitel gegebenen 
Beispiele erliutert. Wie dort fiihrt auch im allgemeinen Falle die 
Theorie der Differentialinvarianten und invarianten Differentialglei- 
chungen stets zum Ziel. — 


Das Problem der Aquivalenz zerfallt zunichst in eine Reihe ein- 
zelner. Hs ist namlich klar, dass nur zwei Mannigfaltigkeiten von 


*) Handelt es sich um die Aquivalenz algebraischer Gebilde gegeniiber einer 
projectiven Gruppe oder, sagen wir, gegeniiber einer linearen homogenen Gruppe, 
sobald naimlich homogene Coordinaten eingefiihrt werden, so bleibt die Ordnung 
der Gebilde bei der Gruppe invariant. Die Gebilde von bestimmter Ordnung 
gehéren also zu einer invarianten Schar, fiir welche die Betrachtungen des Textes 
Geltung haben. 


* 
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gleicher Dimensionenzahl mit einander fiquivalent sein kénnen. Wir 
haben demnach soviele einzelne Aquivalenzprobleme, als es Dimen- 
sionenzahlen von Mannigfaltigkeiten im Raum der Veriinderlichen der 
gegebenen Gruppe giebt. Um nun die Betrachtungen nicht unnitig 
zu verwickeln, beschriinken wir uns auf das Aquivalenzproblem fiir 
die Mannigfaltigkeiten grisster Dimensioneneahl, a. h. fiir die, welche 
durch nur eine Gleichung zwischen den Verianderlichen gegeben werden. 
In den anderen Fallen kommen wir auf ganz analogem Wege durch, 
wenn auch der analytische Apparat etwas complicierter wird. Ubri- 
gens haben wir in §§ 2,3 des vorigen Kapitels auch diese anderen 
Falle vollig erledigt beim Beispiel der Gruppe der Bewegungen im 
Raume. 


v 


Um uns méglichst bequem ausdriicken zu kénnen, wollen wir cae 
annehmen, die gegebene r-gliedrige Gruppe X,f..X,f enthalten+1 "1" 
Verinderliche, die wir mit z, 7,..2%, bezeichnen. Wir deuten die 
Veriinderlichen als gewdéhnliche Punktcoordinaten in einem Raume 
R,+1 von n+ 1 Dimensionen. Hine n-fach ausgedehnte Mannigfal- eke, 
tigkeit wird dann durch eine Gleichung: BHoet 


(2, %,.-%,) = 0 


dargestellt. Sie wird im allgemeinen ¢ enthalten. Dies wollen wir 
immer annehmen, da im anderen Falle eine andere Coordinatenauswah! 
stets zum Ziele fiihrt. Wir betrachten also im R,4, zwei Mannig- 
faltigkeiten: 

ae ip (t, = %,), 2 == 0 (2). Ba) 


und fragen uns, ob sie durch die Gruppe in einander iiberfiihrbar sind. 

Die Mannigfaltigkeiten werden dadurch gegeben, dass z als Function 
von a,..2, definiert wird, waihrend z,..%, als von einander unab- 
hingige Verinderliche zu betrachten sind. Hs haben also fiir unsere 
Mannigfaltigkeiten die partiellen Differentialquotienten von 2 nach 
“,..%, einen bestimmten Sinn. 

Fassen wir eine -fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit ins Auge. ees 
Sie geht bei allen co” Transformationen der Gruppe in héchstens CO” | Manmig- 
von einander verschiedene Mannigfaltigkeiten M iiber. Nach Satz 1, "© 
§ 2 des vorigen Kap., geht sie iibrigens, wenn sie gerade p von ein- 
ander unabhingige infinitesimale Transformationen der Gruppe gestattet, 
in genau oo’—” Mannigfaltigkeiten M tiber. Die Schar dieser héch- 
stens oo” Mannigfaltigkeiten M ist gegentiber der Gruppe invariant 
und enthilt alle mit der urspriinglichen Aquivalenten Mannigfaltig- 


keiten. 


750 Kapitel 23, § 4. 


Peet cen Diese Schar wird durch Differentialgleichungen definiert sein, da 
der Schar. gia gontinuierlich ist. Erfiillt sie eine’ partielle Differentialgleichung 
zwischen Z als abhingiger und #,-..%, als unabhangigen Verinderlichen, 
so erfillt sie offenbar auch jede, die aus dieser Differentialgleichung 
durch Differentiation nach den unabhingigen Veranderlichen 2, . . %n 
hervorgeht. Die Schar erfiillt also sicher unendlich viele partielle 
Differentialgleichungen. Wir kénnen uns die Gesamtheit dieser Diffe- 
rentialgleichungen so hingeschrieben denken, dass sie mit der niedrig- 
sten Ordnung anfangend zu immer hodheren Ordnungen aufsteigen, 
dass sich ferner aus denen p** Ordnung die p*™ Differentialquotienten 
nicht eliminiren lassen und dass endlich jede durch Differentiation 
aus einer der Differentialgleichungen hervorgehende Differentialgleichung 
im System vorhanden, d. h. eine Folge der hingeschriebenen ist. Im 
Folgenden stellen wir uns also das System von Differentialgleichungen, 


das wir kurz mit 
Qe On (b= td 22s) 


pesdhnimk, DEZeichnen, stets in dieser wnbeschrinkt integrabelen Form aufgestellt vor. 
ee ele Alsdann werden durch 8, = 0 alle partiellen Differentialquotien- 


“.=0 ten von g nach #,...%, durch eine gewisse Anzahl derselben aus- 
gebundone Qeariickt sein, zwischen denen nun keine Relation mehr besteht. Hier- 
Diffquot. bei rechnen wir zu den Differentialquotienten auch ¢ selbst als nullten. 

Andererseits kénnen wir uns eine der Mannigfaltigkeiten MZ der Schar 
in einem Punkte (v,°..%,°) allgemeiner Lage auf ihr durch die Reihen- 
entwickelung von 2 nach ganzen positiven Potenzen von 2, — 2,°, 
Wy — Le, ... Ln — X° gegeben denken. In dieser Kntwickelung treten 
in den Coefficienten die Werte der Differentialquotienten von 2 an der 
Stelle (#,°..a,°) auf. Geben wir denjenigen unter diesen Differential- 
quotienten, die durch das System 2, —0O nicht gebunden werden, 
irgend welche Werte, so liefert das System 2, =O auch die Werte 
aller tibrigen Differentialquotienten, sodass damit aus der Schar aller 
unserer Mannigfaltigkeiten M eine ganz bestimmte herausgegriffen ist. 
Mithin hangen die Mannigfaltigkeiten JM von sovielen wesentlichen 
willktirlichen Constanten ab, als es Differentialquotienten von 2 giebt, 
die nicht vermége 8, =O durch Relationen verkniipft sind. Da die 
Schar aus héchstens co” Mannigfaltigkeiten besteht, werden also durch 
das System 2, —= 0 hdchstens r Differentialquotienten nicht gebunden. 
ik Mieraus folgt, dass vermége 2,0 die Differentialquotienten 
pay ozing: von einer gewissen Ordnung an, sagen wir der g*", samtlich durch 
Ae die niederen ausgedriickt werden. Denn wire dies nicht der Fall, so 
wiirde ja von jeder beliebigen Ordnung mindestens ein Differential- 
quotient willkiirlich bleiben. Die Zahl q ist an eine obere Grenze 
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gebunden. Denn es sind vermége 2,0 nicht alle Differentialquotienten 
(q— 1)** Ordnung durch die niederen ausgedriickt, weil sonst q — 1 
an die Stelle von g treten miisste. Es ist also mindestens ein Diffe- 
rentialquotient (q¢ — 1)** Ordnung willktirlich, daher auch mindestens 
einer (¢ — 2)" Ordnung u. s. w., bis schliesslich auch der von nullter 
Ordnung, z selbst, willkiirlich bleibt. Somit sind sicher soviele Diffe- 
rentialquotienten nicht gebunden, als es Ordnungen vor der q*™” giebt, 
also sicher g. Da hoéchstens r Differentialquotienten nicht durch Rela- 
tionen verkniipft sind, so ist 


qar. 


Da die Schar von Mannigfaltigkeiten M bei der Gruppe invariant, 


ist, ist es auch das System der Differentialgleichungen 2,—=0O. Um 


Tnvarianz 
on $2,—=0. 


dies analytisch auszudriicken, haben wir die Transformationen mitzu- Transf. 4. 


berticksichtigen, welche die Differentialquotienten von z bei der vor- 
gelegten Gruppe erfahren. Sie lassen sich im gegebenen Falle leicht 
aufstellen. Wir deuten dies nur kurz an fiir die ersten partiellen 
Differentialquotienten von ¢ nach @,..%,, die wir p,.., Mnennen. 
Wenn bei einer Transformation der Gruppe 2, #,..%p, in #, a,/.. ay! 
iibergehen und wenn die ersten partiellen Differentialquotienten von 2 
nach “,..Z, mit p,’..p, bezeichnet werden, so ist: 


dd = pi da! + py date + ++ + Pa dan . 


Ersetzen wir hierin ,'..%, durch ihre Werte in 2, %..%, und dz 
durch 
da = pdx, + pedd, + +++ Prdtr, 


so erhalten wir eine in dz,..dx, lineare homogene Relation. Sie 
muss fiir alle Differentiale dz,..da, der unabhaingigen Veranderlichen 
2,.-&, bestehen, zerfallt also in m einzelne, die gerade p,’..p,’ als 
Functionen yon 2, 2,..%n, ~P,--Pn bestimmen. EHntsprechend ergeben 
sich die zweiten partiellen Differentialquotienten von 7 nach x’. . 2, u.s.W. 
Allgemein tibersieht man: Die k*" partiellen Differentialquotienten von 
z nach 2,..%, stellen sich dar als Functionen von 2, %..%, und 
den Differentialquotienten von z bis zur kh" Ordnung. ~ 

Fiigen wir die Transformationen aller ersten, zweiten, ... k'™ 
Differentialquotienten von z zu denen der Gruppe hinzu, so bilden die 
neuen oo” Transformationen, wie zu vermuten ist, wieder eine r-glied- 
rige Gruppe. Wir wollen auf den Beweis hierftir nicht eimgehen. 
Die infinitesimalen Transformationen dieser k-mal erweiterten Gruppe 
ergeben sich durch k-malige Erweiterung der infinitesimalen Trans- 
formationen der gegebenen Gruppe. Die Incremente, welche die Diffe- 


Diffquot. 


Erweiterte 
Gruppe. 
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rentialquotienten bei den infinitesimalen Transformationen der gegebe- 
nen Gruppe erfahren, lassen sich aus ‘den Incrementen 02, 0a,..0%p 
von 4, %,.. 2, selbst berechnen. Denn aus 


de = p, da, +++ + pndkn 


folet durch Variation, da die Zeichen d und 0 vertauschbar sind: 


ddg=0p,- da, +--+ Opn + da, + 
+ p, do x, ae ia + pnd O Xn. 


Sind 04, 02,..02, gegeben als Functionen von 2, %,..%, und setzt 
man fiir dz seinen Wert p,dx, +--+ prada, ein, so erhalt man eine 
Gleichung, die in » Relationen zur Bestimmung von dp,.. Opn zer- 
fallt. Analog ergeben sich die Incremente der héheren Differential- 
quotienten. 

Wir kénnen also unsere r-gliedrige Gruppe bis zu den Differen- 
tialquotienten beliebig hoher Ordnung erweitern. Wir werden sogleich 
sehen, dass es geniigt, die Gruppe y-mal zu erweitern. Hs seien 
X,'f.. X,"f die r-mal erweiterten infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe. 


Das unbeschrénkt integrabele System 2, =O soll nun bei der 
Gruppe invariant sein. Die Incremente 08;, welche die 9, bei den 
hinreichend erweiterten infinitesimalen ‘Transformationen der Gruppe 
erfahren, sollen also vermége des Systems 2; =O verschwinden. Weil 
nun die Incremente der 4*™ Differentialquotienten von 2, 2,.. 2%, und 
den Differentialquotienten bis zur k**? Ordnung abhingen, so ist Fol- 


Alle Difign.gendes einleuchtend: Betrachten wir nur die Gesamtheit aller Diffe- 
bis zur r¥@ 


n 5 . . . 
Ordnung: Tentialgleichungen 2, =O bis zur +" Ordnung — wir wollen sie mit 


“c= @, == 0 bezeichnen —, so bleibt dies kleinere System , = 0 fiir sich 
bei der 7-mal erweiterten Gruppe invariant. Andererseits aber wird 
durch dieses kleinere System das ganze System 2,—0 vdllig definiert, 
da alle Differentialquotienten héherer als g** Ordnung aus denen von 
q** Ordnung durch Differentiation nach 2,.. 4%, hervorgehen und 
q <r ist. 

Wir kénnen uns also auf die bei der r-mal erweiterten Gruppe 
invarianten Systeme von Differentialgleichungen ®,—= 0 von hiéch- 
stens 7 Ordnung beschrinken. 

pee ee Deuten wir die Verdanderlichen der r-mal erweiterten Gruppe, 

eee namlich 4, #..%, und die Differentialquotienten yon zg bis zur 1 


Ordnung — ihre leicht zu berechnende Anzahl sei gleich N — als 
gewohnliche Punktcoordinaten in einem Raume Ry von N Dimen- 
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sionen, so stellt das System ®, = 0 eine Mannigfaltigkeit M in diesem ae ee 
Raume dar, die gegentiber der »-mal erweiterten Gruppe invariant ist. im ley 
Aber nicht jede bei der »-mal erweiterten Gruppe invariante 
Mannigfaltigkeit M gehért zu einem System von Differentialgleichungen, 
das eine Schar von iiquivalenten Mannigfaltigkeiten M im Raume R,44 
definiert. Denn es giebt ja Scharen von n-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeiten im R,+41, die bei der vorgelegten Gruppe invariant sind 
und nicht nur aus fiquivalenten Mannigfaltigkeiten bestehen. Jede 
Mannigfaltigkeit einer solchen Schar geht zwar bei der gegebenen 
Gruppe in eine der Schar tiber, aber nicht notwendig in jede. Wir 
wollen eine Schar von m-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten im 
Rn+41, die bei der gegebenen Gruppe invariant ist, aber nicht nur aus 
den Mannigfaltigkeiten besteht, die mit einer bestimmten der Schar 
aquivalent sind, eine reducibele invariante Schar nennen. Hine irreducibele Beduotiele 
soll also nur aus den Mannigfaltigkeiten bestehen, die aus einer der 
Schar durch Ausfiihrung aller Transformationen der Gruppe hervor- 
gehen. Jede reducibele Schar zerfallt in mindestens oo! irreducibele. 
Auch jede reducibele Schar wird durch ein unbeschrankt integrabeles Reducibele 
System von Differentialgleichungen W,—O definiert. Ist 2,—0 das durch 
unbeschrinkt integrabele System, das eine in jener reducibelen Schar 
enthaltene irreducibele Schar definiert, so ziehen die Gleichungen 
2,=0 die Gleichungen W,—=0 nach sich. Letztere sind also dann inW¥_=0 ent- 
ersteren enthalten. Auch alle reducibelen Scharen, die aus héchstens ee re 
co” Mannigfaltigkeiten bestehen, haben ein solches Gleichungensystem 
W;=0, durch das alle Differentialquotienten von einer gewissen Ord- 
nung, die héchstens gleich 7 ist, durch die niederen bestimmt werden, 
sodass wir also auch bei einem solchen System W,—0O mit den Diffe- 
rentialgleichungen 7*** Ordnung abbrechen diirfen. Die sich so ergeben- 
den Gleichungen #,— 0 definieren ebenfalls im Ry der r-mal erweiter- 
ten Gruppe eine invariante Mannigfaltigkeit, die aber in mindestens 
oo! kleinere einzeln invariante Mannigfaltigkeiten zerfallt. 
Hieraus folgt, dass die irreducibelen Scharen ©, =O nur durch 
kleinste invariante Mannigfaltigkeiten im Raume Ry dargestellt werden; ae 
ob durch alle diese oder nicht, lassen wir hier dahingestellt. Wir Momigt. 
haben aber in Kap. 16 gesehen, wie man alle kleinsten invarianten _ 
Mannigfaltigkeiten bei gegebener Gruppe zu bestimmen hat. Wir schal- 
ten hierzu noch ein, dass man beweisen kann, dass nicht alle r-reihigen 
Determinanten der v-mal erweiterten Gruppe X,’/..X,’f identisch 
Null sind. Wir halten uns aber mit dem Beweis hierfiir nicht auf. 
Nach Kap. 16 zerfallen nun die kleinsten invarianten Mannigfaltig- 
keiten im Ry in solche, fiir welche die v-reihigen Determinanten der 


Lie, Continuierliche Gruppen, 48 
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Matrix der Gruppe X/f.. X,’f nicht simtlich verschwinden, und in 
solche, fiir welche diese Determinanten samtlich verschwinden. Die 
der ersteren Art werden durch Relationen zwischen den Invarianten 
Differential J, ., J, der r-mal erweiterten Gruppe, also durch die Dzfferentialinva- 


rianten der gegebenen Gruppe bis zu denen 7** Ordnung bestimmt. 
Aquivalenz- Liegen nun zwei »-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten: 


kriterien. 


= Dice Ug), 2 = aa) 


im Raume #41 der gegebenen Gruppe X,f.. Xf vor, so hat man 
hiernach zur Entscheidung ihrer Aquivaleng so za verfabren: Man 
erweitert die Gruppe 7-mal und untersucht, ob die r-reihigen Deter- 
minanten dieser Gruppe X,’f..X,’f fiir die beiden Mannigfaltigkeiten, 
bei denen sich ja die Differentialquotienten von ¢ in bestimmter Weise 
durch 2,..%, ausdrticken, simtlich verschwinden oder nicht. Ist 
letzteres der Fall, so berechnet man die Diéfferentialinvarianten J,..d; 
der Gruppe X,f..X,f, indem man dabei bis zur 7°" Ordnung auf- 
steigt. Sie werden fiir die beiden Mannigfaltigkeiten bestimmte Func- 
tionen von #,..%,. Alsdann sind die Mannigfaltigkeiten dann und 
nur dann Aquivalent, wenn bei beiden zwischen J,..J, genau dieselben 
Relationen bestehen. Hierbei hat man natiirlich J,..J, immer als 
“ sogenannte Hauptlésungen der vollstaindigen Systeme, deren Lésungen 
sie sind, zu wahlen. Doch wollen wir auf diesen Punkt nicht naher 
eingehen. 

Wenn nun zweitens fiir die eine Mannigfaltigkeit z= simt- 
liche r-reihige Determinanten der Matrix der r-mal erweiterten Gruppe 
X,’f..X,’f verschwinden, wenn also diese Mannigfaltigkeit singular 
ist, so kann sie nur dann mit der andern Mannigfaltigkeit z= p 
aquivalent sein, wenn fiir diese dasselbe gilt. Es konnten fir z= 
auch alle (7 —k)-reihigen Determinanten verschwinden. Dasselbe 
miisste dann fir z= w der Fall sein. Hierbei ist aber eine gewisse 
Vorsicht zu beachten. Eine gleich Null gesetzte Determinante kann 
nimlich in mehrere Factoren zerfallen. Es miissen fiir beide 
Mannigfaltigkeiten, soll tberhaupt Aquivalenz méglich sein, dieselben 
irreducibelen Factoren der Determinanten verschwinden. Zur Ent- 
scheidung, ob nun wirklich Aquivalenz eintritt oder nicht, verfahren 
wir weiterhin so: Fiir beide Mannigfaltigkeiten verschwindet dieselbe 
Reihe von (n — k)-reihigen Determinanten: 


4,=0, 4,=0,...4,=0, 


und nicht alle (»—k—1)-reihigen. Diese @ Gleichungen werden gewisse 
unter den Differentialquotienten von z als Functionen der tibrigen und 
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von &,..Z, bestimmen. Wir beriicksichtigen alsdann nur noch die- 
jenigen Differentialquotienten, die durch keine Relation gebunden sind. 

Sie seien mit z,..2, bezeichnet. Wenn wir in den Transformationen 

der r-mal erweiterten Gruppe fiir die tibrigen ihre Werte in a,.. 4p, 

4,-. % einsetzen und nur die Transformationen dieser n-+ v Ver- 
anderlichen betrachten, so erhalten wir eine Gruppe*) in a,.. ap, 
@,..4,, die wir eine verkiirzte nennen. Nunmehr sind die Invarianten oe 
I,..I5 dieser Gruppe zu bestimmen. Geometrisch gedeutet kommt 
dies niimlich darauf hinaus, dass man die kleinsten invarianten Man- 
nigfaltigkeiten bestimmt, in welche die durch 


4,=0, 44=0,..4,=0 


definierte invariante Mannigfaltigkeit im Raume Ry zerfillt. Die 
beiden gegebenen Mannigfaltigkeiten z—=—g, z—w liefern nun fir 
I,.-Jg bestimmte Werthe in a,..2,. Sie sind dann und nur dann 
iquivalent, wenn bei beiden genau dieselben Relationen zwischen J,.. I; 
bestehen. Man kann nimlich einsehen, dass die gegebenen beiden 
Mannigfaltigkeiten im Raume 2,..%,, 2,..2%, kein bei der verktirzten 
Gruppe singulires Gleichungensystem erfiillen. 


An diese allerdings nicht ganz erschdpfend abgeleiteten Aquiva- 
lenzkriterien kniipfen wir eine Reihe wichtiger Bemerkungen an**). need 

Es kann vorkommen, dass es solche Functionen der Invarianten 
J,..ds giebt, die sich auch fiir die Wertsysteme der Verinderlichen 


und Differentialquotienten, die dem singuliren System 
4,=0, Aga... o = 0 


geniigen, noch regular verhalten, ohne constant zu werden. Jede 
solehe Function giebt alsdann eine der Invarianten J,..J,, indem 
man in ihr alles durch %,..%n, 2,..% ausdriickt. Ob aber in dieser 
Weise alle Invarianten J,..J, aus den J,..d; abgeleitet werden 
kénnen, das ist eine Frage, die wir hier gar nicht behandeln werden. 

Ferner sei hervorgehoben, dass man sich das Problem stellen 
kann, alle unbeschriinkt integrabelen Systeme von Differentialgleichungen 
2, = 0 aufeustellen, die irreducibele invariante Scharen von n-fach 


*) Ausfiihrlicheres hiertiber findet man im I. Abschnitt des Werkes: Sophus 
Lie, Theorie der Transformationsgruppen, beard. unter Mitwirk. v. Engel, Kap. 14, 
insbesondere § 64. 

#*) Ey wird beabsichtigt, in einem ausftihrlichen Werke tiber Differential- 
invarianten die ganze Aquivalenztheorie in aller Vollstiindigkeit und fiir die Praxis 
geeigneter zu entwickeln und zugleich durch viele Beispiele zu erliutern, Wir 
beschrinken uns auf einzelne Bemerkungen. 

48* 
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ausgedehnten Mannigfaltigkeiten im R41 definieren. Wir haben dies _ 
Problem fiir die Gruppe der Bewegungen im Raume in § 5 des vorigen 
Kapitels in grossen Ztigen erledigt und wollen hier auf die allgemeine 
Behandlung nicht weiter eingehen. Indem man zunichst dieses Problem, 
nicht das eigentliche Aquivalenzproblem lést, kommt man zu dem 
Verfahren, das practisch den Vorzug verdient. Man kann tiberhaupt 
unser Verfahren noch vielfach bequemer gestalten, unter anderem da- 
durch, dass man die Erweiterung der Gruppe schrittweise vornimmt 
und jedesmal die invarianten Systeme von Differentialgleichungen ®,=0 
sucht, die unbeschrankt integrabele Systeme definieren. Aber auf diese 
Vereinfachungen wollen wir hier nicht naher eingehen. 

Biter cine Wir haben uns auf die Aquivalenztheorie n-fach ausgedehnter 

Problem. Mannigfaltigkeiten im Raume von 2-+ 1 Dimensionen beschrinkt, 
aber schon hervorgehoben, dass sich die Theorie fiir Mannigfaltigkeiten 
von weniger Dimensionen ebenso entwickeln lasst. Wenn eine r-gliedrige 
Gruppe in » Verdnderlichen 7,...2%, vorliegt, so kann man etwa ¢ 
der Veranderlichen als unabhangig betrachten, sagen wir %,..%,, und 
die tibrigen %,41..%, als Functionen von ihnen. Alsdann handelt es 
sich um die Aquivalenzkriterien zweier q-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeiten, deren jede durch ein Gleichungensystem von der Form: 


Dati Patt lyaedls yee ha ale pee 


dargestellt wird, In diesem Falle hat man wieder die Gruppe 7-mal zu 
erweitern, indem man die Transformationen mitberiicksichtigt, welche 
die Differentialquotienten von 2,41..%, nach %,..2%,, bis zu denen 
rer Ordnung, bei der Gruppe erfahren. Auch hier sind die Invarianten 
dieser erweiterten Gruppe oder — bei singuliren Gebilden — die In- 
varianten einer aus letzterer Gruppe durch eine gewisse Verkiirzung 
hervorgehenden Gruppe von entscheidender Bedeutung. Fiir beide 
Mannigfaltigkeiten miissen diese Invarianten durch genau dieselben 
Relationen verkniip{t sein, damit die Flichen Aquivalent seien. 
hee Je nachdem man die Zahl g=1,2..n—1 wihlt, erhalt man 
vedio jedesmal eine Reihe von Invarianten der erweiterten Gruppe, und zwar 
eine unendliche Reihe, wenn man bis zu den Differentialquotienten 
beliebig hoher Ordnung erweitert. Wir wollen beweisen, dass man 
alle Differentialinvarianten einer Reihe durch Differentiation aus einer 
endlichen Anzahl von Differentialinvarianten ableiten kann. 
Wir beweisen dies fiir die Reihe der Differentialinvarianten, die 
wir bisher betrachtet haben, nimlich in dem Fall, dass wir nur eine 


Verdnderliche # als abhdngig, alle tibrigen a,..2, als unabhiingig auf- 
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fassen. In den anderen Fillen kommt man durch ganz entsprechende 
Betrachtungen zum Ziele. 

Ks sei also eine r-gliedrige Gruppe in + 1 Veriinderlichen 
&, %..%, vorgelegt. Wir erweitern sie etwa m-mal dureh Hinzu- 
nahme der Transformationen, welche die ersten, zweiten ..., mm" par- 
ellen Differentialquotienten von z nach 2,..%, bei der Gruppe erfahren. 
Wir bemerkten schon frither, dass dadurch bei hinreichend grossem m 
eine -gliedrige Gruppe hervorgeht und dass sich durch Nullsetzen 
der infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe ein gerade r-glied- 
riges vollstiindiges System ergiebt, dessen Lisungen die Differential- 
invarianten bis zur m*™ Ordnung sind. Erweitern wir (m- 1)mal, 
so treten neu hinzu die Differentialinvarianten (m-+ 1)" Ordnung. Da 
nun bei dieser Erweiterung die (m -+ 1)*™" Differentialquotienten von 
2 als Veriinderliche im r-gliedrigen vollstiindigen System hinzutreten, 
so folgt, dass es gerade so viele von einander und von den niederen 
Differentialivarianten unabhingige Differentialinvarianten (mm + 1) 
Ordnung giebt, als die Anzahl aller (am + 1)" Differentialquotienten 
von Z betrigt. Diese Bemerkung wird nachher gebraucht werden. 


Es moégen nun zuniichst J,..J, irgend welche m» Differential- 
invarianten sein, zwischen denen keine Relation besteht. Jede Gleichung tmvariante 
Diffgl. 


Qo =20 


ist dann eine bei der Gruppe invariante Differentialgleichung, d.h. sie 
definiert eine invariante Schar von Functionen z= p(a#,..2%,), also 
eine invariante Schar von »-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten im 
Raume R,41 der Verinderlichen z, 2,..%, unserer Gruppe. Bilden 
wir alle méglichen derartigen Gleichungen, so erhalten wir jedesmal 
eine solche invariante Schar. Die Gesamtheit aller dieser invarianten 
Scharen ist natiirlich ebenfalls bei der Gruppe invariant. Fir jede 
solche Function z= (a%,..%,) werden J,..J, von einander ab- 
hingige Functionen von #,..%,. Mithin machen alle diese Functionen 
2=(4,..2,) die Functionaldeterminante von J,..d, hinsichtlich 
%,+-%, identisch gleich Null. Also sind sie definiert durch die par- 


tielle Differentialgleichung . 
00h, 05, 6 Oe 
(11) 2 OLOk. ah 0x, need 


die somit bei der Gruppe ebenfalls invariant ist. Bei ihrer Bildung 
ist ¢ als Function von 2,..%, zu behandeln, bei der partiellen Diffe- 
rentiation nach x; also ist auch 4 sowie jeder Differentialquotient von 


zg zu differenzieren. 
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Nach Voraussetzung ist die Functionaldeterminante nicht fiir be- 
liebige Functionen 2 von #,.., identisch Null, da sonst eine Rela- 
tion zwischen J,..J, identisch besténde. Wenn unter J,..J, keine 
Differentialinvariante von héherer als m** Ordnung, aber wenigstens 
eine von gerade m** Ordnung vorhanden ist, so ist die Relation 
Q(J,..In) = 0 eine Differentialgleichung héchstens m** Ordnung. Weil 
die Differentialgleichung (11) von allen Functionen ¢ erftillt wird, die 
irgend einer der Relationen 8% —O geniigen, so ist die Differential- 
gleichung (11) von mindestens (m- 1)** und andererseits offenbar 
nicht von héherer Ordnung. 

Es moégen nun J,..dn41 solche (2 + 1) Differentialinvarianten 
sein, zwischen denen keine Relation identisch besteht und unter denen 
mindestens eine von m**, aber keine von héherer Ordnung vorhanden 
ist. Alsdann sind auch 


dbs J, oie = ere In+1 == Giz 


m solche Differentialinvarianten, fiir welche die obigen Schliisse ge- 
macht werden kénnen, welchen constanten Wert die Grésse ¢ auch 
haben moége. Also ist: 


(12) See 


eine invariante Differentialgleichung (m- 1)'* Ordnung. Sie asst 
sich auch so schreiben: 


sy a od, As OJ, OF,44 
—— OX, OX, Ct a Oe 
aD = C. 
Sere oJ, od, os 2) ROIS bk 
= OD, Whip On, 7 *Ou. 


Da sie fiir jeden constanten Wert von c¢ invariant ist, so folgt, dass 
ihre linke Seite fiir sich invariant ist. Mithin ist 


Se aes ods he Od ni Tn 
== GG, Gade Ox, 4 Of, 

Bp ee amt ly 
9 Ot, On, Oe, 


Difforential- egne Differentialinvariante (m +- 1)" Ordnung. Sie ist nicht etwa iden- 


tisch einer Constanten gleich, da die Relation (12) fiir keinen con- 


Diff tia- hd e . . . . . 
iferentia- stanten Wert von ¢ identisch besteht. Diese Differentialinvariante 


lasst sich viel einfacher schreiben: Wenn wir nimlich unter ¢ eine 
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ganz beliebige Function von a,.. a, verstehen, so werden J,..d, fiir 
diese Function gewisse Functionen von #,..2, werden und zwar von 
einander unabhiingige, sobald die beliebig gewiihlte Function z keiner 
Differentialgleichung 2(J,..d,)=0 geniigt. Indem wir uns also 
unter z eine beliebige Function von X,..%» verstanden denken, kénnen 
wir umgekehrt a,..#, als von einander unabhiingige Functionen von 
J,..d, auffassen. Alsdann ist Jn+1 auch eine gewisse Function von 
J,..J,. Es ist in dieser Auffassung: 


SE a a 3 alin da 
Ody Soe, Oe) AiO NS rat 


(k=1,2..n), 


und hieraus folgt durch Auflésung: 

GU ore Ota 

od. On, 0a, Oa. 

ad DI OT ad 
> ae 

elie, hE Ox 


Demnach kann die gefundene Differentialinvariante (m -+- 1)** Ordnung 
auch so geschrieben werden: . 

PS ati 

ihpes “A 

Wir k6énnen ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit an- 

nehmen, die Zahl m sei so gross gewahlt, dass unter den Differential- 
invarianten bis zur m*™ Ordnung sicher n existieren, etwa J,.. dn, 
zwischen denen keine Relation & = 0 besteht. Wir wissen, dass zu 
den Differentialinvarianten bis zur m‘™ Ordnung gerade soviele von 
(m + 1)** Ordnung hinzutreten: J,, J,.. J2,,,, als es (m- 1)* 
Differentialquotienten von z giebt. Diese Anzahl bezeichnen wir mit 
ém4i1- Zwischen den niederen Differentialinvarianten und J,, 1... te, 
besteht keine Relation. Wir bemerken, dass J,, J,.. J.,,,, insbeson- 
dere gerade hinsichtlich der (m-+ 1) Differentialquotienten von 2 von 
einander unabhangig sind, wie aus ihrer Definition durch das r-ghie- 
drige vollstindige System ersehen werden kann, das hinsichtlich der 
Differentialquotienten von f nach-den (m + 1)” Differentialquotienten 
von ¢ auflésbar ist. Wenn wir daher wie oben J,..J, als unab- 
hingige Veranderliche einfiihren, so folgt, dass jeder Ausdruck 


a Ys 
a7. A=1,2..e41, b=, Zen) 


eine Differentialinvariante (m -+ 2)" Ordnung ist. Wir behaupten, 
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dass sich alle zu den Differentialinvarianten 1., 2... (m-+ 1)" Ord- 
nung hinzutretenden Differentialinvarianten (m -+ 2) Ordnung als 
Functionen dieser Ausdriicke und der niederen Differentialinvarianten 
darstellen lassen. Es sind ja J,.. J.,,,, von einander unabhingig 
hinsichtlich der (mm -++ 1)" Differentialquotienten von ¢, mithin sind 
unter den Ausdriicken 


al, 


da, (As=1, 2..&m-41, i=1, 2..n) 


sicher soviele von einander hinsichtlich der (m + 2)*" Differential - 
quotienten unabhiingige enthalten, als die Anzahl dieser Differential- 


quotienten betrigt, also auch — wie bei Hinfiihrung der neuen Ver- 
inderlichen J,..J, statt v,..a, hervorgeht — unter den Ausdriicken 
| ol, 


aT. (An De een ee 


Wir wissen aber, dass es gerade soviele neue Differentialinvarianten 
(m+ 2) Ordnung giebt, als Differentialquotienten (m + 2)'* Ordnung 
vorhanden sind. 


pa a Wir haben hiermit alle Differentialinvarianten bis zur (m + 2)* 


hoh. Ordn. 
durch 

Differentia- 
tion. 


= 


Volles Syst. 


von Diffiny. 


Endlichkeit 
des Systems 


Ordnung durch Differentiationsprocesse aus denen niederer Ordnung ab- 
geleitet. Hntsprechend kénnen wir die (m- 3) Ordnung durch 
Differentiation finden, u.s. w. Damit ist unsere Behauptung fiir die 
Reihe der Differentialinvarianten bewiesen, die sich ergiebt, sobald 
man nur eine Verinderliche als abhiingig auffasst. 

Durch derartige Betrachtungen beweist man nun auch ganz all- 
gemein den Satz: 

Theorem 42: Liegt eine beliebige endliche continuierliche 
Gruppe der Verdnderlichen 2... 2%, %1..%m vor, so giebt es immer 
eine unendliche Rethe von Differentialinvarianten 


02, O02 Oz 072 
De De ee d : Is 


.& tae box 
2 Ox,’ Om, 6x,’ Ox? 


die sich stimtlich durch Differentiation aus einer endlich be- 
grenzten Anzahl derartiger Differentialinvarianten ableiten 
lassen. 

Diejenigen Differentialinvarianten, aus denen sich alle durch 
Differentiation ableiten lassen, gentigen zu ihrer Definition. Wir be- 
zeichnen ihren Inbegriff als ein volles System von Differentialinvarianten. Vv 
Im vorstehenden Theorem ist also die Endlichkeit jedes vollen Systems 
von Differentialinvarianten bei endlicher continuierlicher Gruppe aus- 
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gesprochen *). Auf die Frage, aus wie vielen Differentialinvarianten 
das einfachste volle System besteht, gehen wir nicht ein. — 


Da zu jeder Gruppe mehrere Reihen yon Differentialinvarianten 
gehoren, je nachdem man die Anzahl der als abhingig aufzufassen- 
den Verinderlichen wiihlt, so erhebt sich die Frage, ob man die ver- 
schiedenen Reihen aus einander ableiten kann. Man kann einsehen, 
dass sie sich siimtlich aus einer Reihe durch ausfiihrbare Operationen 
ableiten lassen. Dies soll im Folgenden angedeutet werden: 

Denken wir uns die endlichen Gleichungen einer r-gliedrigen 
Gruppe in » Veriinderlichen vorgelegt, die wir jetzt mit y,.. x" be- 
zeichnen wollen: 


(13) Pei | dn Gy Gr) (6 == 1,25 0); 
Fiigen wir noch hinzu: 
(14) u= XU; (2 == iy, Die n), 


so bilden alle 2m Gleichungen wieder eine r-gliedrige Gruppe und 
zwar in den 2n Veranderlichen Y,..%,, %,..%,. Betrachten wir r,..Yn 
als abhangige, z..a, als unabhiingige Verinderliche, so besitzt diese 
neue Gruppe eine Reihe von Differentialinvarianten von der Form: 


‘ 0%, OY Cyne es 
i Gees ti-- Un, Gn) GG, 8 Bx Get Sys 


Wenn wir nun andererseits die Gleichungen der Gruppe (13) mit 
der Abinderung aufstellen, dass wir statt ry’ und xy bez. y und # 
schreiben: 


(15) Pia las aay Oey) (YL een) 


und wenn wir die Gleichungen hinzufiigen, die durch Differentiation 
nach #,..2, aus diesen hervorgehen: 


6t; — Of,(@, a) 


Gj) ba=1, 23m), 


Ox, OL, 
at: Of (ena) o 
riage a ees 


*) In der Theorie der Formen wird auch von der Endlichkeit des Formen- 
systems geredet. Dort aber wird darunter verstanden, dass sich alle rationalen 
ganzen Invarianten rational und ganz durch eine endliche Anzahl solcher aus- 
drticken lassen. Dort also hat das volle System eine andete Specialbedeutung. Es 
erscheint angebracht, den Begriff: volles System in der im Text angegebenen 
Weise fiir beliebige Gruppen festzusetzen. (Vgl. S. 744, 745.) 


Definitions- 


gleichungen 
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so kann man aus allen die Parameter a,..a, eliminieren und dadurch 
zu einem System von Differentialgleichungen 


Ot, OF; 9 OL, Oe 
(16) We (ay. + Xn) uy et Lny On,’ 02, Shy 0n,? Ou,” lS : ss O 


(i= ele) 


gelangen, dessen allgemeinste Lésungen gerade die Form (15) haben. 
Dieses System kann immer auf eine solche Form gebracht werden, 
dass sich durch Differentiation nichts neues ergiebt; genauer ausge- 
driickt: wenn m die Ordnung des Systems (16) ist, so sollen alle 
Differentialgleichungen m** und niederer Ordnung, die aus (16) durch 
Differentiationen und Eliminationen hervorgehen, schon ohne Differen- 
tiation aus (16) folgen, Alsdann heisst das System (16) das der 
Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen der Gruppe (13). 


der endl. TH Bs gilt nun der wichtige Satz, den wir aber hier nicht beweisen 


der Gruppe. 


Hin volles 


System von 
Diffinv. aus 


den Defini- 


wollen *), dass sich die Dente geste cheapen auf eine solche Horm 


Of; Off (CU a0" G 
Genes Dee on Om? ypu) = Pal. - a) 
(kh == 1, 2 eee) 


bringen lassen, in der die V;, Differentialinvarianten der Gruppe (13) (14) 
in %,..Un, %.-% sind. Hs gilt sogar der Satz, dass sich jede 
Differentialinvariante 


U(« is anal tps eee a) 
Bae 5 a 47) Ome Ones 0x,’ Cee 
der Gruppe (13) (14) als Function von 2,.., allein vermége der 
Definitionsgleichungen der Gruppe (13) und der aus ihnen durch 
Differentiation nach w,..%, hervorgehenden Gleichungen ausdriicken 
lisst. Alle diese Differentialinvarianten sind also Functionen einer be- 
grenzten Anzahl V,, V,... derselben, der Differentialquotienten dieser 
nach a,..%, und der » Groéssen 2,..%,, die selbst bei der Gruppe 
(13) (14) invariant sind. 

Sobald also die Definitionsgleichungen der endlichen Transforma- 
tionen einer Gruppe (13) vorliegen, kennt man ein volles System von 


tionsgichgn. Ti fferentialinvarianten der durch Hingufiigung von (14) hervorgehenden 


Gruppe (13) (14). 

Dass sich nun alle iibrigen Reihen von Differentialinvarianten aus 
einer Reihe durch ausfiihrbare Operationen ableiten lassen, erlautern 
wir durch ein Beispiel: 


*) Siehe Lie, Die Grundlagen fiir die Theorie der unendlichen continuier- 
lichen Transformationsgruppen. Leipziger Berichte 1891, S. 316 ff. 
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Betrachten wir die Gruppe der Bewegungen im Raume (x, , 3) 
und fiigen wir zu ihren endlichen Gleichungen noch 


=n, Y=y, =e 
hinzu, so erhalten wir eine Gruppe in x, y, 3, xv, y, ¢. Die Definitions- 
gleichungen liefern hier das volle System von Differentialinvarianten 
, Ox 03 «8? 
U(x, Y, 2, X,Y, 3, ae ei = ae s). 
Suchen wir nun z. B. die Reihe der Differentialinvarianten der Flichen 
im Raume, so haben wir etwa 3 als Function von y und y aufzufassen 
oder ganz allgemein rx, y, 3 als Functionen von zwei Hiilfsverinder- 
lichen aw, y zu betrachten, die bei der Gruppe nicht transformiert 
werden. Alle alsdann hervorgehenden Differentialinvarianten sind die- 
jenigen unter den obigen U, die z weder explicite noch implicite ent- 
halten. Man findet also alle diese Differentialinvarianten 
ox 0% 0? 
V(x, ¥, tr, Y, 3, on é a) 


Oy? Ox 


durch Elimination von z und den Differentialquotienten von x, y, 3 
nach gz aus dem vollen System der U. Aber von den so erhaltenen 
Invarianten V kommen nur die in betracht, die ungeindert bleiben, 
wenn man an Stelle der Hiilfsveriinderlichen x, y Functionen derselben 
als Hiilfsverinderliche einfiihrt. Es sind also aus der Reihe aller V 
diejenigen auszuwiahlen, die ungeiindert bleiben bei jeder Transforma- 
tion von der Form 
(17) v=%, y= y, ,= by a = D(x, y), y =P (a, y); 
insbesondere also bei jeder infinitesimalen: 

dy = 0, dy=—0, 03—0, 04 = p(x, y) dt, oy v(x, y) ot. 
Wir haben eine &hnliche Betrachtung in § 2 des 22. Kap. (vgl. die 
Formel (8) S. 676) angestellt. Wie dort ist es auch hier erforder- 
lich, ein vollstandiges System zu integrieren, dessen Coefficienten linear 
in den Verdnderlichen mit constanten Coefficienten sind (wie auf 
S. 678 das vollstindige System Af=—0, Bf=0, Cf=0). Hin 
solches vollstiindiges System kann bekanntlich stets durch ausftibrbare 
Operationen integriert werden. Wir erhalten dadurch die gesuchten 
Differentialinvarianten, die von der Wahl der Hiilfsveriinderlichen a, y 
unabhingig sind, denn man kann zeigen, dass die gefundenen Differen- 
tialinvarianten auch gegentiber jeder endlichen Transformation (17) 
invariant bleiben*). Wir kénnen nun z. B. #, y direct durch y, y 


#) Alle Transformationen (17) bilden eine sogenannte wnendliche Gruppe. 


Alle Reihon 
von Diffiny. 
abgeleitet 
aus einer. 


Unendliche 


Gruppen. 
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ersetzen und erhalten alsdann die gesuchten Differentialinvarianten in 
der Form , i 
We, Y, 3, sf, an shes), 
also in der Form, wie sie in § 5 des 22. Kap. auftreten. 

Man bemerkt, dass sich entsprechende Betrachtungen stets an- 
stellen lassen, und gelangt zu dem 

Theorem 43: Sobald die Definitionsgleichungen der end- 
lichen Transformationen einer (endlichen) continurerlichen 
Gruppe vorliegen, kann man alle Reihen von Differential- 
invarianten der Gruppe durch ausfiihrbare Opertionen finden. 


Mit wenigen Worten wollen wir die analoge Theorie bei den wnend- 
lichen Gruppen besprechen. Eine unendliche Gruppe ist eine Schar von 
Transformationen, die erstens nicht nur von einer endlichen Anzahl von 
Parametern, sondern z. B. auch von willkiirlichen Functionen abhiingt, und 
die zweitens die Gruppeneigenschaft besitzt, dass stets die Aufeinanderfolge 
zweier T'ransformationen der Schar einer einzigen Transformation der Schar 
aquivalent ist. Insbesondere wird noch vorausgesetzt, dass die endlichen 
Gleichungen der Gruppe durch Differentialgleichungen, die Definitions- 
gleichungen der Gruppe, definiert seien. Eine genauere Begriffsbestimmung 
findet man in den einschligigen Abhandlungen von Lie*). 

Zu jeder unendlichen Gruppe gehidren ebenfalls mehrere Reihen von 
Differentialinvarianten, die berechnet werden kénnen, sobald die Definitions- 
gleichungen der Gruppe vorliegen. 

Auch hier gilt der wichtige Satz, dass die Zahl der Kriterien fiir die 
Aquivalenz zweier Mannigfaltigkeiten gegentiber der unendlichen Gruppe 
immer endlich ist. Dieser Satz gilt jedoch nicht ftir Gruppen, die nicht 
durch Differentialgleichungen definiert sind, z. B. nicht fiir die unendliche 
Gruppe aller Transformationen von der Form 

t= g(x), ¥= ly), 
wo g in beiden Gleichungen dieselbe beliebige Function bedeutet. 

Der Unterschied zwischen allgemeinen und _ singuldren Mannigfaltig- 

keiten tritt auch bei den unendlichen durch Differentialgleichungen definier- 
ten Gruppen auf. Auch hier werden die singuliiren Mannigfaltigkeiten, die 
ihre besondere Invariantentheorie besitzen, durch Nullsetzen von Deter- 
minanten gewisser Matricen gefunden. 
_ Fir allgemeine wie fiir singulire Mannigfaltigkeiten driicken sich die 
Aquivalenzkriterien dadurch aus, dass die Differentialinvarianten eines ge- 
gewissen vollen Systems bei zwei iquivalenten Mannigfaltickeiten genau 
dieselben Relationen erfiillen miissen. 

Auf weitere Ausfiihrungen im Kinzelnen gehen wir nicht ein. In dem 
oben angekiindigten Werke iiber Differentialinvarianten sollen alle diese 
Theorien ausfiihrlich dargestellt werden. 


*) Namentlich in der oben citierten iiber ,die Grundlagen fiir die Theorie 
der unendtichen continuierlichen Transformationsgruppen“. 
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Kapitel 24. 
Uber Differentialgleichungen mit Fundamentallisungen. 


Dieses letzte Kapitel steht mit den vorhergehenden Kapiteln dieser 
Abteilung in keinem niiheren Zusammenhang, sondern behandelt wesent- 
lich andere Probleme, aber ebenfalls Anwendungen der Gruppentheorie. 

In den ,,Vorlesungen tiber Differentialgleichungen mit bekannten 
infinitesimalen Transformationen“ hatten wir uns die Aufgabe gestellt, 
zu zeigen, dass sehr viele der alten classischen Integrationsmethoden 
von Differentialgleichungen ihren Ursprung darin haben, dass die be- 
treffenden Differentialgleichungen bekannte infinitesimale Transforma- 
tionen oder bekannte Gruppen von Transformationen gestatten. Man 
kann nun einen hodheren Standpunkt einnehmen und zeigen, dass 
andere classische Methoden, die ausserhalb des damaligen Kreises von 
Theorien stehen, doch yon einem anderen Gesichtspunkte aus be- 
trachtet mit dem Gruppenbegriff in enger Beziehung stehen. 

Zunachst werden wir nun ein specielles Problem, das der Integra- 
tion der Riccati’schen und der Verallgemeinerung der Riccati’schen Glei- 
chung in Zusammenhang mit dem Gruppenbegriff besprechen, alsdann 
zu Systemen von linearen Differentialgleichungen aufsteigen und zum 
Schlusse die allgemeinste Classe von Differentialgleichungen bestimmen, 
die von dem hier einzunehmenden Standpunkt aus mit der Gruppen- 
theorie in sehr enger Beziehung steht. Hs sind dies die Differential- 
gleichungen, deren allgemeinste Lésungen sich als Functionen einer 
Anzahl irgend welcher Particularlésungen ausdriicken lassen. 

Wir gelangen dadurch zu einer sehr wichtigen Classe von Differen- 
tialgleichungen. Handelt es sich nimlich um die Integration eines 
volistindigen Systems, das bekannte infinitesimale Transformationen 
zulasst, so erfordert die Lésung dieses Problems, die von Lie zuerst 
und allgemein entwickelt worden ist*), die Integration solcher Hilfs- 
gleichungen, die sdmtlich die Form besitzen, auf die wir hier werden 
gefiihrt werden. 

Hieraus erhellt, dass die Betrachtungen des gegenwartigen letzten 
Kapitels von grosser Bedeutung fiir die Integrationstheorie tiber- 
haupt sind. 

Noch bemerken wir, dass wir die in den ,,Vorlesungen tiber 
Differentialgleichungen“ entwickelten Theorien hier nicht gebrauchen, 
also auch nicht als bekannt voraussetzen. 


*) Allgemeine Untersuchungen riber Differentialgleichungen, die eine continuter- 
liche endliche Gruppe gestatten. Math. Ann. Bd. 25, 8, 71—151. 
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§ 1. Die Riccati’sche Differentialgleichung. 


A lg Vorgelegt sei in zwei Veranderlichen w und z eine gewodhnliche 
Differential- a) 


gleichung 


zwischen 
@ und z 


V 


z als Zeit 
gedeutet. 


Inf. proj. 
Transfor- 
mation, 


Differentialgleichung erster Ordnung von der Form: 
da 


(1) qp At Bo + Co’, 


in der A, B, C Functionen von gz allein bedeuten. Wir bezeichnen 
jede solche Differentialgleichung als eine Riccati’sche Differentialglecchung. 

Wenn wir z als die Zeit deuten und unter w die gewdhnliche 
Punktcoordinate auf einer Geraden verstehen, so haben wir anzu- 
nehmen, dass jeder Punkt (w) der Geraden mit der Zeit z seine Lage 
auf der Geraden iindert. Die Gleichung (1) sagt aus, dass die Coor- 
dinate @ in dem auf den Augenblick zg folgenden Zeitelemente dz den 
Zuwachs 


(2) do = (A+ Bo + Cw’)dz 


erfahren soll. Da dies Increment quadratisch in ist, so folgt, dass 
@ im Zeitelement dz eine infinitesimale projective Transformation er- 
fahrt (vgl. § 1 des 5. Kap.). Diese infinitesimale projective Trans- 
formation von w hat das Symbol: 


Uf=(A+ Ba + Co). 


Alle Punkte der Geraden werden also wihrend der Zeit dz projectiv 
unter einander vertauscht. 

Nun sollen A, B, C Functionen von z sein. Diese Coefficienten 
im Symbol Uf fndern sich also mit der Zeit z. Mithin haben wir 
uns vorzustellen, dass die Punkte (@) der Geraden von Moment zu 
Moment in anderer Weise projectiv unter einander transformiert wer- 
den, derart, dass sie zur Zeit zg waihrend des niachsten Zeitelementes 
dz gerade die infinitesimale Transformation Uf erfahren. 

Die Gleichung (1) integrieren, heisst, @ so als Function von z 


- : do 2 
und einer Constanten zu bestimmen, dass gq; “en vorgeschriebenen 
a 


Wert erhilt. Den gesuchten Ausdruck fiir m kénnen wir uns daher 
so entstanden denken: Wir betrachten im Augenblicke =O etwa 
einen Punkt (@,) der Geraden, fiihren auf ihn die von Moment zu 
Moment sich ‘indernde infinitesimale projective Transformation Uf aus. 
Zur Zeit z wird er dadurch eine gewisse Lage (@) auf der Geraden 
erreichen, die eine Function von 2 und der beliebig gewahlten Con- 
stanten @), eben die gesuchte Function ist. Die Aufeinanderfolge von 
mit der Zeit verinderlichen infinitesimalen projectiven Transforma- 
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tionen ist aber, da alle projectiven Transformationen eine Gruppe 
bilden, einer einzigen projectiven Transformation fiquivalent. Das In-/ 
tegrationsproblem kommt also darauf hinaus, diese fiquivalente Trans- 
formation nach Ablauf der Zeit z zu bestimmen. Wire die infinite~ 
simale projective Transformation nicht mit der Zeit veriinderlich, so 
wiirde die fortwihrende Ausiibung von Uf eine eingliedrige projective 
Gruppe erzeugen. Wenn aber A, B, C Functionen von z sind, so ist 
dies nicht mehr der Fall. 

Dennoch kénnen wir einige Satze, die wir friiher abgeleitet haben, 
hier verwerten: Jede endliche projective Transformation von @, in @ 
hat, wie wir wissen (vgl. § 2 des 1. Kap.) die Form 


Be ed =P B 
y Y ®o y@) +6 o 
Mithin hat die allgemeine Lésung der Riccati’schen Gleichung (1) 
die Form: 


" (2) > + B(2) 

¥) 0 y(@) + 8) 

und es wiirde zur vollstindigen Integration darauf ankommen, die 
noch unbekannten Functionen @, 6B, y, 0 von z zu bestimmen, deren 
Determinante «ad — fy sicher nicht identisch Null ist. 

Legen wir nunmehr ¢ und @ eine andere geometrische Deutung 7 wd 0 
unter. ¢ sei Abscisse und @ Ordinate in der Ebene. Jede Particular- i der 
lésung wo = w(z) der Riccati’schen Differentialgleichung stellt alsdann 
eine Curve in der Ebene dar. Die Parallelen z = Const. werden von 
allen oo! Integraleurven in Punktreihen geschnitten. Dadurch wird 
jedem Punkt (w) auf einer der Parallelen ein bestimmter Punkt (@) 
auf jeder anderen Parallelen zugeordnet, nimlich der Punkt, in dem 
die durch ersteren gehende Integralcurve die andere Parallele trifft. 
Alsdann fiihrt die infinitesimale projective Transformation Uf die 
Punkte der Ebene in einander derart tiber, dass die Punkte jeder der 
Parallelen in die zugeordneten Punkte der benachbarten Parallelen 
tibergehen. Diese Transformation der Punktreihe auf einer Parallelen 
in die zugeordnete auf der benachbarten ist projectiv, wie aus der 
Form (2) des Incrementes von w beim Ubergang von z mu ¢-+ dz 
hervorgeht. 

Man sieht dies auch aus der Form (3) der allgemeinen Lésung 
von (1). Geben wir darin z einen bestimmten Wert, so giebt (3) die 
Ordinate w des Punktes der Parallelen (2), der dem Punkte ( ) auf 
der Aufangsparallelen, d. h. auf der w-Axe zugeordnet ist. Diese 
Zuordnung (3) aber ist projectiv. Da bei projectiver Zuordnung das 
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Doppelverhiltnis von vier Punkten ungeindert bleibt, so folgt also, 
dass vier beliebige Integralcwrven alle Parallelen z= Coie in je vier 
Punkten schneiden, die siimtlich dasselbe Doppelverhiltnis besiteen. Oder 
Doppelverh. auch: Sind @,, @,, 3, 0, vier Particularlisungen der Riccatischen 


von vier 


Particular Di fferentialgleichung (1), so ist thr Doppelverhdlinis 


lésungen. 


bid er lak Ip 7 ag aed 


(00, zy 0; 094) == Opec Oe? 


von 2 unabhiingig, also eme Constante. 


ae Angenommen, es sei eine Particularlosung w =u von (1) bekannt. 

jesmg Alsdann kennen wir eine Integralcurve @ —w(z). Von jenen oo} 
einander projectiv zugeordneten Punktreihen auf den Geraden z—Const. 
wissen wir dann das Hine, dass die Punkte, in denen die bekannte 
Curve die Parallelen trifft, eimander zugeordnet sind. Diese Punkte 
lassen sich nun simtlich durch eine geeignete auf jeder der Parallelen 
projective Coordinateninderung, bei der z ungedndert bleibt, in das 
Unendlichferne verlegen, nimlich durch diese: 

1 
o—%’ 


(4) oo = 


denn fiir @ = w giebt sie moo. Fiihrt man diese neue Veriander- 
liche w’ statt w ein, ohne g zu dndern, so wird die Zuordnung der 
Punkte auf den Geraden z= Const. nach wie vor projectiv sein, da 
die Coordinatenanderung (4) auf jeder dieser Geraden projectiv ist. 
Es wird also an die Stelle von (1) wieder eine Differentialgleichung 
zwischen w’ und zg treten, deren Integralcurven die Parallelen z = Const. 
wieder in projectiven Punktreihen schneiden. Aber bei diesen Punkt- 
reihen wird jetzt das Unendlichferne auf allen Geraden ¢ = Const. sich 
entsprechen. Hs legen also nur noch lineare Transformationen vor. 
Die Zuordnung der Punkte einer Geraden zg = Const. zu denen der 
benachbarten wird also durch eine infinitesimale in ow’ lineare Trans- 
formation 


UF=OUO + wo’) 6 


vermittelt (vgl. § 1 des 5. Kap.). Durch Einfiihrung von o’ geht 
demnach die Riccati’sche Differentialgleichung (1) in eine von der be- 
sonderen Form 


(5) oe — A(2) + ua’ 


fihrung is aut tiber, also in eine lineare ee hae die man bekanntlich 


eine lineare 


pifgl. durch zwei “successive Quadraturen integriert, 
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Dies Ergebnis kénnen wir rechnerisch verificieren, denn nach 


(4) ist 


da’ = 1 (= *) 


Cae ee, a 


dé dz} 
Nach Voraussetzung soll die Gleichung (1) erfiillen und insbeson- 
dere wu Particularlésung von (1), also 
d 
_ =A+ But Ci? 
sein, sodass kommt: 
da du 


Gea et) O(a — 4"), 
Mithin wird 
< = — Bo'— Ca'(m + u). 
Da nun 
o=u+ = 

ist, so erhalten wir schliesslich 

da’ , 

so = — O— (B+ 2u0)or, 


also die erwartete lineare Differentialgleichung zwischen w’ und ¢. 
Wir formulheren somit den — lingst bekannten — 
Satz 1: Kennt man von eimer Riccatischen Differentialgleichung 
eine Particularlisung, so findet man die allgemeine Lisung durch zwei 
successive Quadraturen. 


Nehmen wir an, es seien zwei Particularlosungen u und v der, Zwei 

Riccati'schen Gleichung (1) bekannt. Alsdann kennen wir von der oben lsungen 
besprochenen projectiven Zuordnung der Punkte der Geraden ¢ = Const. 
das Hine, dass gewisse Punktepaare auf allen Geraden z= Const. ein- 
ander entsprechen. Es sind dies die Punktepaare, die von den Inte- 
gralcurven @ =wu(z), @ =v(¢) auf den Geraden ausgeschnitten werden. 
Wir wihlen nun auf jeder Geraden ¢ = Const. eine neue Coordinate 
w’ so, dass m= oo jedesmal den einen und w = 0 jedesmal den an- 
deren dieser beiden Punkte darstellt, und zwar kénnen wir dies be- 
kanntlich durch eine auf jeder Geraden projective Coordinatenanderung 
erreichen (nach § 1 des 5. Kap., 8. 125). Auf allen Geraden gleich- 
zeitig erreichen wir es, wenn wir 


(6) = 


Opa 


o—uU 


setzen. Denn fir ow wird =o, fir o=v wird a =0. 
Durch Einfiihrung dieser neuen Veriinderlichen ’ geht aus der 
Riceati’séhen Gleichung (1) eine neue Differentialgleichung zwischen 
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co’ und g hervor, deren Integraleurven in der (w’, #)-Ebene alle Ge- 
raden z = Const. in projectiven Punktreihen schneiden, bei denen die 
unendlichfernen Punkte einander. sowie die Schnittpunkte mit der Axe 
co’ = einander entsprechen. Hier tritt also an die Stelle des Sym- 
bols Uf dieses (vgl. § 1 des 5. Kap.): 


Vermége (6) geht mithin die Riccati’sche Differentialgleichung in eine 


Zuriick- , 
fibrua, Uneare homogene 


, 
auf eine dw , 
lin. homog. az. oe A(z) eo 
Diffgl. 


tiber, deren Integration bekanntlich nur noch eine Quadratur verlangt. 
Wir iiberlassen es dem Leser, durch EHinftihrung von w’ vermoge (6) 
die Gleichung (1) in eine lineare homogene zwischen w’ und ¢ um- 
zuwandeln, und formulieren nur das — langst bekannte — Ergebnis: 
Satz 2: Kennt man von einer Riccati’schen Differentialgleichung 
zwet Particularlosungen, so findet man die allgemeine Losung durch eine 
Quadratur. , 

Aaah ied Sind endlich drei Particularlisungen u, v, w von (1) bekannt, so 
yee kennen wir die Zuordnung gewisser Punktetripel auf den Geraden 
z==Const. Da eine projective Transformation véllig bestimmt ist, so- 
bald drei gegebenen Punkten drei andere gegebene Punkte entsprechen 
(siehe Satz 1, § 1 des 5. Kap.), so ist in diesem Falle die ganze pro- 
jective Zuordnung bekannt, d. h. alle Integraleurven ergeben sich ohne 
Quadratur. In der That, wenn w die allgemeine Liésung ist, so ist 

nach dem Friiheren 
Oe Ue 


: = Const. 
Qa — Vv C1) YP) 


und hieraus lisst sich sofort berechnen. Also gilt der bekannte 

Satz 3: Kennt man von einer Riccati’schen Differentialgleichung 
drei Particularlisungen, so findet man die allgemeine Lisung ohne jede 
Quadratur. 


Unsere begrifflichen Darlegungen zeigen, dass der innere Grund 
fiir die Saétze 1, 2, 3 darin liegt, dass die Riccati’sche Differential- 
gleichung projective Zuordnungen zwischen den Punktreihen auf den 
Geraden ¢ = Const. herstellt. Umgekehrt ist jede Differentialgleichung 


do 
Spee re 9(@, 2), 


deren Integraleurven die Geraden z= Const. der (w, 2)-Hbene in 
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projectiven Punktreihen schneiden, eine Riccati’sche, denn es muss das 
Increment 

da = (a, z)dz 
ftir @ projectiv, d. h. m eine ganze Function zweiten Grades in @ sein, 
deren Coefficienten noch ¢ enthalten kénnen. Wir sprechen dies go 
aus *); 

Satz 4: Liegt eine continuirliche Schar von oo! einfach ausgedehmnten Aigemeiner 
Mannigfaltigkeiten vor, deren Elemente projectiv auf einander bezogen eae Behe 
sind, so findet man oe oot Mannigfaltigheiten, die von einander zugeord- 
neten Elementen erzeugt werden, durch Integration einer Riccati’schen 
- Differentialgleichung. 

1. Beispiel: Je vier Orthogonaleurven der Geraden einer abwickel- Beisriele. 
baren Flaiche schneiden bekanntlich auf allen Geraden Punkte mit 
demselben Doppelverhiltnis aus. Die Orthogonalcurven stellen also 
projective Beziehungen zwischen den Punkten aller Geraden der Flache 
her, werden daher durch eine Riccati’sche Differentialgleichung be- 
stimmt. 

2. Beispiel: Ist auf einer Flache eine Schar von oo! geodiatischen 
Linien bekannt, so weiss man, dass je zwei ihrer Orthogonalcurven 
auf allen co’ Linien gleichlange Bogen abschneiden. Bezeichnen wir 
die Bogenlinge auf den geodiatischen Linien mit w, so werden durch 
die Orthogonalcurven solche Zuordnungen der Punkte (@) der geoda- 
tischen Linien hergestellt, dass sie die Form w’ = @ + Const. erhalten. 

Die oo! Orthogonaleurven werden daher durch sine Riccati’sche Glei- 
chung (1) bestimmt, bei der das Symbol Uf die Translation in @ ist, 
sodass die Differentialgleichung die Form hat 


oe = Ae). 


Eine Quadratur giebt also die gesuchten Curven**). Ist insbesondere 
eine Orthogonalcurve schon bekannt, so findet man alle ohne jede 


Quadratur. 
38. Beispiel: Die co! krummen Haupttangentencurven einer Regel- 
fliche schneiden die Geraden der Flache bekanntlich in constanten 


*) So viel wir wissen, kommt dieser Satz zuerst bei Bonnet vor, erst 
spiter bei Clebsch. Darboux hat znerst die Idee gehabt, die Betrachtungen 
auf m Dimensionen auszudehnen; er hat sich aber darauf beschrankt, nur einige 
darauf beztigliche Sitze abzuleiten. (Siehe Comptes Rendus 1880.) 

**) Von Interesse ist es tibrigens, zu bemerken, dass man dieses Ergebniss 
auch durch eine ganz andere Betrachtung durch Aufsuchung des Integrabilitits- 


factors bestimmen kann. 
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Doppelverhaltnissen. Daher werden sie durch eine Riccati’sche Diffe- 
rentialgleichung bestimmt*). — Wenn man insbesondere eine Regel- 
fliche dadurch herstellt, dass man durch die Punkte einer Raumcurve 
nach irgend einem Gesetze Geraden in den zugehérigen Schmiegungs- 
ebenen zieht, so besitzt die Regelflache die Raumcurve zur Haupt- 
tangentencurve. Daher sind alle Haupttangentencurven nach Satz 1 
durch zwei successive Quadraturen zu bestimmen. 


§ 2. System von zwei linearen Differentialgleichungen. 


DE Sa Cae Wir wollen nun die Riccati’sche Gleichung (1) auf ein System 


nom. DiGi. yon zwei simultanen linearen homogenen Differentialgleichungen auriick- 
fiihren. Zu diesem Zweck fiihren wir zwei Veranderliche x und y ein, 
indem wir 

Y 

x 


Qo = 


setzen und uns im Ubrigen die Verfiigung iiber x und y, die wir wie 
@ als Functionen von z auffassen, vorbehalten. Es ist 


240 dy dx 
de. dg 2 da’ 
also nach (1): 
d d 
oot —y = = Ax + Bay + Cy 


oder, wenn wir unter A(z) eine willkiirlich gewihlte Function von z 
verstehen: 

dy dx . 
o (SY — Ax a ay) —y(= + (B—A)« + Cy) = (0. 
Da nun das Verhaltnis von y und & einer Function w(z) gleichgesetzt 
war, so kénnen wir unter « eine beliebige Function von z verstehen, 
insbesondere eine, welche die zweite Klammer in der letzten Gleichung 
zum Verschwinden bringt. Dann muss notwendig die andere Klammer 
auch Null sein. Es giebt demnach zwei Functionen « und y von ¢, 


deren Verhiltniss o die Riccati’sche Differentialgleichung (1) erfillt, 


und die selbst den beiden Differentialgleichungen geniigen: 


(7) ao = td Be — Oy, 
d 
= Ax +ay 


*) Zuerst von Bonnet ausgesprochen. 
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Wenn # und y dieses simultane System erfiillen, so ist @ =~ eine 
Lésung der Riceati’schen Gleichung (1). 

Diese — iibrigens lingst bekannte — Ersetzung der Riccati’schen 
Differentialgleichung (1) durch das simultane System (7) kommt im 
wesentlichen darauf hinaus, dass die eine Veriinderliche w durch zwei 
homogene Veriinderliche x,y ersetzt worden ist. Ist #,, y, ein parti- 
culares Lésungensystem von (7), so ist auch ca,, cy, ein solches, 
wenn ¢ irgend eine Constante bedeutet. Sind a,, y, und a, y, zwei 


. x. x} . . . 

Particularsysteme, sodass >, und a sich nicht auf dieselbe Constante 
< x 2 2 

reducieren, so ist: 


B= CX O%, Y= OY + Ye 
das allgemeine Lésungensystem, denn es enthilt zwei wesentliche will- 
ktirliche Constanten ¢,,¢,. Alsdann ist 


Fie ea Hk + 24, RE + #Y. 
1% + C,H, H, UM, 


die allgemeine Lésung der Riccati’schen Gleichung. Sind x,, %,, #5, 4 
vier Werte der Constanten, zu denen die Loésungen @,, @,, 3, a, 
gehéren, so ist offenbar: 


(09, @, @s 0) ay CA Ho Hs 4) , 


also constant, was wir friiher anders bewiesen haben. 


Wir wenden uns zur geometrischen Deutung des Systems (7), Geom. 


Deutun 
das wir von jetzt ab so schreiben wollen: d. Systeme. 
diz dy 
(8) dg eT BY, ae oe Od: 


Hierin bedeuten a, 8, y, 0 gewisse Functionen von ¢ allein. 
Es mégen aw, y, 2 gewohnliche Punktcoordinaten im Raume sein. 
Alsdann stellt jedes Lésungensystem 


(9) a—=2,(2), y=") 

von (8) eine Curve in diesem Raume dar. Wir nennen sie eine [n- Mtesral- 
tegralcurve. Deren giebt es insgesammt oo”: 

(10) @ = C,H, + 0%, Y= OY, 1 CYe- 

Die co? Curven werden die Ebene z = 4, in ihren oo” Punkten, ebenso 

eine allgemeine Ebene z= Const. in ihren oo? Punkten schneiden. 

Sie stellen mithin eine Zuordnung der Punkte dieser beiden Ebenen zu 
einander her. Um ihren Ausdruck zu finden, wollen wir annehmen, die 
particularen Lésungen 2,, y, und 2, y, nehmen fiir z= 4) die Werte 
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w,°, y,2 und 2,°, y,9 an. Auch soll (a, y°) der Schnittpunkt der 
Ebene ¢ =z mit der Curve (10) sein. Wenn wir dann aus 


0 = 0,0,° + Cy, Y = GH + Cys! 
die Werte von c, und ¢, berechnen und in (10) einsetzen, so erhalten 
wir x und y offenbar ausgedriickt in der Form: 
eA + wey, y— ea" + o(2)y 
Hiermit ist der dem Punkte (a°, y°) der Ebene z= 2% entsprechende 
Punkt (v,y) der allgemeinen Ebene (¢) bestimmt. Die Zuordnung 
Ro Mae zwischen den Punkten beider Ebenen ist nach (10) eine leneare homo- 
gene Transformation. Wieraus folgt: Alle Integralcurven, die von den 
Punkten einer Geraden der Ebene z = 4 ausgehen, treffen jede Ebene 
zg = Const. in einer Geraden. Diese oo! Integraleurven erzeugen also 
ae eine Regelfldiche, deren Geraden in den Ebenen z = Const. liegen. Wir 
curven. nennen sie eine integrierende Regelfldiche. Da ferner bei einer linearen 
homogenen Transformation in 7, y das Wertepaar « = y = O invariant 
bleibt, so ist die z-Axe selbst Integralcurve. Da endlich bei linearer 
homogener Transformation das Unendlichferne sich entspricht und 
da alle Ebenen zg = Const. eine unendlichferne Gerade gemein haben, 
so kénnen wir noch sagen: Die unendlichferne Gerade der Ebene 
zg == Const. ist Integraleurve. Sie gehért tibrigens allen co? oben er- 
wahnten Regelflichen an, da jede Gerade einer dieser Fliichen die 
unendlichferne Gerade der Ebene z = Const. schneidet. Alle In- 
tegralcurven, die von den Punkten eines Kegelschnittes der Ebene 
2== 4, ausgehen, treffen jede Ebene Const. in den Punkten eines 
Kegelschnittes, denn bei jeder projectiven Transformation geht Kegel- 
schnitt in Kegelschnitt iiber, u. s. w. 

Angenommen, wir kennten alle erwahnten oo? Regelfliichen, so 
sind uns nattirlich alle ihre Schnittcurven, d. h. alle Integralcurven 
bekannt. Dies ist auch dann noch der Fall, wenn wir nur oo! Regel- 
flichen kennen, die nicht jede Ebene z= Const. nur in einem Strahlen- 
biischel schneiden. Denn die cot Geraden dieser Regelflichen in der 
Kbene z= Const. werden sich je co? Punkten treffen, die Schnitt- 
linien der oo? Regelfliichen sind demnach alle oo? Integralcurven. 
Kennen wir oo! Regelflichen, die jede Ebene z = Const. in einem 
Strahlenbiischel schneiden, die also nur eine Curve gemein haben, so 
kénnen wir auch dann noch die in ihnen gelegenen Integralcurven, 
also alle co? Integraleurven, und zwar durch Quadratur, bestimmen. 

Fassen wir niémlich eine dieser Regelflichen ins Auge. Sie wird 
die Ebene z= in einer Geraden g,, die Ebene z= Const, all- 
gemein in emer Geraden g schneiden. Die oot Punkte der Geraden g 
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sind denen der Geraden g, vermége der in der Fliche verlaufenden 
Integraleurven projectiv zugeordnet. Mithin bestimmen sich die oo! 
Integralcurven in der Fliche durch eine Riccati’sche Gleichung, nach 
Satz 4 des § 1. Es sind uns aber schon zwei dieser Curven bekannt, 
nimlich einmal die unendlichferne Gerade aller Ebenen z= Const. 
und dann die allen co! Regelfliichen gemeinsame Curve. Nach Satz 2 


des § 1 finden wir also alle oo! Curven durch eine Quadratur. 


Wir wollen nun insbesondere die cot Regelflichen bestimmen, Die Regel- 


welche die ¢-Axe enthalten, die ja Integralcurve ist. 

Bekanntlich geht aus dem simultanen System (8) die urspriing- 
liche Riccati’sche Gleichung wieder hervor, wenn man die Differential- 
gleichung fiir die Function 

Y 


. ot— i 
aw 


aufstellt. Deuten wir dies geometrisch: In der Ebene z= 2, legen 
wir durch die z-Axe eine Gerade, deren Winkel mit der w-Axe die 
Tangente @(z) habe. Dadurch wird dann auch in jeder Hbene 
z= Const. die zugeordnete Gerade durch die z-Axe festgelegt, deren 
Winkel mit der z-Axe die Tangente w(z) hat. Alle diese Geraden 
bilden eine Regelfliiche von Integralcurven. @ und g lassen sich als 
die Coordinaten dieser Geraden auffassen. 

Die Integration der urspriinglichen Riccati’schen Gleichung kommt 
also factisch darauf hinaus, alle die z-Axe enthaltenden von Inte- 
gralcurven des Systems (8) gebildeten Regelflichen zu finden. Die 
vollstindige Integration des Systems (8) verlangt alsdann, wie wir 
bemerkten, noch eine Quadratur (mit einer willktirlichen Constanten 
im Differential), um die Integralcurven in einer solchen Regelflache 
zu bestimmen. Die Riccati’sche Gleichung ersetzt also nicht vollstin- 
dig das simultane System (8). Wir erkennen dies auch daraus, dass 
bei seiner Bildung eine ganz willkiirlich wihlbare Function 4(¢) auf- 
trat. Die zum Systeme (8) gehérige Riccati’sche Gleichung ergiebt 
sich iibrigens wegen: 

do  xdy —ydx 


dz ae 


in der Gestalt: 
do 2 
(Gam, ag = Vt = a) o — Bar. 

Dass die Differentialgleichung fiir die Regelflachen, welche die 
g-Axe enthalten, gerade eine Riccati’sche sein muss, ist auch begriff- 
lich zu erklaren: Fassen wir in allen oo! Ebenen z= Const. alle oo 
Strahlenbiischel ins Auge, die von der z-Axe ausgehen. Ihre Strahlen 
sind einander durch das System (8) wegen (10) projectiv zugeordnet. 


flichen 
durch d. 
2- Axo. 
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Zusammengehérige Strahlen bilden eine der fraglichen Regelflachen. 
Nach Satz 4 des § 1 bestimmen sie sich aus einer Riccati’schen Gleichung. 


peter Betrachten wir jetzt das nicht homogene, aber doch lineare System: 
Diffgln. He 


qo te + BY +1; 
2) Fh 
dz ay oe dy a glia 


in dem a, B, y, 0, y, ® gegebene Functionen von 2 bedeuten. Dies 
System wird durch oo? Integralcwrven im Raume (a, y, 2) integrirt. 
Die Integralcurve, welche die Ebene z = 4 im Punkte (2°, y°) schneidet, 
treffe die allgemeine Ebene z= Const. im Punkte (w,y). Dadurch 
wird eine Zuordnung der Punkte der Ebene z = Const. zu denen der 
Ebene z= 4, hergestellt. Die Art dieser Zuordnung erkennt man 
sofort. Die Jntegraleurve geht naémlich dadurch hervor, dass man 
bestiindig auf den Punkt (a, y, 2) eine infinitesimale Transformation 
austibt, bei der die Coordinaten x, y die Incremente 
da =(ax+ By+n)dz, dy = (yx + dy + 9)dz 

erfahren, wenn z das Increment dz erhilt. Von Ebene zu Ebene 
werden sich diese Incremente dindern, da 2 variiert. Aber immer liegt 
eine infinitesimale lineare Transformation in x, y vor. Wenn man 
aber unendlich viele infinitesimale Transformationen der linearen Gruppe 
in z, y austibt, so ist das Ergebnis einer einzigen Transformation 
der linearen Gruppe, also wieder einer linearen Transformation in 2, y 
Aquivalent. Mithin driicken sich die Coordinaten a, y des Punktes, in 
dem die durch den Punkt (#°, y°) der Ebene ¢ = 2, gehende Jntegral- 
curve die Ebene (2) schneidet, in der Weise aus: 


eon + oy +t, y= a+ py + 4. 
Dabei aber sind die Coefficienten @, 6, t, p, ¥, % gewisse uns un- 
bekannte Functionen von 2. 

Man sieht, auch jetzt sind die Beziehungen zwischen den Punkten 
der Ebenen ¢ = Const. lineare, aber nicht mehr homogene. Es ist 
also wieder die unendlichferne Gerade der Ebenen ¢=Const. eine 
Integralcurve, nicht aber die z-Axe. Wieder erzeugen alle Integral- 
curven, die von den Punkten einer Geraden in der Ebene z= 2, aus- 
gehen, eine Regelfldche. Kennen wir oo! dieser Regelflachen, die sich 
nicht nur in einer Curve schneiden, so kennen wir alle oo? Integral- 
curven als ihre Schnittlinien. 


Bestimmung 


der integrie- Hine solche Regelfliche kénnen wir uns in der Form geschrieben 
renden 
Rogelflich. denken 
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(13) y=sAu+yr, 
in der 2 und v noch unbekannte Functionen von g sind. Es folgt 
hieraus durch Differentiation nach ¢: 


dy ax da dy 
da te te ae aps 


Tragen wir hier die Werte (12) ein, so erhalten wir: 


yu + dy + —A(ax + py +9) — a2 4 — 0. 


(13) ist eine von Integraleurven gebildete Regelfliche, sobald die letzte 
Gleichung vermége (13) identisch besteht, d. h. sobald 


ist. Dies aber sind fiir 4, v die beiden Differentialgleichungen: 


= yt (d— aa — Be, 


dv 


ih = Ov — Bly. 


(14) 


Hat man dies simultane System integriert, so sind auch unsere Regel- 
flaichen (13) und damit auch alle Integralcurven von (12) gefunden. 
Insbesondere ist nun die erste Gleichung (14) eine Riccati’sche in 
A und z,. Ist sie integriert, so setzen wir den Wert von 4 in die 
zweite Gleichung (14) ein und erhalten dadurch eine lineare Gleichung 
in v und z, deren Integration zwei successive Quadraturen erfordert. 
Die Integration des simultanen linearen Systems (12) ist also auf die 
Integration einer Riccatischen Gleichung und zwei successive Quadraturen 
2urticheufiihren. 

Die soeben benutzte Reduction riihrt von d’Alembert her. Ihr Reduction 
innerer Grund ist dieser. Die unendlichferne Gerade der Hbenen @Alembert. 
z= Const. ist gemeinsame Integralcurve. Da in jeder Ebene die 
unendlichfernen Punkte als die Richtungen der Geraden 


y=hAr+y 


charakterisiert werden kénnen, diese aber durch 4 bestimmt werden, 
so folgt: Die co! Richtungen 4 in jeder Ebene z= Const. sind auf 
die in der Ebene z = 4, projectiv bezogen. Man findet demnach nach 
Satz 4 des §1 alle einander zugeordneten durch Integration einer 
Riccati’schen Gleichung. Es ist das die erste Gleichung (14). 
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§ 3. Verallgemeinerung der Riccati’schen Differentialgleichung, 
System von drei linearen homogenen Differentialgleichungen. 


Es liegt eine weitere Veralloemeinerung des Systems (12) dusserst 
nahe. Anstatt nimlich wie dort den Gréssen dx, dy die Form der 
Incremente von w, y bei einer infinitesimalen linearen Transformation 
zu geben, erteilen wir ihnen die Form der Incremente bei einer in- 
finitesimalen projectiven Transformation iiberhaupt. Wir betrachten 
also das simultane System: 


a A+ Ox+ Dy + He + Kay, 


7 d 
(15) a 
go oD Ee Gy nay 
in dem A, B, C, D, E, G, H, K gegebene Functionen von ¢z dar- 
stellen sollen. 

oe Wir nennen jedes derartige System eine Verallgemeinerung der 

sehen Dis! eccati'schen Differentialglerchung. 
Zunichst wollen wir einmal wieder ¢ als Zeit, x,y als Punktcoor- 
dinaten in der Ebene deuten. Alsdann stellen die Gleichungen (15) 


eine infinitesimale projective Transformation 
Uf= (A+ Ce + Dy + Ho + Kay) 2 4 
6 
+ (B+ Ex + Gy + Hay + Ky) <4 


dar, die vom Moment zg an im nichsten Zeitelement dz auf die Punkte 
der (a, y)-Hbene ausgefiihrt wird. Hin Punkt, der zu einem bestimm- 
ten Anfangsaugenblick ¢ = 2 etwa die Lage (a, y,) hat, wird durch 
die continuierliche Ausfiihrung solcher mit der Zeit zg verdnderlicher 
infinitesimaler projectiver Transformationen Uf im Verlaufe der Zeit 
z in eine Lage (x,y) gebracht. Die Gleichungen (15) integrieren, 
heisst, diese Lage (#, y) durch x, y) und zg ausdriicken. Da die Auf- 
einanderfolge einer Reihe von projectiven Transformationen einer eben- 
falls projectiven Transformation iquivalent ist, so folgt, dass sich a, y 
linear gebrochen durch a, y) ausdriicken werden. Das allgemeine 
Lésungensystem von (15) hat somit die Form: 


— Ay ty + Bry +O y eee 
A,x% + By, + GC,’ A; + By, + C, 


in der die A, B, C noch unbekannte Functionen von 2 sind. 2%, Y% 
spielen die Rolle der Integrationsconstanten. 
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Deuten wir nunmehr wz, y, 2 als gewdhnliche Punktcoordinaten 
im Raume, so stellen diese Gleichungen, wenn man a, y) in ihnen 
bestimmt wilt, sodass sie ein particulares Lésungensystem repriisen- 
tieren, eine Curve im Raume, eine Integralcurve dar, die vom Punkte Hpenrat 
(%, Yo) der Ebene z = z ausgeht, Alle oo? Integraleurven schneiden 
die Kbenen z = Const. in allen ihren Punkten und stellen also Zuord- 
nungen zwischen den Punkten dieser Ebenen her. Die Form der 
letzten Gleichungen zeigt, dass diese Zuordnungen projectiv sind. 

Auch jetzt bilden, da -hiernach jeder Geraden der Ebene z = 4, 
eine Gerade jeder der Ebenen ¢ = Const. entspricht, alle Integral- 
curven, die von den Punkten einer Geraden der Ebene z= 4% aus- 
gehen, eine integrierende Regelfldche, die jede Ebene zg = Const. in einer eee 
Geraden schneidet. Es wird aber jetzt — sobald in (15) die Functionen Reseliiiche. 
H und EK nicht beide identiseh verschwinden — die unendlichferne Gerade 
der Ebenen ¢ = Const. nicht mehr als Integraleurve aufzufassen sein, 
denn bei einer allgemeinen projectiven Transformation entspricht die 
unendlichferne Gerade nicht sich selbst. 

Wenn eine integrierende Regelfliiche von vornherein bekannt ist,Pine Reset 
etwa diese: hae a 


y= ha +, 


bei der 4, »v bekannte Fumctionen von zg sind, so kénnen wir das 
jetzige System (15) auf ein lineares zuriickfiihren. Alsdann nimlich 
sind die Geraden 

y—sx—v=0 


der Ebenen z= Const. einander vermége der infinitesimalen projec- 
tiven Transformationen Uf zugeordnet. Durch geeignete projective 
Coordinateninderung in jeder der Ebenen kénnen wir diese Gerade 
ins Unendlichferne verlegen. Hine solche Coordinateniinderung ist diese: 


Fiihren wir also statt x, y diese Verinderlichen wv’, y’ in das System 
(15) em, so muss bei dem hervorgehenden System die Zuordnung 
der Punkte der Ebenen z= Const. tiberall linear sein, indem die 
Regelflache 

y=hAu+yv 


nunmehr ins Unendlichferne z= oo, y’= oo versetzt worden ist. 
Dann aber liegt wieder der zuletzt in § 2 besprochene Fall vor: Uf 
wird linear, und das System in wv’, y’, ¢ ist linear. Wir tiberlassen es 
dem Leser, dies zu verificieren. Man hat dabei zu beachten, dass 
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y =4xz-+-y eine integrierende Regelfliche von (15) sein soll, also 
vorauszusétzen ist, dass die Gleichung * 


B+ Ext Gyt+ Hayt+ Ky =1(A +Ca+ Dy + Ha? + Kay) + 
+WVat+y 


vermége y= Au -+ vy identisch bestehe fiir alle Werte von z und x. 


Das System (15), die Verallgemeinerung der Riccati’schen Diffe- 

System rentialgleichung, wollen wir nun auf ein System von drei linearen homo- 
Mite genen Differentialgleichungen durch ein Verfahren zuriickfiihren, das 
analog der Reductionsmethode der Riccati’schen Differentialgleichung 

auf zwei simultane lineare homogene Differentialgleichungen ist. Wir 
fithren namlich statt v, y drei homogene Verinderliche %,, Z, #5 ein, 


deren Verhiltnisse 


seien. Dann ist: 


Setzen wir hierin die Werte (15) ein, so kommt: 


dx dx 
ts, %1 a, = Ans? + Ca, 2, + Dx,x, + Hx? + Kaya, 
dx, di, 


RES <a ore Bu,’ + Ex,%, + Ga, %, + Ha,x, + Kx,?. 


Da wir bisher nur tiber die Verhaltnisse von x,, x, x, verfiigt haben, 
so kénnen wir unter Hinfiihrung einer beliebigen Function A(z) fest- 
setzen, dass 


aM = Aw, + (C— Aja, + Day 


sein soll. Dann wird 


ae = — ix, — Hx, — Ka, 
und 
dx 
a, Da, Hay (Ge Ala. 


Wir erhalten also dann ein System von drei linearen homogenen Diffe- 
rentialglerchungen von der allgemeinen Form: 
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dx 

ae = HX $ Oy 2%y O32, 

dx, ; 
(16) aa S Oly, + Algo Hy fF Ops Xs , 

dex, 


an = Og @y PE Olga y Msg Xs. 


Ist das System integrabel, so gilt dasselbe vom System (15), aber 
nicht umgekehrt, denn ist (15) integriert, so kennt man nur die Ver- 


hiltnisse =~ und ~* als Functionen von ¢, kennt also 
8 


3 
eg = Sg OY yy == 

bis auf die noch unbekannte Function @ von z. Um diese zu bestim- 
men, setzen wir diese Werte in eine der Gleichungen (16) ein. Dies 
liefert fiir @ eine lineare homogene Differentialgleichung, aus der sich 
also g durch eine Quadratur bestimmt. 

Wir wollen uns nun weiterhin mit dem homogenen System (16) 
und seiner Integration beschiftigen. 

Soeben hatten wir x, 2%, %, als homogene Coordinaten in der - 
Ebene z = Const. vermége 


= a 
? a, 4 


&/8 


eingefiihrt. Also das dem homogenen Coordinatensystem zu Grunde 
liegende Dreieck hatten wir in specieller Weise gewahlt. Nichts aber 
hindert uns nun, wo wir zu dem System (15) doch nicht zuriickkehren 
wollen, bei dem vorgelegten System (16) x,, x, %; als irgendwelche 
homogene Coordinaten in den Ebenen z = Const. zu betrachten, also 
das Coordinatendreieck in jeder Ebene beliebig zu wahlen. Wir wer- 
den spater durch passende Wahl der Coordinatendreiecke Ofters Ver- 
einfachungen erzielen. 

Ist 2,', 2, #; ein particulares Lésungensystem von (16), so 
ist auch 

Uy = C,H, Uy = C,Hq', Ly—= OXy 


ein solches, wenn ¢, eine beliebige Constante bedeutet. Sind 
Li =i, Vi — 2, =a” (i=—1, 2, 3) 
drei particulare Lésungensysteme, doch so, dass zwischen ihnen keine 


Gleichungen Ps 
an, + b2,"+ cx," = 0, 


Ate + ba,’+ cx,” = 0, 
ats + bx" + ex,"—= 0 
mit constanten Coefficienten a, 6, c bestehen, so ist: 
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Allg. L8- (17) 0; = 0,0; + O07’ + oa” (i= 1, 2, 3) 


sungensyst. 
durch drei 


partic. 
ausgedr. 


Hine 
Integral- 
curve sei 
bekannt. 


das allgememste Losungensystem, ausgedriickt durch drei beliebige par- 
ticulare. 

Wenn- wir wieder wie friiher als Integrationsconstanten die An- 
fangswerte 2,°, 2,°, 2° von 2, 2, “, in der Ebene z= 4, wahlen, so 
haben wir aus den Gleichungen (17) nach der Substitution 2 = 4 die 
Constanten ¢,, ¢), ¢; zu berechnen und dann in (17) einzusetzen. Da- 
durch ergeben sich die Integralgleichungen in der vorauszusehenden 
Form einer linearen homogenen Transformation: 


bi = fis (2) 2,° ae fia (#) %_° 2 fis(2) 5° (@=1, 2, 3). 


Es ist zu beachten, dass sich die Begriffe Integraleurve und par- 
ticulares Lésungensystem jetzt nicht mehr decken, weil fiir die Integral- 
curve nur die Verhaltnisse von %,, 2, 7, in betracht kommen. Die 
Gleichungen 

@, = A,(2), %, = 4,4), Us = A;(2) 


stellen eine Integraleurve dar, sobald die aus ihnen sich ergebenden 


dx, a2, ax, : 
aay aS eas den durch (16) bestimmten 


Werten dieser Verhiltnisse gleichkommen. Es existiert alsdann ein 
gewisses particulares Losungensystem 


= 0A,(2Z), = 04,(2), %3—=A;(2). 


Die unbekannte Function 9 von Zz bestimmt sich aus einer der Glei- 
chungen (16) durch eime Quadratur. 

Obgleich unsere geometrische Interpretation hiernach keine voll- 
kommen bestimmte ist, so wird uns gerade diese Vieldeutigkeit spiiter- 
hin von Vorteil werden. 


Werte der Verhdlinisse von 


Angenommen, eine Integralcurve 
Uy = A(Z)%3, Ly = w(Z) ay 


ser bekannt. Sie trifft die Ebenen z = Const. in zugeordneten Punkten. 
Diese Punkte sind die Mittelpunkte von Strahlenbiischeln in den Ebenen 
2 = Const., und die Biischel sind einander projectiv zugeordnet. Hier- 
aus folgt nach Satz 4 des § 1, dass sich die Regelflichen, welche die 
gegebene Integralcurve enthalten, aus einer Riccati’schen Gleichung 
oder — bei homogenen Coordinaten — aus einem System von zwei 
linearen homogenen Differentialgleichungen bestimmen lassen. 

In der That kann man dies auch rechnerisch einsehen: Wir wihlen 
in der allgemeinen Ebene z= Const. ein neues Coordinatensystem 
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(Yi? Yo! Ys) S80, dass die Keke y, = y,—=0 auf der gegebenen Integral- 
curve liegt. Die dazu nétigen Formeln haben allgemein die Gestalt: 
(18) Ye = Vit + Pret, + ists (k = 1, 2, 3), 

in der die yy, Functionen von ¢ bedeuten. Insbesondere gollen nach 
unserer Voraussetzung y, und y, fiir x, =A, % = wx, Null sein. 
Wir wiihlen daher die ~ so als Functionen von 2, dass erstens natiir- 
lich ihre Determinante 


Z + Wy Woe Ws3 == O 


ist und dass zweitens 
Ady, + ov, + yy; = 0, 
Ads; F UW + Yo3 = 0 


wird. Fiihren wir die neuen Coordinaten (18) in das System (16) ein, 
so nimmt es zunichst die allgemeine Form an: 


dy; 


ihe BirYi + BisYe + Bis Ys, 
d: 2 
(19) _ = Bai + Boo Y2 + Bes Ys, 


dys 
i = Bsi41 + Bs2Yo+ Bs Ys- 


Aber jetzt ist y, = y, = 0 eine Integralcurve, d. h. es ist B,, = ,3=0, 
sodass das transformierte System die Form hat: 


dy, 
Gt = Buti + Bias» 
dYs 
a = BaY, + BooYs, 


di 
ae = Bs Yi + BsoYo + Bog Y3- 


Die beiden ersten Gleichungen bilden ein System fiir sich. Sie be- 
stimmen die durch die bekannte Integralcurve gehenden integrieren- 
den Regelflichen und werden durch eine Riccati’sche Gleichung und eine 
Quadratur erledigt, wahrend die letzte Gleichung noch zwei Quadra- 
turen verlangt. 


, , : , Zwei 
Sind zwei Integraleurven bekannt: ts 
curven seien 
Ly = A(Z)a5, Lo = wl?) a53 bekannt. 


Ly = G(2)23, Ly = t(2)L5, 
so sind wieder die Strahlenbiischel in den Ebenen z = Const., deren 
Mittelpunkte auf einer der beiden Curven liegen, einander projectiv 
zugeordnet, sodass sich die integrierenden Regelflachen durch eine der 
Curven nach Satz 4 aus einer Riccati’schen Gleichung bestimmen. 
Hier ist uns aber eine dieser integrierenden Regelflichen schon bekannt, 


Drei 
Integral- 
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nimlich die, welche die beiden Curven enthalt. Nach Satz 1 des § 1 
ergeben sich daher die Regelflaichen durch die Curven vermége. je 
zweier successiver Quadraturen.. Damit sind alsdann auch alle In- 
tegralcurven gefunden, als Schnitte dieser Flachen. Die Bestimmung 
aller Lésungen des Systems (16) erfordert also nur noch eine letzte 
Quadratur. 

Rechnerisch fiihrt man diese Reduction durch, indem man solche 
neue homogene Coordinaten y,, Ye, y3 in den Ebenen ¢ = Const. ver- 
moge eines Gleichungensystems (18) einfiihrt, dass die Hcken der 
Coordinatendreiecke: y, = y, = 0 und y, = y, = 0 auf den gegebenen 
Integralcurven liegen. Man wird also in (18) die ~;, deren Determinante 
nicht Null sein darf, irgendwie so als Functionen von ¢ wahlen, dass 


Ady, + UY: + Vis =, 
Atos + UVe + Vos = 0; 


60 +t. +H; =9, 

Os, + TVs + Vs3 = 0 
wird. Das durch Hinfiihrung von y,, y,, y; alsdann hervorgehende 
System (19) besitzt die Integraleurven y, = y, =O und y, = y, = 0, 
sodass 6, = B.,;== 90, sowie 6, = B;. =O wird. Es hat also die 


Form: 
dy 
ae = But, 


dy, 
i = Bats + BreY2, 


ay 
Pa = Bs + Bs3 Y3- 


Die erste Gleichung wird durch eine Quadratur integriert, alsdann die 
zweite und dritte durch je zwei successive Quadraturen, das ganze 
System also durch fiinf, wie wir vorhersagten. 

Sind drei Integraleurven bekannt, die nicht derselben integrieren- 


eurven seionden Regelfliche angehéren, so kénnen wir die Ecken der Coordinaten- 


bekannt. 


dreiecke (y,: Y,:Y3) in ihre Schnittpunkte mit den Ebenen zg = Const. 
verlegen. Dadurch erhalt das System eine Form (19), in der die drei 
Curven: 

41 =42=9, Yo=Y¥s=9, Yy=y =O 
Integraleurven sind. Es wird also die Gestalt haben: 


dy dy. dy 
ae = But, We = Bo2Yo, aa = Bsg Ys 


und ist durch drei von einander unabhiingige Quadraturen ‘zu integrieren. 
Dies folgt auch rein begrifflich, denn nach Satz 2 des § 1 erfordert 
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die Bestimmung der durch die erste der drei Curven gehenden inte- 
grierenden Regelfliichen nur eine Quadratur, ebenso die der durch die 
zweite gehenden Regelfliichen, denn jedesmal sind uns zwei der Regel- 
flachen schon bekannt. Die Schnitteurven der Regelfliichen sind die 
Integraleurven. Die Lisungen des Systems ergeben sich also durch 
noch eine dritte Quadratur. 


Batters Streiner’s ar: . aes 
Ss moge eine integrierende Regelfldche ee 

= i bekannt. 
(20) L = A(z) Xs + U(2) 2p sei bekann 


bekannt sem. Sie schneidet die Ebenen z= Const. in Geraden, deren 
Punkte einander projectiv zugeordnet sind vermége der in der be- 
kannten Regelfliiche gelegenen Integraleurven. Diese oo! Integral- 
curven findet man mithin nach Satz 4 des § 1 aus einer Riccati’schen 
Gleichung oder einem System von zwei linearen homogenen Differen- 
tialgleichungen. Dies verificiert man sofort, wenn man (20) in die 
beiden ersten Gleichungen (16) einsetzt. Sind die in der gegebenen 
Regelfliche verlaufenden Integralcurven gefunden, so greifen wir zwei 
unter ihnen heraus und machen sie zu den Curven y, = y, = 0, 
Y; = ¥; = 0 im neuen Coordinatensystem. Dadurch kommen wir auf 
das vorletzte Problem zuriick, dessen Erledigung noch fiinf Quadra- 
turen erforderte. 


Sind zwei integrierende Regelflachen bekannt : Zot 
fey seion 
L, = A(z)x, + w(2)2, pekannt. 


Ls; = O(2)%, + (2), 

so kennt man von den in jeder derselben verlaufenden Integralcurven, 
deren Bestimmung zunachst auf die Integration Riccati’scher Glei- 
chungen zuriickkime, je eine, nimlich die Schnittlinie beider Flachen. 
Nach Satz 1 erhalten wir durch je zwei successive Quadraturen alle 
in den beiden Fallen verlaufenden Integralcurven. Damit sind dann 
offenbar alle integrierenden Regelflichen bekannt, also tiberhaupt alle 
Integralcurven, sodass die volistaindige Integration des Systems (16) 
noch eine fiinfte Quadratur verlangt. 

Sind drei integrievende Regelfldchen bekannt, die nicht’ sémtlich *! mae" 
durch dieselbe Curve gehen, so kennen wir auch drei Integralcurven, , Se, 
die nicht simtlich in derselben Regelfliche liegen. Die Integration 
erfordert also nach dem Friiheren drei von einander unabhingige 
Quadraturen. 

Die drei soeben betrachteten Falle stehen den vorher untersuchten 
insofern dualistisch gegentiber, als an Stelle der Punkte in den Ebenen 
z= Const. hier die Geraden in den Ebenen treten. Integraleurve und 


Lie, Continuierliche Gruppen. 50 
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integrierende Regelflache sind in diesem Sinne zu einander dualistisch. 
In der That kann man dieser Auffassung dadurch einen Ausdruck 
geben, dass man in den Ebenen z = Const. homogene Liniencoordina- 
ten w,, %,, WU einfiihrt, indem man die Invarianz von: 


U2, fF Wey + Ugh; = 
verlangt. Man gelangt alsdann, indem man nach den integrierenden 
Regelflachen fragt, zu einem System von drei linearen homogenen 
Differentialgleichungen in u,, %,, vs. Wir wollen es aber bei dieser 
Andeutung bewenden lassen. 


Simones: Kennt man eine integrierende Regelfliche und eme nicht in thr ge- 
Regelfliiche 


aga legene Integralcwrve, so fiihrt man neue homogene Coordinaten ¥,, Y2, Ys 
curve soionin den Kbenen ¢ == Const. vermége (18) derart ein, dass die eine Heke 
Yo = Y3; =O auf der bekannten Integralcurve und die Seite y, = 0 
des Coordinatendreiecks eine Gerade der bekannten Regelflache wird. 
Alsdann nimmt das System (16) eine neue Form (19) an, in der 
offenbar, da y, = y, =O Integralcurve ist, 6,, = 63, =O und, da 
y, = 0 integrierende Regelfliche ist, 6,. = 6,; = 0 wird. Somit hat 


es die Form: 
dy 


Pine Bust 

d 

<e —- BosY2 + BosYs, 
d 

we ey Bs2Yo + Bss¥3- 


Die erste Gleichung integriert sich durch eine Quadratur. Die beiden 
letzten werden durch eine Riccati’sche Gleichung und eine Quadratur 
erledigt. 


Bisher haben wir nur solche von Integralcurven erzeugte Flachen 

betrachtet, welche eine EKbene z= Const. und mithin alle Ebenen 

mnte- & == Const. in Geraden schneiden. Wir wollen allgemein eine von 
poerepne Integralcurven erzeugte Fliche eine integrierende Fldiche nennen. 

sing mies. Nehmen wir an, es sei uns eine integrierende Fliche bekannt, 

bekannt. welche die Kbene ¢ = 2 in einer Curve ¢, schneidet, die keine infini- 

tesimale projective Transformation in sich gestattet, die also keine 

selbstprojective Curve ist (vgl. § 4 des 3. Kap.). Alsdann schneiden 

die Ebenen ¢ = Const. die Fliche in bekannten Curven c, die eben- 

falls nicht selbstprojectiv sind, da sie aus der Curve c, durch pro- 

jective Transformation oder durch in 2,, a, 2 lineare homogene 


Transformation hervorgehen. Es giebt nun keine continuierliche Schar 
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von projectiven Transformationen 7,, 7,, 7, ..., die ¢ in eine Curve 
c tiberfiihren, denn sonst wiirde cy bei 7,-'7,, 7,-17,... invariant 
sein, mithin eine infinitesimale projective Transformation gestatten. 
Die demnach nur in discreter Anzahl vorhandenen projectiven Trans- 
formationen, die ¢) in ¢ tiberftthren, kann man direct bestimmen. Es 
ist dies nur ein Hliminationsverfahren. Diese Transformationen ent- 
halten in ihren Coefficienten im allgemeinen z als Constante. Hine 
der Transformationen muss nun genau mit der tibereinstimmen, die 
der durch das System (16) zwischen der Ebene (z,) und der Ebene 
(2) hergestellten entspricht. Da die Auswahl nur unter einer discreten 
Anzahl stattfindet, kann man sie in jedem Falle durch Verification 
finden. Alsdann ist die durch die Integralcurven zwischen den Ebenen 
z= Const. vermittelte projective Beziehung bekannt. Daher lassen 
sich auch die Integraleurven ohne Quadratur durch ausfiihrbare Opera- 
tionen finden. 

Man kann dies auch so entwickeln: 

Dass die Curven ¢ durch projective Transformation — also durch 
in 2, %2, “, lmeare homogene Transformation — aus ¢, ableitbar 
sind, kann folgendermassen ausgesprochen werden: Ks lassen sich in 
allen Ebenen z==Const. solehe neue homogene Coordinaten y,, Y2, Y5 
einfiihren, dass die Curven ¢ saimtlich dieselbe Gleichung wie ¢, be- 
sitzen. Dies gilt iibrigens auch dann, wenn die Curve ¢ selbst- 
projectiv ist, eine Annahme, zu der wir nachher iibergehen. 

Wir kénnen also das Gleichungensystem (18) zur EHinfiihrung 
neuer Coordinaten y,, ¥, yz so wahlen, dass die Curven ¢ in allen 
Ebenen z= Const. dieselbe — mithin von z freie — Gleichung er- 
halten: 


O(Y1, Yo. Ys) = 0. 


Das System (16) geht somit bei Einfiihrung von y,, y, y,; im ein 
System (19) iiber, das die integrierende Flache =O besitzt. Hs 
ist daher 


sls 
S 


vermége (19) und = 0, oder also es ist: 


3 

Ow 
>! (Birys + Beoye + Biss) Ee 0 
it: 


vermige w = 0. Dies lasst sich auch so aussprechen: Die Curve ¢ 


oder = 0 gestattet die infinitesimale projective Transformation 
50* 


Integr. 
durch aus- 
fiihrbaro 
Opera- 
tionen, 


Die Aus- 
nahmefille. 


Co gestatte 
eine inf. 
proj. Trf. 
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(21) >! Gags + Breys + Bis¥s) ds; 
of 


wenn 5), mit g, bezeichnet wird. Dies widerspricht der Voraus- 
k 


setzung, solange nicht alle B, = 0 sind. Das neue System (19) hat 
also die einfache Gestalt: 
gaps je RTE dys = 
Prva Fae dz r= 
und ist sofort integriert. Wir finden also nicht nur die Integral- 
curven, sondern auch die Lésungen des Systems ohne jede Quadratur 


durch ausfiihrbare Operationen. 


Betrachten wir nunmehr die Annahme, dass die Curven ©, ¢, in 
denen die bekannte integrierende Fliche die Ebenen z = Const. trifft, 
selbstprojectiv sind. Nach Theorem 7, § 4 des 3. Kap., lassen sie sich 
auf typische Formen zuriickfiihren. Wir wollen die einzelnen Falle 
besprechen: 

Gestattet c, nur eine infinitesimale projective Transformation, so 
kann sie auf eine der beiden Formen 


y—e=0, y—a2*=0 


in nicht homogenen Coordinaten x, y gebracht werden. Also folgt, 
wenn wir diese Gleichungen homogen schreiben: In dem vorliegenden 
Falle diirfen wir annehmen, das System (16) sei schon auf eine solche 
Form (19) gebracht, dass es die integrierende Flache 
yw 
O = Yy — ye == 0 
oder: 
Oi U4, 


besitzt. Die frithere Uberlegung zeigt wieder, dass alsdann die Curve 
co == () die infinitesimale projective Transformation (21) gestatten muss. 
Da sie nur eine gestattet, ist diese leicht aufzustellen. Wir haben 
dies in nicht-homogenen Coordinaten in § 4 des 3. Kap., 8. 81, ge- 
than. Danach gestattet 

f—e ='0 
diese: 


P+ 94; 
also gestattet 
V1 


@ = Yo — ye” = 0 


als allgemeinste infinitesimale lineare homogene in ¥,, y, y3 diese: 
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O(Ys% + Yod2) + 6rd + Yod + Y5%s): 
(Vgl. die Tafeln in § 1 des 19. Kap, 8. 503). @ und 6 kénnen irgend 
welche Functionen von z bedeuten. Vergleich mit (21) giebt die 


Werte der By. Das System (19) hat daher sicher die Form ange- 


nhommen: 
dy, 


ae OY, + @Ys; 
dy 

ae > (0 + @)y%, 

dy. 

a ae Ys. 


Die Integration dieses Systems verlangt nur die Auswertung der In- 
tegrale tiber edz und edz. 
Die Curve ferner 
Let oS 
gestattet, sobald, wie angenommen werden muss, 
1 6 

Biel, 0, 9? 1, 2 

ist, die infinitesimale projective Transformation 


EP “YG, 
mithin gestattet die Curve 


OF "YI l= 0 
als allgemeinste infinitesimale lineare homogene Transformation in 
Yir Yo» Ys diese: 
O(N + &Y292) + OCG A Y2% + Y5%s)) 
sodass der Vergleich mit (21) zeigt, dass im vorliegenden Falle das 
System (19) die Gestalt hat: 
7 are (o+ 4), Le = (ao + 5)%, gh = oY;. 


& 


Die Integration erfordert nur die beiden Quadraturen Jodz und fode. 

Dass wir in diesen Fallen mit Quadraturen auskommen, hitten 
wir auch ohne Rechnung einsehen kénnen: Die Curven ¢ sind pro- 
jectiv auf einander bezogen vermége der auf der bekannten inte- 
grierenden Flache gelegenen Integraleurven. Diese Integralcurven be- 
stimmen sich also nach Satz 4 des § 1 durch eine Riccati’sche Gleichung. 
Aber wir sehen aus Theorem 7, § 4 des 3. Kap., dass die Curven ¢ 
singulire Punkte enthalten, die einander entsprechen. Der Ort dieser 
singuliren Punkte ist also eine bekannte Integralcurve, gelegen auf der 
integrierenden Flache. Die in Rede stehende Riccati’sche Gleichung 


790 Kapitel 24, §§ 3, 4. 


ist mithin nach Satz 1 des § 1 durch zwei Quadraturen integrierbar. 
Hat man dadurch alle Integralcurven auf der Flache gefunden, so be- 
stimmen je zwei derselben eine integrierende Regelflache. Die Schnitte 
dieser Regelflichen sind alle co’ Integralcurven. 

A Silda i Wenn die Curve c, mehr als eine infinitesimale projective Trans- 

proj. Txf. formation in sich gestattet, so ist sie nach Theorem 7 eine Gerade 
oder ein Kegelschnitt. Auch dann bestimmen sich die auf der be- 
kannten integrierenden Flache gelegenen Integralcurven aus einer 
Riccati’schen Gleichung. Wir kennen aber von vornherein keine ein- 
zelne Integraleurve auf der Fliche, da die Geraden und Kegelschnitte 
keine singuliren Punkte haben, d. h. keine Punkte, die bei allen in- 
finitesimalen projectiven Transformationen der Geraden oder Kegel- 
schnitte in sich in Ruhe bleiben. Ist c, eine Gerade, so ist die 
bekannte Flache eine Regelfliche. Diesen Fall haben wir schon be- 
sprochen. 

Hs eriibrigt also nur noch der Fall, dass die gegebene integrierende 

Cy sei KeeelHliche die Kbenen ¢ == Const. in Kegelschnitten schneidet. Wir kénnen 
die Kegelschnitte ¢ siimtlich durch Hinfiihrung passender homogener 
Coordinaten y,, y,, ys in den Ebenen z = Const. auf die Form 


o =y," — 2y.y43 = 0 
bringen. Hs soll w =O eine integrierende Fliche vorstellen, d. h. es 
muss a = 0 sein vermége oO und vermége des Systems (19). 


Dies ergiebt ohne Miihe, dass das System (19) die Form annimmt: 


oe = (9 + 6)% + Bis + Biss, 


dy, 
(22) a = BisY1 + 20Y2) 
a 
“2 a Bro + 26ys. 


Wir wissen, dass die Punkte der Kegelschnitte projectiy auf einander 
vermége der Integralcurven bezogen sind und diese Integraleurven sich 
daher aus einer Riceati’schen Gleichung bestimmen. Um die Gleichung 
zu erhalten, fiihren wir eine Grésse u als Coordinate der Punkte der 
Kegelschnitte 

Y1” — 2424, = 0 
ein, indem wir setzen: 


Yo = UY,» 
sodass auch 
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Y, = 2uys 
ist. Nach (22) wird nun aus 


dy, «dy du 
dpe et cae te Ut ga) 


wenn Y = wy, und y, = 2uy, eingesetzt wird, worauf sich y, forthebt, 
die Differentialgleichung fiir w: 


9 1 dl 
Bis = (6 —9)u + Baw? + 5 By + 5 


Hs ist dies in der That eine Riccati’sche Differentialgleichung fiir w. 


Also hat sich ergeben: eerie 
Satz 5: Wenn von dem simultanen System ies 
dy, Fliche, 
ri = Bir) + Bi2(2)Y2 + Bis (4) Ys 
(a= 152505) 
eine integrierende Iliche 
(Ys Ye = 
lees Ys,’ ‘) ° 


bekannt ist, so erfordert die Integration nur Quadraturen in allen Fdllen 
mit Ausnahme der beiden, in denen die integrierende Eldche die Libenen 
z = Const. in Kegelschnitten oder Geraden schneidet. In diesen beiden 
Fillen kommt die Integration auf die einer Fuccatyschen Gleichung wnd 
auf Quadraturen zuriick. 

Wir kénnten noch eine Reihe ahnlicher Probleme erledigen, indem 
wir z. B. annehmen, dass ausser einer’ integrierenden Fliche eine In- 
tegraleurve bekannt sei, oder drgl. Aber wir verzichten darauf, weil 
die Betrachtungen keine neue Schwierigkeit darbieten. 

Als Grundlage diente uns bei den durchgefiihrten Integrations- 
vereinfachungen stets der Umstand, dass die Hbenen z = Const. durch 
die Integraleurven projectiv auf einander bezogen waren, dass also mit 
dem System die allgemeine projective Gruppe der Ebene in enger Be- 
ziehung stand. 


§ 4. Systeme von Differentialgleichungen mit Fundamental- 
losungen., 
Zunachst wollen wir hervorheben, dass sich die im vorigen Para- 
graphen entwickelte Methode auf eine allgemeine Kategorie von Systemen 


von Differentialgleichungen ohne Miihe ausdehnen asst. 
Liegt das System von  simultanen Differentialgleichungen ee 


dz, , ) 
(23) Pie 2a 2". 1) : 
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in #,..4p,, @ vor, so kénnen wir z als die Zeit, #,.. 2%, als Punkt- 
coordinaten in einem Raume von n Dimensionen deuten. Alsdann 
wird der Punkt (a,..2%,) vom Moment z an im nichsten Zeitelement 
infinitesimal transformiert, indem 2,.., die Incremente erfahren: 


dn; = (0... 8m, ede (t= 1, 2..mn). 


Diese infinitesimale Transformation hat das Symbol: 


@ 
J/ Yf= > ue, «> Un) 2) ae 
1 


und enthalt g als willkiirlichen Parameter, stellt also unendlich viele 
infinitesimale Transformationen in %,..%, day. 

Im vorigen Paragraphen lag nun der Fall vor, dass diese unend- 
lich vielen infinitesimalen Transformationen Yf einer Gruppe, und zwar 
der linearen homogenen Gruppe in %,..%, angehéren. Wir deuten 
spiter in einigen Beispielen an, dass sich die Betrachtungsweise des 

Vorallg dervorigen Paragraphen auf alle Systeme (23) ausdehnen lisst, bei denen 
gration. Ue Yf stimtlich, d. h. bei beliebger Wahl des Parameters 2, einer end- 
methoden. Tiehen continuierlichen Gruppe im %,.. Hn angehoren. 

Diese Kategorie von Systemen (23) besitzt noch eine merkwiirdige 
Kigenschaft: Beim System von drei in #,, 2, x, linearen homogenen 
Differentialgleichungen sahen wir, dass sich das allgemeinste Lésungen- 
system (#) durch drei beliebig gewahlte particulare Lésungensysteme 
(a), (a), (@”) in-der Form 

ji == 0,0; + 69; 4-64; (= 1, 2, 3) 
mit willktirlichen Constanten ¢,, ¢, ¢, ausdriickt. Etwas Analoges 
gilt von der soeben definierten Kategorie von Systemen (23). Auch 
bei diesen lisst sich das -allgemeine Lésungensystem (#) aus einer 
Anzahl particularer Lésungensysteme (a)... (a) mit willkiirlichen 
Jonstanten a,.. a, herstellen: 

P(e ery As ny Dt arn de ea) 

(@==1, 2..n). 

Um dies zu zeigen, sowie um ferner zu zeigen, dass die obige Kate- 
gorie von Systemen die allgemeinste ist, bei der eine solche Dar- 


stellung des allgemeinen Lésungensystems existiert, legen wir uns das 
folgende Problem vor: 


Allgemeines 
Problem. 


Gesucht wird die allgemeinste Form eines Systems von n sumultanen 
Differentialgleichungen 


dx. 
(24) J Gp mG-- ta, 2) = 1, 2..n), 
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dem die Figenschaft zukommen soll, dass das allgemeine Losungensystem 
%y. +X aus m allgemein gewiihlten, particularen Lisungensystemen 


t= 2,9, 1.4, = a2, (k= 1, 2..m), 


die also Functionen von z sind, durch ein Formelsystem ms 
(25) Pep ss Vy BM. . nO), d,s An) 
(@=1, 2..n) 
mit n (notwendig wesentlichen) willkiirlichen Constanten darstellbar sei, “xem 2" 


ental- 


Kin solches System heisst ein System mit Fundamentallésungen. —josungon. 


Bei einem solchen System liefert die Auflésung der GleichungenPestimmung 
Horm 


(25) nach a,..a, Gleichungen von der Form aller Syst. 
mit Funda- 
\ mental- 
(26) Ji(x, ie £,), ++) ee) 34 Sails Hy-- Bn) == A; ‘ lésungen. 
@=—=1,2..%). 


Daher kénnen wir sagen: Sobald 
2,9 .. ay, 


an Sic ES ee ae 
(2 i) oe my Cpe 
£ aH, « « In 


irgend welche (m-+ 1) Lésungensysteme der Differentialgleichungen 
(24) bilden, ist jede der Functionen J,..J,, die hinsichtlich 2,.. x, 
von einander unabhingig sind, eine Constante. Dies driickt sich da- 
durch aus, dass identisch 


Ss! ad, dx, peat os, dx,@ uk det, 4 0F, az, 6 
—\an," dz a2, dz Ox, dz On, dz 
(¢@=1, 2..n) 


sein muss, sobald die Systeme (27) die Differentialgleichungen (24) 
erfiillen. Also folgt, da die Gleichungen (24) gerade die hier auf- 
tretenden Differentialquotienten nach z liefern, aber die Anfangswerte 
der Systeme (27) durch keinerlei Relation verkniipft sind: 

Es miissen ftir nm- mn Verinderliche (27) und die eine Ver- 
Anderliche z zdentisch die n Relationen bestehen: 


2) SI(n° a %) tag tte +m 
(ee 5), 


wie auch die nm-+-n-+1 Veranderlichen gewahlt sein mégen. Dabei 
bedeuten 7,” .. 4, nattirlich die Functionen y,..%,, nachdem in 


ena 


vy 


Vv 
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ihnen die Veranderlichenreihe w,.. 2%, durch «7, .. 7,  ersetzat 
worden ist. ; 


Ks liegt nun nahe, das Symbol zu benutzen: 
7) 0 
Vf Sen, pe Peet oe 


Wenn wir darin iiberall v,..z, durch 7,..2, ersetzen, so sei es 
mit Y“f bezeichnet. Alsdann kénnen wir die Bedingung (28) so 
aussprechen: Hs muss 


YOR, + YOST, ++. + YO, + YI,=0 


(== 15423 3m) 
sein. Oder auch endlich: Die lineare partielle Differentialgleichung 
(29) Uf= YOr+yeoro..4+ yor 4+ vf=0 


muss ” von einander hinsichtlich z,..”, unabhingige Lésungen J,..Jn 
besitzen, die frei von z sind. 

Des Spiteren wegen heben wir hervor: Wenn umgekehrt die 
Gleichung (29) » solche Lésungen besitzt, so folgt riickwarts, dass, 
sobald die nm -+-n Verinderlichen (27) irgend welche m-+ 1 Lésungen- 
systeme des Systems von Differentialgleichungen (24) darstellen, fiir 
sie J,..J, constant, d. h. unabhiingig von zg werden. 

Nun tritt zg in der linearen partiellen Differentialgleichung (29) 
gar nicht als Verinderliche, nach der differenziert wird, auf. Ferner 
soll z nicht explicite in J,..J, vorkommen. Wenn wir also der Ver- 
ainderlichen z in (29) irgend einen constanten Wert beilegen, so muss 
die hervorgehende Gleichung immer noch die m Lésungen J,..J, be- 
sitzen. 

Indem wir ¢ eine Reihe bestimmter Werte erteilen, kénnen wir 
mithin aus (29) eine Anzahl linearer partieller Differentialgleichungen 
mit den nm-+ » unabhiangigen Verinderlichen (27) ableiten, die 
J,..d, als Lésungen besitzen miissen. Sicher kénnen wir so nur 
eine endliche Anzahl von einander unabhingiger Gleichungen erhalten. 
Denn z. B. s von einander unabhingige besitzen héchstens, nimlich 
wenn sie ein vollstindiges System bilden, nm -—+n—s gemeinsame 
von einander unabhingige Lésungen. Da aber deren m existieren, 
so muss sein: 

um +n—sE>n, 
also: 
. s<inm. 


Nehmen wir an, dass wir durch Hinsetzen bestimmter Werte von 
z, etwa der Zahlen z,..2,, in (29) gerade s von einander unabhingige 
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Gleichungen erhalten, so ist also s héchstens gleich nm. Der Aus- 
druck Yf sei, wenn darin z = 2, gesetzt ist, mit Y,/f bezeichnet. Wir 
haben nun die s Gleichungen: 


(30) Up OF OP a yr ¥,f—= 0 
(fia aoe), 


und die allgemeine Gleichung (29) mit beliebigem ¢ muss eine Folge 
von diesen sein. Zu beachten ist, dass die linke Seite von (30) von 
_ @ vollkommen frei ist. 

Die Functionen J,..J, sollen den Gleichungen (30) geniigen. 
Sie erfiillen daher auch die durch Klammeroperation aus ihnen 
hervorgehenden: 


(31) et) =O) AG a =a ee. S$), 
Da aber YF nur 2, .. 7, enthilt, so ist: 
(32) (U,U) = (YOY) + + (LY) + (YY,)- 


Entweder sind nun die Gleichungen (31) von den Gleichungen (30) 
abhiingig oder nicht. Alle unabhingigen fiigen wir zu (30) hinzu, 
und bilden abermals durch die Klammeroperationen neue Gleichungen, 
von denen wir die von den bisherigen unabhingigen zu (30) hinzu- 
fiigen u. s. w. Angenommen, wir kommen dazu, dass sich im ganzen 
y von einander unabhingige Gleichungen ergeben, so ist ry eine end- 
liche Zahl, da r<mm sein muss. Nach (32) ist jede dieser r Glei- 


chungen — unter denen sich also auch die Gleichungen (30) selbst 
befinden — von der Form: 
(33) Vifee a fe A Xa = 0 

(Azeas Leo her). 


Sie bilden ein yr-gliedriges vollstindiges System, da die Klammer- 
operation keine neuen Gleichungen liefert. Hs ist also allgemein: 


( V; Va) => Wau Vof 
auf 


oder: 
(X,® X,) + oie + (X,™ X,™) -[- (X, Xu) == 


=> Vr (Xf +--+ XM + Xf) 


oder einzeln: 
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(X, X,Y ba Kf (= 152. m), 
zt 


(X) Xp — » Watigaha fe 
1 


Die qu» werden zuniichst gewisse Functionen aller mm -++ n Verander- 
lichen (27) sein. Weil nun jede der m-+ 1 letzten Relationen nur 
eine Reihe von  Verianderlichen enthilt, so schliessen wir, wie bei 
fritheren ihnlichen Gelegenheiten (vgl. z. B. § 3 des 15. Kap., 8. 382), 
dass die wy,» von allen nm + n Veriinderlichen frei, also bloss Con- 
stanten ¢,, sind, sodass sich ergiebt: 


(34) (KiX,) = Dey Xf (, w= 1, 2..7). 
1 


Dies aber sagt nach dem Hauptsatze aus, dass X,f.. X,f eime r-glhedrige 
Gruppe in %,..%, erzeugen, bei der r < nm ist. 

~~ Da die s Gleichungen (30) unter den 7 Gleichungen (33) ent- 
halten sind, so folgt, dass U,f..U,f sich durch V,f..V,-f linear aus- 
driicken: 


Us f =o yooVof (6 = 1772" 3). 
L 
Hierin sind die x5. vorerst Functionen der nm -- n Verinderlichen (27). 
Aber diese Forderung zerfallt wegen der Formen (30) und (33) von 


Usf und Vf in die m-+ 1 einzelnen: 


YO f= Yo yoo Xf (b= 1, 2..m), 
ary : 


Yf= (% LooXof 
a 
und zeigen, dass die 79 nur Constanten sind. Es ist somit 
(35) Y, f= >¢Const. Xof (= 1, 2..5), 
1 


d.h. Y,f..Y,f gehoren der Gruppe X,/f..X,f an. 
Die Gleichung (29) ist nach Voraussetzung bei irgendwie ge- 
wahltem z eine Folge der Gleichungen (30). Es ist daher auch 


Of == 0, G77 <2 m, Uy, 


und da hieraus sofort einzeln 
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YOF= 0, YF +--+ 0, YF Cea TS Da on); 
Mp Saenogy sry: s raf 


folgt, so beweist man sofort, dass w;,..@, von den nm + n Veriinder- 
lichen (27) frei, also Functionen yon ¢ allein sind, denn ¢ tritt ja noch 


in Uf auf. Also ist: 


Yf= @,(2)¥,f +--+ 0,(2)¥.f 
oder nach (35): 


(36) Vee 7, (Xf +- Ze) Rif 


Hierin sind Z,(2)..Z,(¢) Functionen von ¢ allein. 
Allgemein wird X;f die Form haben: 


Kh naan) 5. GO = 1, 2.4), 
1 t 


sodass, wie wir sahen, X,/..X,f ee r-gliedrige Gruppe erzeugen. 


Mithin giebt (36): 


th 5e “i? HE ne =n 7g, 
Ni = Sats. 
1 


Setzen wir diesen Wert in das simultane System (24) ein, so gelangen 
wir zu dem Ergebnis: 


d. h.: 


Damit das System (24) die zu Anfang angegebene Higenschaft Form der 


gefundenen 
besitze, muss es jedenfalls die Form haben: “Syateme. 
du, § 
(37) si = Z,(e)bul2) +++ + Zr) En(a) 
@=1, 2..n), 


in der Z,.. Z, Functionen von z allein und die &; solche Functionen 
von “,..%, allein sind, dass die r infinitesimalen Transformationen 


Xf = >} tlw) 54 (Ga) 


eine r-gliedrige Gruppe erzeugen. Ferner muss dabei r<m sein. 
- Wenn umgekehrt diese Bedingungen erfiillt sind, so hat auch das 
System (37) die verlangte Higenschaft. Wahlt man niamlich die Zahl 
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m hinreichend gross, so besitzt die Gleichung (29) oder, wie sie jetzt 
lautet, die Gleichung 


SSBF +++ + KOPC+ Xf) = 0 


sicher wenigstens eine Reihe von » von einander hinsichtlich 2,.. 2, 
unabhingigen Lisungen J,..J,, die frei von zg sind. Denn die 
Gleichungen 


(38) _ HOF + XP+XP=—O G=1,2.." 


sind bei passend gewahltem m von einander unabhingig. Zur Be- 
griindung dieser Behauptung dient genau die Kntwickelung, die in 
§ 3 des 15. Kap., 8. 387 fiir die dortigen W;f—O gegeben wurde. 
Wir diirfen uns daher darauf beschranken, auf jene Stelle zurtick- 
zaverweisen. Wir haben nun ein r-gliedriges vollstindiges System 
(38) in nm + » Veranderlichen vor uns, da die Relationen (34) be- 
stehen. Es besitzt nm + n—~7, also bei geniigend grossem m minde- 
stens  gemeinsame Lésungen, unter denen » von einander hinsicht- 
lich #@,..%, unabhingig sind: J,..J,. Waren sie nicht hinsichtlich 
%,..%, Von einander unabhiangig, so gabe es Lésungen, die von 2,..%p 
ganz frei sind, also das System 


(39) XP - + XMf=0 G=H1,2..7 


erfiillten. Sobald nun m hinreichend gross gewihlt ist, ist auch dieses 
System r-gliedrig, sodass es genau m Lésungen weniger als (38) besitzt. 
Aus diesen m Loésungen von (838), die (39) nicht erfiillen, lasst sich also 
keine von 2,..%, freie herstellen. Sie sind daher in der That von 
einander gerade hinsichtlich 2,..%, unabhingig. Aus der Existenz 
dieser Lésungen 


Je, Oe ie PRU) ae eee) 
(@=1, 2..n) 


folgt, wie schon oben (nach (29)) bemerkt wurde, dass die Differential- 
gleichungen (37) die verlangte Higenschaft besitzen. 

Die soeben gemachten Bemerkungen kénnen auch so ausge- 
sprochen werden: Bei vorgelegter Gruppe X,f:.X,f eines Raumes von 
n Dimensionen besitet stets eine hinreichend grosse Anzahl (m+ 1) von 
Punkten (a) ..(a™), (@) mindestens n Invarianten, die in a,.. %, von 
emander unabhiingig sind. Wir erinnern hierbei daran, dass wir schon 
in § 2 des 4, Kap. solche Invarianten bei der speciellen linearen 
Gruppe der Ebene betrachtet haben. 
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Wir sind zu dem Theoreme gelangt: 


Theorem 44: Damit das System von n simultanen Differen- Theorem 
tialgleichungen: Syst, mit 
vundamen= 

dx. tallésgn. 


Gp = Mi (+ - Xn) (G@=1, 2..n) 


iM &,..Xp, 2 die Higenschaft besitze, dass das allgemeine Lé- 

Sungensystem 2%, ..%, aus einer gewissen Anzahl m von allge- 

mein gewdhlien particularen Lisungensystemen 
SRO LO (==, 2 om) 

durch ein Formelsystem: 


SO ee) A), Gy) 
(j=1,2..%) 


mit n willkiirlichen Constanten a,..a, darstellbar sei, ist not- 
wendig und hinreichend, dass es die besondere Form habe: 


Chie 
Fee (2)§u(@) +++ + Z,(@)&(@) 
eee 0) 
in der Z,..Z, Functionen von z allein und die &; solche Func- 


tionen von 2,..2, allein sind, dass die infinitesimalen Trans- 
formationen 


SPI OF 
Xf = >} bite, Ge) 
iL 


eine r-gliedrige Gruppe erzeugen. 
Auch haben wir gesehen, dass die Zahl m die Ungleichung 


nm =F 
erfiillt. 


Das System von ” gewohnlichen Differentialgleichungen, von dem 
wir ausgehen, ist iquivalent der linearen partiellen Differentialgleichung 


a) 0 of 
SE by (ty «+ tay A) Fe b+ + n(@ ++ Bey 2) Gye =O. 


Eine lineare partielle Differentialgleichung 


PGR 0 
tn(y «tn, 2) SE bo, «ny 2) ge Ee 
(40) 


of 
a i al Cae ers es 


ist also dann und nur dann eine solche mit Fundamentallésungen, 
wenn sie auf eine derartige Form gebracht werden kann: 
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(41) +> Z@ORt=%, 


dass X,f..X,f eine r-gliedrige Gruppe in 2..%, allein erzeugen. 
Da jedes System von simultanen gewoéhnlichen Differentialgleichungen 
beliebiger Ordnung mit einer linearen partiellen Differentialgleichung 
von der Form (40) aquivalent ist, so erhellt hieraus die Tragweite » 
unseres Theorems *). 

Lie hat im Jahre 1884 in seiner Integrationstheorie der Diffe- 
rentialgleichungen, die infinitesimale Transformationen gestatten**), eine 
grosse Integrationstheorie gerade fiir die Differentialgleichungen von 
der Form (41) entwickelt***). 

Auf Gleichungen von dieser Form reduciert Lie alle Hiilfsglei- 
chungen, die man bei der Integration eines vollstandigen Systems mit 
bekannten infinitesimalen Transformationen erledigen muss. Anderer- 
seits reduciert er aber auch die Integration einer Gleichung von dieser 
Form (41), sobald sie gewisse bekannte Integralgleichungen besitzt, 
auf die Erledigung eines vollstiindigen Systems mit bekannten infini- 
tesimalen Transformationen. 

Wir kommen hiermit auf die Bemerkungen zuriick, mit denen 
wir die ,,Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit bekannten in- 
finitesimalen Transformationen“ abschlossen. Es wird _beabsichtigt, 
diesen Zusammenhang an anderer Stelle ausfiihrlich darzustellen. 


*) Lie hatte schon 1884 die Differentialgleichungen von der Form (41) be- 
trachtet. Vessiot hat zuerst die Frage nach allen gewdhnlichen Differential- 
gleichungen aufgestellt, die Fundamentalsysteme besitzen (Comptes Rendus 
T. CXVI (1893), S. 427, 959, 1112). Guldberg hat alsdann die Frage verall- 
gemeinert, indem er sich nicht auf gewdhnliche Differentialgleichungen be- 
schrankte (Hbenda 8S. 964). Aber beide Autoren gelangen nicht zu allen Lie- 
schen Differentialgleichungen (41), die offenbar Fundamentalsysteme besitzen. Ihre 
Untersuchungen weisen daher notwendig eine Liicke auf. Diese besteht darin, 
dass sie implicite eine wesentliche Beschriinkung machen, nimlich die, dass das 
allgemeinste Formelsystem ° 


1 1 
CAO Cha one ¥ 3 ge on terete: ae tty) 
@=1,2..n) 


aus eimem solchen System durch Hinfiihrung yon Functionen der Constanten 
a,..a, als neuen Constanten hervorgehen soll. Die allgemeine, oben vorgetragene 
Lisung ist von Lie gegeben worden. (Siehe auch: Uber Differentialgleichungen, 
die undamentalintegrale besitzen. Leipziger Berichte 1893, 8. 341.) 

**) Sophus Lie, Allgemeine Untersuchungen tiber Differentialgleichungen, 
die eine continuirliche endliche Gruppe gestatten. Math. Ann. Bd. 25, S. 71—151, 
Vel. auch Gesellsch, d. Wiss. zu Christiania 1882, Nr. 10 u. 21. 

#4) Math. Ann. a. a. O. 8. 124—180. < 
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Handelt es sich um die Integration einer Differentialgleichung: 
rt pes 
Se De +2) Z;(2) Xjf = 0, 
bei der die 


n 
r Y 
(42) Xf =D} tie --m) gE 
1 t 


eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, oder um die Integration des fiqui- 
valenten Systems 


dx, 
(43) Ge A) Eu(@) +--+ + Z(@)En(2) 
(eStats 


so kénnen wir ¢ als die Zeit, %,..%, als gewohnliche Punktcoordi- 
naten in einem Raume £&, von nm Dimensionen deuten. Jedes L6- 
sungensystem 


(44) x: = 9: (2) i= F, Zien fh) 

giebt alsdann die Bahn eines Punktes. Gehen wir von einem Punkte 
(v,°..x,°) zur Zeit 2, = 4% aus, so wird er vermédge (43) eine Curve 
durchlaufen. Hat er im Momente ¢z die Lage (a,..%,) erreicht, so 
wird er némlich im nichsten Zeitelement dz die Bewegung: 


da; cae (Z, (2) &1:(a) + o. ++ Z,(é) E,:(a)) dz 
(@==1,2..%n) 


erfahren. Es wird also auf den Punkt zur Zeit z im nichsten Zeit- 
element dz die infinitesimale Transformation 
Y= > Z0X%f 
1 
ausgefiihrt, die der Gruppe X,f..X,f angehért, da z die Rolle einer 
willkiirlichen Constanten spielt. Das Integrationsproblem deckt sich 
also damit, dass die Endlage (7,..,) eines Punktes zur Zeit ¢ ge- 
funden werden soll, der zur Zeit 2 die Lage (#,°..a,°) hatte und 
einer fortwahrend sich dndernden infinitesimalen Transformation Uf 
der Gruppe X,f..X,f unterworfen wird. Diese infinitesimalen 
Transformationen erzeugen eine endliche Transformation der Gruppe 
Dag Reet. OS 
Wir kénnen auch von folgender Deutung Gebrauch machen: 
%, ++ 4%, 2 seien gewohnliche Punktcoordinaten in einem Raume fi, 4.1 
von »-+ 1 Dimensionen. ¢ = Const. stellt eine Schar von oo’ ebenen 


Mannigfaltigkeiten M7, dieses Raumes dar. Jedes Lésungensystem (44) 
Lie, Continuierliche Gruppen. it 


Integration 
eines Syst. 


mit Wunda- 
mentallésgn. 


Tntegral- 
curve, 


Tntegrie- 


rende Man- 
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definiert eine Integralcurve im R,+41, die mit jeder M, einen Punkt 
gemein hat. Die Punkte der oo! Mf, sind hierdurch einander zugeord- 
net und zwar die Punkte (¢) und (¢ + dz) zweier unendlich benach- 
barter MZ, durch die infinitesimale Transformation Uf, die Punkte irgend 
zweier M,, durch endliche Transformationen der Gruppe X,/f.. X,f. 
Es handelt sich darum, diese Zuordnung aller M, in endlicher Form 
auszudriicken, denn kennen wir sie allgemein, so sind alle Integral- 
eurven als Orter entsprechender Punkte bekannt. 

Ist eine von Integralcurven erzeugte Mannigfaltigkeit, eme imtegrie- 


nigfaltigkeityende Mannigfaltigkeit M, von vornherein bekannt, so schneidet sie jede 


sei bekannt. 


M, in einer gewissen bekannten Mannigfaltigkeit w. Diese uw ent- 
sprechen einander in den verschiedenen J7,. Wenn nun eine uw keine 
infinitesimale Transformation der Gruppe X,f..X,f gestattet, so giebt 
es auch nur eine discrete Anzahl von Transformationen der Gruppe 
X,f..X;,f, die eine w in eine andere w tiberfiihren. Dann also ist die 
Zuordnung zweier beliebiger M, bekannt und die Integration durch 
ausfiihrbare Operationen ohne jede Quadratur geleistet. 

Anders verhalt es sich, wenn eine w infinitesimale Transforma- 
tionen der Gruppe X,f..X,f zulasst. Alsdann wird man darauf 
ausgehen, die auf M gelegenen Integralcurven zu bestimmen. Dies 
fiihrt bei Hinfiihrung geeigneter Coordinaten fiir jede Schnittmannig- 
faltigkeit w auf ein System von Differentialgleichungen analog (43), 


aber in weniger Verinderlichen. Dabei kommt alsdann nur noch die 


Beispiele. 


Untergruppe von X,f..X,f in betracht, die ee uw in sich trans- 
formiert. 


Beispiele hierzu enthilt der vorige Paragraph. Zum Schlusse 
wollen wir noch einige andere Beispiele kurz andeuten. 
1. Beispiel: Liegt die Differentialgleichung 


7) 

= + 4,(¢)p+ 2,(2)¢ + 4 (yp — 2g) = 0 
in 2, Y, 2 vor, so ist die Gruppe 

Xf=p, f= ¢q, Xf=yp — «9g 
die Gruppe der Bewegungen in der (ay)-Ebene. (Vgl. § 3 des 4. Kap.) 
Sind w, y, 2 gewéhnliche Punktcoordinaten im Raume, so sind die 
M, hier die Ebenen zg = Const. Jede Ebene z = Const. ist auf jede 
andere Ebene 2 = Const. durch eine Bewegung bezogen. Die einzigen 
ebenen Curven, die Bewegungen gestatten, sind die Geraden und Kreise. 
Sobald also eine Integralgleichung 
F(a, Y) 2) ae 
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als bekannt vorliegt derart, dass sie fiir  — Const. weder eine Gerade 
noch einen Kreis vorstellt, so ist die Integration ohne weiteres geleistet. 
Sind zwei particulare Lésungensysteme 
Z=,(2), y= (2); 
t= ,(%), ¥ = v2(2) 
gegeben, so ist die Integration ebenfalls geleistet, denn sie stellen 
zwei Curven dar, die jede Ebene z = Const. in zwei Punkten treffen. 
Da bei Bewegungen die Entfernungen ungeiindert bleiben, so ist also, 
wenn w, y ein allgemeines Lisungensystem bedeutet, fiir jedes 2 not- 
wendig 
(x — 9,)° + (y — 4)? = Const., 
(x — gz)” + (y — 4)? = Const., 
und hieraus lassen sich w und y berechnen. 
2. Beispiel: Liegt die Differentialgleichung 


a + 4, (2) @2P3 — UP) + Ze (2) (#3 D1 — &P3) + Zs (2) (@P2— HP) = 0 
vor, so deuten wir 2, 2, %, 2 als Coordinaten eines R,. 2 = Const. 
definiert eine ebene dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M,. Die 
Integraleurven ordnen die Punkte dieser cot M, einander zu und zwar 
vermoge der Transformationen der Gruppe der LRotationen um den 
Anfangspunkt 
Py — UgPz, UP, — %Pg, %y Po — UV Pi 
im dreifach ausgedehnten Rawme. Die Punkte 2, =a, =«, =O der 
M, sind einander zugeordnet, d. h. 7, = % = 2%, =O ist ein parti- 
culares Lésungensystem. Wenn ferner . 
t= i(2), t= VilZ), 2 = x:(2) 
@=1, 2, 3) 
drei particulare Losungensysteme und @,, %, #; ein beliebiges Lésungen- 
system sind, so ist, da auch diese Gruppe der Rotationen die Entfer- 
nungen ungedndert asst, 
(2, — gi)” + (#2 — vi)? + (& — xi)” = Const. 
@=1, 2, 3), 
und hieraus lasst sich das allgemeine Losungensystem %,, 2%, «3 
berechnen. Die Gruppe der Rotationen um den Anfangspunkt lasst 
die Kugeln um diesen invariant. Daraus schliessen wir: Der Kugel 


ie ty By = OF 
in einer M, entspricht in jeder M, eine Kugel mit derselben Glei- 
chung. Mithin ist 
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ty? Xe? + ws" 
ein Integral. Der ganze R, zerfillt somit in co' bekannte dreifach 
ausgedehnte integrierende Mannigfaltigkeiten 


a7 + x,” + x,” = Const. 


Man wird versuchen, auf einer derselben alle Integralcurven zu _ be- 
stimmen. Sie besteht aus co! Kugeln in den oo! Mannigfaltigkeiten 
z= Const. Die Punkte dieser Kugeln sind einander zugeordnet ver- 
modge der Gruppe der Rotationen. Durch Hinfithrung passender Coor- 
dinaten auf den Kugeln, indem man die Minimalgeraden der Kugeln 
als Coordinatenlinien benutzt, kann man das System von Differential- 
gleichungen, welches die auf der Mannigfaltigkeit 


ay + x,” + x,” = Const. 
liegenden Integralcurven bestimmt, auf zwei Riccati’sche Differential- 
gleichungen reducieren, was wir nicht weiter ausfiihren wollen. Wenn 
elne integrierende Mannigfaltigkeit 
F(a, %, 23, 2) = 0 

bekannt ist, die fiir 2 Const. nicht solche Kugeln darstellt, so ist 
die Integration durch ausfiihrbare Operationen ohne jede Quadratur 
zu leisten. 

Diese Beispiele, zusammen mit den im vorigen Paragraphen ge- 
gebenen, médgen zur Hrliuterung der Integrationsmethoden der hier 
besprochenen wichtigen Kategorie von Differentialgleichungen geniigen. 
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A. 


Abbildung d. compl. Zahlen 616; d. 
eingl. Untergr. 468; d. endl. Trf. 377, 
458, 460; d. inf. Trf. 321, 459, 467, 
468; d, Minimaleurven 700, 708; d. 
Untergr. 473; d. Zusammensetzg. d. 
Gr. 471; d. Zus. d. zweigl. Gr. 565; 
d. Zus. d. dreigl. Gr. 571; d. Zus. d. 
viergl. Gr. 585, 590, 591. 

Abhingigkeit s. u. Unabhingiekeit. 

Addition compl. Zahlen 611; von 
Systemen compl. Zahlen 661. 

Adjungierte Gruppe 445, 455, 560; 
d. allg. Gr. d. Geraden 471, 474, 479; 
d. Gr. d. Beweggn. d. Eb. 455, 467; 
d. Gr. d. Rotat. um festen Pkt. 457, 
468, 469; d. Gruppe p xp q yq 480; 
intransit. u. transit. im A. , 474, 476. 

Ahnlichkeit v. Gruppen 174, 427, 430, 
450; v. einf. transit. Gr. 433, 435. 

Ahnlichkeitstransformation 25. 

Anwendungen d. compl. Zahlen 664. 

Anzahl d. Elationen in proj. Gr. 264; 
d. eingl. Untergr. od. inf. Trf. einer 
Graton, L635 403) d-cint, proj, /irf. 
i. d. Ebene 14, 27; d. inf. Trf. einer 
Diffgl. in w, y 295, 296; d. Trf. einer 
Schar 154, 186, 190, 367. 

Aequatio directrix der Dualitat 252. 

Aquivalenz vy. Curven b. d. Gr. d. 
Bew. 673, 683, 686; v. Flaichen b. d. 
Gr. d. Bew. 709; v. Mannigfaltektn. 
bei einer Gr. 748, 754; v. Minimal- 
curven b. d. Gr. d. Bew. 694. 

Associatives Gesetz d. Addition 611; 
d. Multipl. 613, 620, 641; d. Trans- 
form. 449. 

Aufeinanderfolge v. lin. Trf. 84, 94, 
492; v. proj. Trf. u. Dualit. 255; v. 
Rot. u. Transl. 105; v. Trf. eimer Gr. 
15, 158, 368, 449. 

Ausftihrung von Transformatio- 
nen aut Irf 53, 56, 173; auf inf. 
Trf. 56, 450; einer Gr. auf sie 447. 

Ausgezeichnete inf. Trf. einer Gr. 
465, 


B. 

Bahneurve d. adj. Gr. im R,,_, 470; 
b. Gr. d. Raumes 407; b. proj. Trf. 
d. Eb. 69, 75; b. transit. Gr. 199. 

Bewegung d. Ebene in sich 102, 446; 
d. Raumes 403; infinitesimal 103. 


C. 


(Siehe auch unter K.) 


Canonische Form u. Parameter einer 
Gr. 454. 

Charakteristische Gleichung e. 
Zahlensystems 646; e. Nichtquatern.- 
Syst. 659. 

Commutatives Gesetz 
611; d. Multipl. 614. 

Commutatives Zahlensystem 626, 
627. 

Complexe Zahl 611. 

Configuration d. zweigl. Untergr. 
556; d. inv. Pkte., Geraden u. s. w. 
bei proj. Trf. 65, 511, 528. 

Congruenzkriterien d. Curven 673, 
684, 686; d. Flichen 709; d. Minimal- 
curve 694, 

Coordinaten d. Strahlen 133, 499; d. 
unendl. fernen Pkte. 68; homogen 421, 
468, 490, 504. 

Covarianten von Formen 728, 

Curve als Bahneurve s. u. B.; als Ortho- 
gonalc. s. u. O.; als Integrale. s. u. 1.; 
deren Tg. n. d. Kugelkreis gehen, s. 
u. Minimale.; die keine inf. Bew. ge- 
stattet 687, 691; die inf Bew. ge- 
stattet 692; dritter Ordnung 416, 424, 
435, 733,746; invariant 69, 407; selbst- 
projectiv 82, 788. 


d. Addition 


D. 


Definitionsgleichungen d. 
Trf. v. Gr. 762, 764. 

Derivierte Gruppe 488, 547. 

Determinanten bei lin. Trf. 84, 94, 
492; bei proj. Trf. 10, 16; d. Matrix 
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einer Gr. 408, 410, 415, £22; eines 
Zahlensyst. 613; zur Bestimmg. inv. 
Pkte., Gerad., "Ebenen b. proj. Trf. 
48, 498, 499, 509; zur Bestimmg. 
aweigl, Untergr. 552. 

Deutung d. Multipl. als Trf. 619; d. 
Riccati’schen Difig]. 766; d. Systeme 
v. Diffel. m. Fundamentallésgn. 801; 
d. Syst. v. lin. Diffgl. 773, 776, 782. 

Developpabele einer Minimal- 
curve 716. 

Differentialgleichung(en), die ein 
Syst. bilden, s. u. S.; d. Minimal- 
geraden 696; einer Schar 4Aquiv. 
Meftektn. 674, 685, 687, 711, 750, 
753; f. d. endl. Gl. einer Gr. 370, 
762; 764; invariant 33, 86, 109, 214, 
294, 298; invar. bei prim. Gr. 344; 
Jacobi’s 77; linear 768, 770; mit Fun- 
damentallisgn. 765, 791; Riccati’s 766, 
771; rter Ordng. in x, y 296; simul- 
tane s. u. System v. Diffgl.; zweiter 
Ordn. in x, y 295. 

Differentialinvarianten beim Aqui- 
valenzprobl. 754; bei Gr. d. Eb. 305, 
667; bei proj. Gr. d. Eb. 34, 228; 
d. Flichen b. d. Gr. d. Bew. 710; d. 
Gr. d. Bew. d. Eb. 111, 668; d. Gr. 
d. Minimalc. 702, 707; d. Raumcurven 
b. Gr. d. Bew. 675; die volles Syst. 
bilden 760; durch Differentiat. 231, 
306, 758, 760; verschiedener Reihen 
abgeleitet a. einand. 756, 762. 

Differentialparameter d. biniren 
Formen 739; d. Curven b. d. Gr. d 
Bew. d. Raumes 680; d. Gr. d. Bew. 
d. Eb. 670. 

Differentialquotient als Coord. un- 
endl. f. Pkte 68; transformiert 31, 57, 
293, 668, 670, 675, 680, 688, 709, 751. 

Discriminante 734, 737. 

Distributives Gesetz d. Multipl. 612. 

Division compl. Zahl. 613. 

Doppelverhaltnis 1; harmonisch 1; 
invar. bei proj. Trf. d. Geraden 5, 
132; invar. bei Dualit. 254; v. Par- 
ticularlésgn. d. Riccat. Diffel. 768. 

Dreieck bei proj. Trf. 17. 

Dualistische Gr. 258; Trf. 258, 506, 
508. 

Dualita&t 246, 251; ausgef. auf Kegelschn. 
253; ausgef. auf proj. Gr. 258; invers 
252; mit symm. Det. 252; speciell 
249, 254, 260, 261. 


E. 


Ebene iny. bei proj. Trf. 497. 

Kinfache Gruppe 488, 544; dreigl. 
572; viergl. 576. 

Hinfach transitive Gruppe 432, 
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438; lin. homog. 621, 625, 632; mit 
vertauschb. Trf. 436; reciprok 444, 
625, 632. 


Eingliedrige Gruppe 28, 40; s. auch 
inf. Trf. 

Hinheit im Zahlensyst. 610. 

Elation 262. 

Endliche Gleichungen e. Gr. 192; 
d. proj. Gr. d. Eb. 196; lin. hom. Gr. 
besond. Art 681. 

Endliche Transformation erzeugt 
Vie rua Ie 7e 

Endlichkeit d. vollen Syst. v. Diffinv. 
760. 

Entfernung invariant 100, 803. 

Erweiterung d. Gr. d. Bew. d. Eb. 
108, 668; d. Gr. d. Bew. d. Raumes 
675, 709; d. Gr. d. Minimaleurven 700; 
einer inf. Trf. 108, 213, 221, 339. 


F. 


Flaiche(n) Cayley’s 418; congruent 709; 
integrierende 774, 786; invariant 406, 
411. 

Flicheninhalt inv. 98. 

Form/(en) binaér 720; biquadrat. bin. 
735; cubisch bin. 733; cubisch terniir 
746; bei lin. hom. Gr. 717, 720; qua- 
drat. bin. 722, 729; ternar bei lin. 
hom. Gr. 745. 

Fortschreitungsrichtung 407, 423; 
i. Raume d. adj. Gr. 470. 

Functionalgleichungen f. e. Gr. 
159, 368, 374. 

Fundamentalsitze, Beweis d. ersten 
369, 377; Bew. d. zweiten 380, 391; 
Bew. d. zweiten als Hauptsatz f. proj. 
Grad?) Eb 215) ate Gr edeebibe 3055 
Bew. d. dritten 396; Formulierg. d. 
ersten 376. 


G. 


Gebilde inv. bei Gr. 55; trf. bei Gr. 
688; s. a, unter Mannigfaltekt. 

Gerade in Gerade b. proj. Trf. 11, 505; 
inyar. b. proj, Tri. 49, 51, 57, 114, 
5093 proj. in sich trf. 4, 81, 115; un- 
endl. f. bei proj. Trf. d. Eb. 27, 84. 

Geschichte d. gew. compl. Zahlen 
616; d. héh. compl. Zahl. 618, 619, 
626, 645. 

Gleichberechtigung eingl. Unterer. 
u. inf. Trf. 54, 89, 105, 125, 135, 474, 
593; endl. Trf. 592; von Untergr. 
tiberhaupt 474; v. zweigl. Untergr. 
129. 

Gleichungen d. Minimale. 695. 

Gleichungensystem iny. 416, 422, 
434, 
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Grad eines Zahlensyst. 646; bin. Form. 
inv. bei lin. hom. Gr. 721. 

Gruppe(n) 15, 28, 83, 158, 368; ihn- 
lich m, e. Gr. 174, 427, 430, 433, 435, 
450; ausgefiihrt auf e. Curve 227; 
ausgef. auf e. Gebilde 683; d. Geraden 
309, 312; derivierte 488; d. Klammer- 
ausdrticke (X;X,) 486; d. Minimale. 
b. d. Gr. d. Bew. 697, 700; ad. Para- 
meter e. Gr. 449, 622; d. Param. e. 
Schar v. Mgftektn. 240, 449, 549, 718, 
748; d. Trf., die eine Diffgl. inv. lassen 
298; d. Trf. einer Gr., die einen Pkt. 
fest lassen 339; d. Trf. einer iny. 
Schar vy. Mgftgktn. 237, 240, 449, 
549, 718, 748; die ihre eigne Param.- 
Gr. ist 623, 636; einfach 488, 544; 
einfach transitiv 432; imprimitiv i. d. 
Ebene 315; invariant s. u. L; limear 
s. u. L.; nicht continuirl. 101; perfect 
544; projectiv s. u. P.; primitiv i. d. 
Ebene 336; unendlich 764; ,,U, f..Urf“ 
195, 305, 403; verkiirzt 270, 316, 755; 
zerfallend in eingl. Untergr. 45, £403; 
zusammengesetzt 489. 


Hi. 


Hauptsatz allgemein 211, 380, 390; 
allg. bewiesen 380, 390; bew. f. Gr. 
d. Ebene 301; bew. f. Gr. d. Geraden 
310; bew. f. proj. Gr. d. Ebene 217; 
bew. f. proj. Gr. d. Geraden 233; 
formuliert f. Gr. d. Ebene 305; formul. 
als zweiter Fundamentals. 390. 

Holoedrisch isomorph 149, 429, 502. 

Homogene Coordinaten s. u. Coor- 
din. u. Liniencoord. 


I. 


Identische Transformation 16, 22, 
372. 

Identitat zw. inf. Trf. 307; zw. Klam- 
mersymbol. 397. 

Imaginires, Geschichte 616. 

Imprimitivitat v. Gr. d. Ebene 205, 
815. 

Infinitesimale Bewegung 103. 

Infinitesimale projective Trans- 
formation b. d. adj. Gr. 416, 464, 
467, 595; d. Hbene 23, 36; d. Geraden 
116; in belieb. viel. Veriind. 523; lin. 
135, 493, 507, 523, 528; spec. lin. 147, 
494, 

Infinitesimale Transformation 
abhing. und unabh, 26, 40, 376; als 
Pkte. abgebild. 321, 459, 461, 468; 
ausgef, auf inf. Trf. 470; bei Hinfiihr. 
neuer Verinderl. 56, 176; d. adj. Gr. 
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461, 464, 467, 595; d. Veriind. u. d. 
Param. einer iny. Schar 241; d. Ebene 
85; einer Gr. d. Ebene 160; einer Gr. 
378, 389; lin, abgeleit. 40, 85; linear 
8. u. inf, proj. Trf.; projectiv s. oben; 
ster Ordng. 338, 442. 

Integrabele Gruppe 537, 657. 

Integrabele Untergruppe 564. 

Integralcurve 767, 779, 782, 802. 

Integralinvariante 670. 

Integrationstheorien 766, 774, 801. 

Integrierende Flache od, Mannig- 
faltigkeit 774, 786, 802. 

Intransitive Gruppe 199, 202, £720, 
422. 

Invariante(n) d. erweitert. Gruppe s. 
u. Differentialinvar.; d. adj. Gr. 596, 
606, 610; d. Gr. d. Bew. d. Eb. 106, . 
246; d. spec. lin. Gr. d. Eb. 98; v. 
Gruppen tiberh. 411; v. lin. hom. Gr. 
596; v. intrans. Gr. 200, 411; v. proj. 
Gr. d. Geraden 130, 132, 133. 

Invariante Differentialgleichun- 
gen s, u. D. 

Invariante Gebilde s.a.inv. Meftgkt.; 
bei dualist. Gr. 259; bei gleichberecht. 
Gr. 113; bei proj. Gr. d. Eb. 276; bei 
proj. Trf. d. Kb. 1138; Pkte, Geraden, 
Hbenen u. 8s. w. bei proj. Trf. 47, 65, 
114, 118, 497, 508, 511, 528. 

Invariante infin. Transformation 
465. 

Invariante Mannigfaltigkeit bei 
homog. Schreibw. d. Gr. 534; bei 
invar. Untergr. 529; bei Untergr. be- 
sond. Art 542; kleinste 406, 423, 719, 
753; singular 711, 719, 754. 

Invariantentheorie d. bin. Formen 
718; d. Gr. d. Bew. d. Eb. 667; d. 
Gr. d. Bew. d. Raumes 674, 709; d. 
terniren Formen 745; einer Gr. 665, 
717, 755, 764; einer inv. Schar mit 
endl. Zahl v. Param. 718. 

Invariante Schar y. Curven 205, 236, 
237, 272, 276, 316; v. Mannigftgktn. 
548. 

Invariantes System y. Diffgln. gs. u. 
System v. Diffgln.; v. Gleichungen 
416, 422; singular 711, 754. 

Invariante Untergruppe 291, 485, 
487, 529, 539. 

Invariante Verkntipfung v. Pkt. u. 
Gerade 275, 343; v. Formen 727. 

Invarianz der Schar aller Gerad. bei 
proj. Trf. d. Eb. 11, 32, 33; d. unendl. 
f. Eb. 496; d. unendl. f. Gerad, 84; 
des Doppelverh. 5; d. Flacheninh. 98; 
d. Rauminh. 496; d. Parallelism. 495; 
einer Geraden b. proj. Trf. 49, 51, 84, 
114; einer Gr. b. Ausf. einer Trf. 54, 
173, 174, 438, 447; eines unbeschr, 
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integr. Syst. v. Diffgl. 751, 755; von 
Punkten s. u. P. 

Inverse Dualitat 255. 

Inverse Transformation 10, 16, 85, 
95, 102, 160, 449. 

Involutionsgruppe 578; zweigl. m. 
einer geg. inf. Trf. 602. 

Irreducibilitéat d. Hinheiten eines 
Zahlensyst. 612; einer inv. Schar v. 
Meftektn. 753; eines Zahlensyst. 660. 

Isolierte invar. Mannigftgkt. 530. 

Isomorphismus d. Gr. einer inv. Schar 
549; v. lin. u. proj. Gr. 149, 502, 503; 
v. Gr. 149, 291, 429, 502. 


J. 


. Jacobi’scheDifferentialgleichung 
Ue 
Jacobi’sche Identitat 307. 


K, 


Kegelschnitt 70, 73; bei Ausf. einer 
Dualit. 253; proj. trf. 70, 81, 115, 277. 

Klammerausdruck bei adj. Gr. 466; 
bei Ahn). Gr. 428; bei Hinf. neuer 
Veriind. 428; bei inv. Untergr. 485; 
bei Gr. 211, 218, 303, 305, 382, 487; 
erweitert. inf. Trf. 214, 221; inf. Trf. 
89, 85, 95, 129, 135; inf. Trf. gee. 
Ordng. 345; vertauschb. inf. Trf. 437. 

Klammeroperation 38, 381; s. auch 
Klammerausdruck. 

Klammersymbol bei Functionen 
397. 

Kleinste invariante Manniegftekt. 
406, 423, 719, 753. 

Kreispunkte 110. 

Kriterien d. Ahnl. v. Gr. 431, 435; d. 
Aquiv. v. Mgftgktn. s. u. Aquiv.; d. 
Transitiv. v. Gr. 201, 410, 422; d. 
wesentl. Par. einer Schar v. Trf. 154. 

Kriimmungsradius b. Curven 111, 
669, 678; b. Flachen 710. 

Kriimmungstheorie d. Curven 673, 
684, 686, 717; d. Flichen 709, 717. 

Kugel als besond. Flichenart 713. 

Kugelkreis 649, 696. 


L. 


Linear abgeleitete inf. Transf. 
40, 85. 

Lineare Differentialgleichung 768, 
770. 

Linearer Liniencomplex bei Config. 
d. zweigl. Untergr. 557. 

Lineare-Gruppe in 2 Veriind. 83, 86; 

homog. in 2 Verand. 134, 720; homog. 


in 3 Ver. 496, 512; homog. in n Ver. 
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492: homog. im Zahlensyst. 619; 
homog. mit Yap 515; homog. u. 
speciell in 2 Verand. 146; homog. u. 
spec. in 3 Ver. 496, 500, 512; homog. 
u. spec. in » Ver. 493; homog. u. 
spec. isomorph mit proj. Gr. 501, 503; 
speciell in 2 Ver. 95. 

Lineare Transformation in 2 Ver. 
58, 84; homog. in 2 Ver. 134; homog. 
in 3 Ver. 497; homog. in m Ver. 491, 
523; homog. in Zahlensyst. 619; homog. 
u. speciell in Ver. 492. 

Liniencoordinaten bei proj. Trf. d. 
Eb. 247, 506; homogen 506. 

Linienelement 262; bei Elation 262, 
266; durch festgehalt. Pkt. 341. 


M. 


Mannigfaltigkeit(en) Aquivalent b. 
geg. Gr. 748, 754, 756, 764; eben b. 
proj. Trf. 528; im Raum d. adj. Gr. 
478; integrierend 802; invar. bei Gr. 
113; invar. bei inv. Untergr. 528; 
invar. isoliert 530; invar. s. u. L 

Matrix einer Gruppe 408, 410, 415, 
422. 

Meroedrisch isomorph 149, 502, 

Minimalcurve 690, 695, 716; als 
Schraubenlinie 707; die inf. Bew. ge- 
stattet 703; dritter Ordng. 705. 

Minimalfliche 708. 

Minimalgerade 697. 

Modul eines Zahlensyst. 615, 621. 

Multiplication compl. Zahlen 612, 
619; v. Zahlensyst. 661. 


BN. 


Neue Verinderliche doppelt auf- 
gefasst 171; in Gr. 171, 426; in inf. 
Trf. 56; in Klammerausdr. 428; in 
Symbolen inf. Trf. 56, 176. 

Nichtintegrabele Gruppe 537, 658; 
dreigl. 571; viergl. 572. 

Nichtquaternion-System 658, 659. 

Nonionen 663. 

Normieren d, inf. Trf. einer Gr. 353. 


0. 


Ordnung d. inf. Trf. 338, 442; Maxi- 
malordn. ders. in einer Gr. 346, 349. 

Orthogonalcurven d. Geraden einer 
Developp. 771; von Kegelschnitten als 
selbstproj. Curv. 78, 80; von oo! geod. 
imsycale 


Pe 


Parameter einer Gr. in canon. Form 
454; einer Schar vy. Mgftgktn. 235, 
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240, 449, 549, 718, 748; einer Schar 
v. Trf. 153, 186, 367. 

Parametergruppe 449, 623; zweite 
623. 

Perfecte Gruppe 544. 

Pol und Polare beim Kegelschn, 253. 

Primitivitit v. Gr. d. Ebene 205, 336. 

Princip der Dualitit 249. 

Projective Gruppe d. Cayley’schen 
Fliche 418, 425; d. Curve 3. Ordn. 
417, 424, 435; d. Ebene 13, 15; d. 
Ebene eingliedr. 74; d. Ebene homogen 
geschr. 504; d. Ebene isomorph mit 
spec. lin. hom. Gr. in 8 Veriind. 501; 
d. Fliche 2. Ordn. 654; d. Linienelem. 
durch festgehalt. Pkt. 342; d. Kegel- 
schnittes 115, 277. 

Projective Transformation ausgef. 
auf d. Gerad. d. Eb. 247, 506; d. 
Dualititen 255; d. Ebene 7, 32, 35; d. 
ebenen Meftgktn. 529; d. Geraden 4, 
81, 115; d. Liniencoord. 247, 506; d. 
Pkte. eines inv. Kegelschn. 277; eines 
Dreiecks 17; eines Kegelschn. 70, 81, 
115; eines Vierecks, Vierseits 21; in- 
finitesimal s. u. I.; in hdheren Riu- 
men 523; verschieden definiert 30. 

Punkt bei Ausf. emer Gr. 405; fest- 
gehalt. bei e. Gr. d. Eb. 337; invariant 
47, 113, 114, 118, 497, 508, 524. 


. 


Q. 
Quaternionen 618; gruppentheor. ab- 
geleit. 654; Tafel drs. 656, 663. 
Quaternion-Systeme 658, 662. 


R. 


Raum d. Trf., d. adj. Gr. 377, 460, 468. 

Rauminhalt inv. b. lin. Gr. 496. 

Reciproke einf. transit. Gruppen 
444; lin. homog. 625, 632. 

Regelflaiche als integr. Flache 774, 786. 

Reihenentwickelung d, endl. Gl. d. 
Gr. 192, 404, 454; d. endl. Gl. d. adj. 
Gr. 463; d. inf. Trf. um belieb. Pkt. 
338; d. von inf. Trf. erzeugten endl. 
riSb SG: 

Riccati’sche Differentialglei- 
chung 766, 771; Verallgem. 778. 

Richtungscurve 708. 

Rotation 26, 104, 445. 


8. 


Schar s. auch invar. Schar unter I 

Schar yv. &quival. Mannigftgktn. 
749. 

Schar von Curven 235. 


Lie, Continuierliche Gruppen. 
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Schar von infinit. Transform. 185, 
472. 

Schar von Transformationen 151, 
367; ausgef. auf Curven 212, 300; er- 
zeugt v. inf. Trf. 185; ihre Reihen- 
entwickl. 186. 

Schraubenlinien 692; d. Minimale, 
sind 707. 

Selbstprojective Curven 82, 

Singulires invar. Gleichungen- 
system 711, 754. 

Specielle Dualit&it 249; ausgef. auf 
proj. Trf. 260. 

Specielle lineare Gruppe oder 
Transf. s. u. L. 

Strahl, Coord. dss..133; invar. 498. 

Strahlenbiischel bez. -btindel proj. 
trf. 134, 501. 

Study’s Theorem 642. 

Symbol d. Dualit. 255; d. inf. Trf. 25; 
d. Trf.16; gewisser inf, Trf. 352: 
T—-18T 58, 173, 447. 

Symbolik der Theorie d. Formen 
738. 

System compl. Zahlens. u. Zahlensyst. ; 
vollstindiges 99, 107, 108, 131, 216, 
381, 412, 483, 682, 757; v. Diffgln. 
als Verallg. d. Ricc. Diffgl. 778; v. 
Diffgln. d’Alembert’s 77, 89, 772, 776, 
731; v. Ditfol’ mvar. 751, '7b5% Vv. 
Diffgl. lin. in 2 abh. Ver. 77, 89, 776; 
dsgl. hom. 772; dsgl. hom. in dreien 
781; v. Diffgl. m. Fundamentallésegn. 
793, 799; v. Differentialinv. 760. 


T. 


Tafeln d. Quatern. 656, 663; d. Zah- 
lensyst. in 2 Hinh. 649; dsgl. in 3 Hinh. 
651, 652, 653; zur hom. u. nicht-hom. 
Schreibw. proj. Gr. 503. 

Torsion d. Raumcurven 679, 

Transformation 6, 7, 151, 366; abgeb. 
als Pkt. s. u. Abbild.; aufeinanderfoled. 
s. u. Aufeinanderf.; ausgef. auf Gr. 54, 
173, 174, 488, 447; ausgef. auf inv. 
Curvenschar 236; ausgef. auf Trf. 53, 
56, 173, 446, 462; d. Diffquot. s. u. D.; 
d. Geraden d. Kb., die Biischel in 
Biischel trf. 248; d. Param. einer Gr. 
449, 622; d. Param. einer inv. Cur- 
vensch. 238; gemeins. in zwei Gr. 299, 
538; identisch 16, 22, 372; infinites. 
8, U. Ls project. Ss. U1. 

Transitive Gruppen 197, 201, 410, 
422. 

Transitivitait s. d. Vorhergehende; d. 
adj. Gr. im R,_, 474; einfach 432, 
438. 

Translation 25, 104, 262, 446. 
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Typen von Gruppen: einf. trans. Gr. 


mit vertauschb. Trf. 436; eingl. lin. 
Gr. d. Eb. 60; eingl. proj. Gr. d. Eb. 
63, 287; eingl. proj. Gr. d. Gerad. 125; 
Gr. d. Eb. 360; Gr. d. Gerad. 314; 
lin hom. Gr. in 2 Ver. 147; lin. hom. 
Gr. in 3 Ver. 519; mehr als 4g]. proj. 
Gr. d. Eb. 272; proj. Gr. d. Hb. 288; 
Untergr. d. Gr. p, wp, gq, yq 484; 
zweigl. proj. Gr. d. Gerad. 129, 234. 

Typen von infinites. Transform. 
s. d. Vorhergeh.; lin. hom. 528. 

Typen von Zahlensystemen 643, 
s. unter Tafeln: 

Typen von Zusammensetzungen 
d. 2g]. Gr. 307, 563, 565; d. 3gl. Gr. 
571; d. 4gl. Gr. 585, 590, 591. 


U. 

Uberschiebung von binir. Formen 
744, 

Unabhangigkeit vy. Fortschreitungs- 
richtungen 407; v. inf. Trf. 26, 40, 
376. . 

Unendlichferne Gebilde: Ebene 496; 
Gerade 11, 57; Pkt. 49, 68, 118, 499. 


Untergruppe 84, 473; dargest. d. ebene 
Mgftgktn. 473, £78; der lin. hom. Gr. 
in 3 Ver. 512; d. proj. Gr. d. Eb. 112; 
d. proj. Gr. d. Gerad. 125; die zwei 
Gr. gemeins. ist 299, 538, 539; eingl. 
45, 468, s. a. inf. Trf.; gleichberecht. 
54, 474, 512; integrabel 564; invariant 
s.u. 1.; zweigl. 551, 556; zweigl., ent- 
halten in dreigl. 564; zweigl. involutor. 
602. 


Sachregister. 


¥. 


Verinderliche s. auch Coordinatén; 
neue s. u, N. 

Verktirzung v. Gr. 270, 316, 347, 576, 
755. 

Vertauschbarkeit d. Parametergy. 
624; endl. Trf. 437; inf. lin. hom. Trf. 
627; inf. Trf. 437; recipr. einf. trans. 
Gr. 439, 

Vieleck trf. bei Gr. 391. 

Viereck u. Vierseit proj. trf. 21. 

Vollstindiges System s. u. 8. 


W. 
Wesentliche Parameter einer Schar 


v. Curvy. 235; e. Sch. v. Trf. 153, 154, 
186, 190, 367. 


Z. 


Zahlensystem 610, 614, 619; als Gr. 
620; angewendet 664; Berechng. dss. 
644, 645; das zu int. od. nicht-int. 
Gr. gehért 658; dessen Grad k=n, 
m—1, n—2, 2 ist 647, 661, 662; in 
2 Hinh. 645, 647; in 3 Einh. 645, 650; 
in 4 Hinh. 645, 654; in 5 EHinh. 645, 
662; verbund. mit 2 einf. trans. rec. 
Gr. 625. 

Zusammengesetzte Gruppe 489. 

Zusammensetzung von Gruppen 
306, 429, 489, 550; tihnl. Gr. 429; 
2e]. Gr. 807, 351, 563, 565; 3gl. Gr. 
565; 4g]. Gr. 572; recipr. einf. trans. 
Gr. 442. 

Zusammensetzungsconstanten307; 
verbund. d. Relat. 308. 


517.38 L?iv 


